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Требования к выполнению и оформлению контрольной работы.

 ̂ Данная контрольная работа состоит из трех заданий. Вариант, по которому выполняется 
контрольная работа, выбирается по двум последним цифрам номера зачетной книжки 
или назначается преподавателем. Контрольная работа выполняется студентом само
стоятельно и оформляется на листах формата А4.
Для каждого задания оформление выполняется по образцу:__________________________
№ задания. Постановка задачи (переписывается из данного методического пособия с 
указанием конкретных данных своего варианта).
Решение (записывается е произвольной форме, но аккуратно, логически последова
тельно и достаточно подробно; допускается построение расчетных таблиц в т а б 
личном процессоре MS Excel, в этом  случае к решению прилагаются распечатки).
О тв е т  (записывается отдельно или выделяется в т е к ст е  решения)._______________
Для тех пунктов заданий, где необходимо использование компьютера (задание 1, п.З, 
задание 2, п.1 и п.З, задание 3, п.4), требуется приложить распечатки с числовыми ре
зультатами и формулами, которые использовались в ходе решения,
В заданиях 1 и 2 построение дерева решений обязательно!
Оформленная контрольная работа отсылается на проверку не позже, чем за две недели 
до начала сессии. Работа, выполненная не по своему варианту, возвращается студенту 
без проверки. Если в выполненной контрольной работе преподаватель обнаруживает 
ошибки, то контрольная работа возвращается студенту для их исправления. Работа над 
ошибками прилагается к ранее выполненной работе. Не удаляйте листы с ошибками, а 
также записи с замечаниями рецензента! Правильно выполненная контрольная работа 
получает отметку «допуск», остается у преподавателя и является одним из условий до
пуска студента к зачету по соответствующей дисциплине.

Задание 1, Задача о наилучшей загрузке станка
Постановка задачи. Станок налажен на обработку деталей определенной группы. Вы
делен фонд времени непрерывной работы станка с данной наладкой. Известно число 
деталей в группе и длительности обработки деталей, а также ценность каждой детали в 
группе. Предполагается, что вся группа не может быть обработана в течение выделен
ного фонда времени, длительности обработки деталей могут быть разными, а очеред
ность обработки деталей не важна. Требуется отобрать из группы детали для загрузки 
станка в течение выделенного фонда времени так, чтобы суммарная ценность отобран
ных деталей была максимальной.
Задания для выполнения,
1. Составить и записать математическую модель поставленной задачи в соответствии с 

данными своего варианта.
2. Найта все решения данной задачи методом ветвей и границ.
3. Решить поставленную задачу в Excel с помощью надстройки «Поиск решения», 

сформировав О тч е т  по результатам, распечатку которого также приложить к ра
боте,
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Задание 2. Составление расписания горячей обработки
Постановка задачи. На линии горячей обработки, состоящей из 4-х станков Mi, М2, Мз, 
М4, нужно обработать партию деталей Di, Рз, D3, D4, Ds, Dg. Все детали должны прохо
дить по линии в одном направлении через каждый станок. Порядок, в котором обраба
тываются детали, может быть произвольным, Длительности psf обработки деталей на 
станках заданы матрицей Р (см. свой вариант). Горячая обработка отличается тем свой
ством, что каждая деталь может ожидать обработку только перед первым станком ли
нии, а перед остальными -  ожидание недопустимо. Требуется составить расписание го
рячей обработки данной партии деталей за минимальное время.
Заданий для выполнения.
1. По заданной матрице Р получить матрицу W размерности 7x7, где щ  - время между 
моментами начала обработки 1 -м станком деталей Di и Dj по любому компактному рас
писанию, где детали следуют одна за другой в порядке Di, Dj, 7-я деталь - ■ фикгишт.
2. Для полученной матрицы W найти оптимальный порядок обработки деталей за мини
мальное время. Построить диаграмму, соответствующую найденному порядку,
3. Решить поставленную задачу в Excel с помощью надстройки «Поиск решения», сфор- 

' мировав О тчет по результатам , распечатку которого также приложить к работ.

Задание 3. Сетевая модель технологического процесса
Постановка задачи. Для достижения заданных чертежом размеров и технических тре
бований все поверхности детали проходят несколько стадий обработки, преобразующих 
ее из состояния заготовки в состояние готовой поверхности. Предполагаошя, ч к> поверх
ность заготовки можно обработать не единственным способом (намрймор, разными ви
дами оборудования). Требуется так распределить заготовки по доступному оборудова
нию, чтобы число заготовок, обрабатываемых в единицу времени, было максимальным. 

В этом случае задачу можно представить в виде сети. Вершины сети -  это различные 
состояния поверхности, начиная от заготовки (состояние 1) и заканчивая готовой повер
хностью (состояние 8), Источник -  это заготовка в исходном (необработанном) состо
янии, а сток -  это готовая поверхность. Дуга сети обозначает оборудование, с помощью 
которого поверхность переходит из одного промежуточного состояния в другой. Для каж
дого доступного вида оборудования, которое переводит заготовку из состояния I в состо
яние J, известна величина щ. су_- это число заготовок, которое может быть обработано в 
единицу времени (т.е. пропускная способность соответствующей дуги).
Сетевая модель технологического процесса обработки представлена матрицей С. На 
пересечении строки i и столбца j указано максимально допустимое количество загото
вок, которое может быть обработано на данном оборудовании в единицу времени при 
переходе заготовки из состояния i в состояние j.
Задания для выполнения,
1. По заданной матрице С построить сеть, соответствующую условию задачи.
2. Найти любой полный поток в построенной сети и указать его величину.
3. По полученному полному потоку найти максимальный поток и указать его величину,
4. Решить поставленную задачу в Excel с помощью надстройки «Поиск решения», 

сформировав О тч е т  по результатам, его распечатку также приложить к работе.
5. Указать оборудование, которое оказалось загружено наибольшим количеством' заго

товок а) в решении, полученном вручную, б) в решении, полученном в Excel. : Ц;
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11, Пример решения задачи о каилучшей загрузке станка методом ветвей и границ 
Задача. Станок налажен на обработку деталей определенной группы. Выделен фонд 
времени непрерывной работы станка с данной наладкой. Известно число деталей в 
группе, длительности их обработки и ценность каждой детали в группе. Предполагается, 
что вся группа не может быть обработана в течение выделенного фонда времени, дли
тельности обработки деталей могут быть разными, а очередность обработки деталей не 
важна. Требуется отобрать из группы детали для загрузки станка в течение выделенного 
фонда времени так, чтобы общая ценность отобранных деталей была максимальной. 
Пример. 3-xi + 6 'Х2 + 5-хз + 3-Х4 + 2-Хб+3'Хб-> max

7-Х1+ 10-Х2+8'Хэ + 4'Х4 + 2-Х5+5-Хв < 23! Х| е{0,1}, i=1,.,.,6.
Найдем удельную ценность каждой детали (ценность на единицу времени). В последнем 
столбце в таблице слева показан порядок расположения деталей в группе по убыванию 
их удельных ценностей.
i Ci ti Ci/t| Порядок Расположим детали в порядке убывания t Ci ti C|/ti
1 3 7 3/7 © их удельных ценностей (см. таблицу спра- 5 2 2 1 ©■
2 6 10 6/10 © ва). Примечание. Если несколько деталей 4 3 4 3/4 ©
3 5 8 5/8 © имеет одинаковую удельную ценность (в 3 5 8 5/8 ©
4 3 4 3/4 © примере -  2-я и 6-я), то они считаются 2 6 10 3/5 ©
5 2 2 1 © равноценными, и между собой могут быть 6 3 5 3/5 ©
6 3 5 3/5 расположены в произвольном порядке. 1 3 7 3/7
Учитывая этот порядок, найдем верхнюю оценку общей ценности выбранных деталей 
(ценность большая, чем эта оценка, уже не может быть получена в процессе решения 
задачи), Последовательно выбираем детали в указанном порядке, пока общее время 
об-работки при выборе очередной детали не превысит заданного (23), В нашем случае 
5-я, 4-я, 3~я детали выбираются целиком, поэтому Х5=Х4=хз. =1. Их обработка займет
2-Х5-И'Х4+8‘Хз=14 единиц времени, а следующая, 2-я деталь, требует для своей обработ- 

. ки 10 единиц времени и не может быть целиком обработана за оставшиеся 23-14=9 еди
ниц времени. Поэтому берем только часть 2-й детали такую, которая может быть об
работана в точности за оставшиеся 9 единиц времени, т.е. Хг = 9/10. При этом последние 
в списке, 6-я и 1-я детали, вообще не могут быть выбраны, т.к. выделенный фонд вре
мени исчерпан, поэтому xs=xi=0. Тогда общее время обработки выбранных деталей со
ставит 2-Х5+4-Х4+8-Хз-ИО-Х2+5-Хб+7'Х1=2-1+4-1+8-1+10'9/10+5-0+7-0=23, а их суммарная 
ценность -  2-Х5+3-Х4+5-Хз+6-Х2+3-Хб+3-Х1=2’1+3-1+5-1+б-9/10+3-0+3-0=15 2/5. Т.е. верхняя 
оценка общей ценности равна 15 2/5. Эта величина является именно оценкой, т.к, при ее 
вычислении использовались дробные значения х. В процессе решения задачи эта вели
чина может только уменьшиться (в лучшем случае, суммарная ценность окажется рав
ной 15). Все полученные в данном рассуждении результаты сведены в таблицу №0:

i Ci ti X E/ti-ttl E/ci-xil
5 2 2 1 2 2
4 3 4 1 6 5
3 5 8 1 14 10
2 6 10 9/10 23 152/5
6 3 5 0 23 152/5
1 3 7 0 23 15 2/5
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Здесь 2(ti-Xj) -  суммарное время обработки деталей, a X{q-xi) -  их суммарная ценность. 
Начнем процесс применения метода ветвей и границ. Ветвление будем вести по тем 

деталям, для которых в процессе решения будут получаться дробные значения х, На
пример, в предыдущей таблице дробное значение было получено для детали с номером 
2 (хг = 9/10). Поэтому далее будем рассматривать два случая: Хг- 1 или хг = 0, т.е. либо 
брать в обработку 2-ю деталь, либо нет.
Процесс решения будем сопровождать построением дерева. В корневой вершине де

рева указываем верхнюю оценку общей ценности, полученную в таблице с номером 0 (у 
нас это 15 2/5). На каждой последующей вершине дерева будем указывать значение 
выбранного X) (хрО или х=1) и соответствующую оценку суммарной ценности (или ее
точное значение при целочисленных x i , i=1.... 6). Ту из открытых вершин дерева, где
оценка общей ценности окажется больше, выбираем для дальнейшего ветвления.

Из вершины дерева НЕ строим ветви, если для нее выполняется одно из условий:
-  в этой вершине нет решений (превышено выделенное время обработки деталей);
-  в этой вершине найдено значение целевой функции при целочисленных значени- 

яхх,;=1„,,,6;
-  в этой вершине полученная оценка меньше, чем уже найденное значение целевой

функции при целочисленных значениях х , И .... 6.

Построение таблиц .
В таблице Q. дробное значение принимает х2 = 9/10. Значит* выпйлййем ветвление по 

детали с номером 2. Этому ветвлению будет соответствовать новая таблица №1. Ее по
лучаем следующим образом:
-  возьмем данные (столбцы i, ci, ti) из предыдущей таблицы с номером 0;
-  строку, соответствующую 2-й детали, запишем в качестве первой строки новой таб

лицы;
-  остальные строки таблицы 0 сместим на одну вниз, оставив их порядок без измене

ния,
-  добавляем столбцы х, X(t,*x), S(ci-Xi) для х2 = 1 и такие же столбцы для Хг = 0;
-  для хг= 1 заполняем сначала столбцы х и S(ti-xi):

полагаем хг= 1 (это обязательное условие), тогда Х^ -х^ КИ И О , из 23 остаются 
свободными 13 единиц;
деталь 5 требует 2 единицы времени для обработки, на данный момент имеется 13 
свободных единиц времени, значит, полагаем хз= 1, тогда 2{Ь-Х|И0-1+2-1=12, из 23 
остаются свободными 11 единиц;
деталь 4 требует 4 единицы времени для обработки, на данный момент имеется 11 
свободных единиц времени, значит, полагаем x*= 1, тогда X(6-xi)=10-1+2-1+4-1=16, 
из 23 остаются свободными 7 единиц;
деталь 3 требует 8 единиц времени для обработки, на данный момент имеется толь
ко 7 свободных единиц времени, тогда хз = 7/8, £{ii-x)=10-1+2-1 +4-1 +8-7/8=23, из 23 
не остается свободных единиц времени. Значит, Хе = 0 и Xi = 0.

-  По найденным х  заполняем столбец £(сгх) и получаем оценку суммарной ценности 
взятых деталей прих2 = 1: S(ci-xi) = 6-1+2-1+3-1+5-7/8+3-0+3-0=15 3/8.



-  для Х2 = 0 заполняем сначала столбцы Xi и S(ti-Xi):
полагаем Х2 = 0 (это обязательное условие}, тогда S(ti-X))=10-0=0, из 23 остаются 
свободными 23 единицы;
деталь 5 требует 2 единицы времени для обработки, на данный момент имеется 23 
свободных единиц времени, значит, полагаем хв = 1, тогда E(tj-Xi)=10-0+2-1=2, из 23 
остается свободной 21 единица;
деталь 4 требует 4 единицы времени для обработки, на данный момент имеется 21 
свободная единица времени, значит, полагаем Х4 = 1, тогда S(ti-Xi}=10-0+2-1 +4-1=6, 
из 23 остаются свободными 17 единиц;
деталь 3 требует 8 единиц времени для обработки, на данный момент имеется 17 
свободных единиц времени; полагаем хз=1, тогда 2(trXi)=10-0+2-1+4-1+8-1=14, из 23 
остаются свободными 9 единиц;
деталь 6 требует 5 единиц времени для обработки, на данный момент имеется 9 
свободных единиц времени; полагаем Хб = 1, тогда S(i-xi)=10-0+2-1+4-1+8-1+5-1=19, 
из 23 остаются свободными 4 единицы;
деталь 1 требует 7 единиц времени для обработки, на данный момент имеется 4 
свободных единицы времени, тогда xi=4/7, S(ti-xi)=10-0+2-1 +4-1 +8-1 +5-1 +7-4/7=23, из 
23 не остается свободных единиц времени.

-  По найденным xi заполняем столбец E(ci-Xi) и получаем оценку суммарной ценности 
взятых деталей при Хг = 0: S ( ci-xi) = 6-0+2-1+3-1+5-1+3-1 +3-477=14 5/7.

Строим соответствующее ветвление на дереве, а затем из всех открытых в данный 
момент вершин выбираем ту, у которой оценка больше (это вершина с оценкой 15 3/8),

Значит, далее будем рассматривать таблицу 1 при хг = 1 (т.е. таблицу, где получена 
оценка, соответствующая выбранной вершине), В этой таблице хз = 7/8 принимает 
дробное значение, значит, ветвление будем вести по 3-ей детали. Этому ветвлению бу
дет соответствовать новая таблица (с номером 2). Ее строим аналогично предыдущей 
таблице, но для нее нужно учитывать новое обязательное условие: хг = 1.

Остальные таблицы строятся с помощью аналогичных рассуждений. Все таблицы, ко
торые пришлось построить при решении данной задачи, приведены ниже.

В верхней части каждой таблицы (начиная с таблицы с номером 2) указываются обяза
тельные условия, при которых ведутся расчеты в таблице. В качестве этих условий бе
рутся значения xi, расположенных выше по дереву по отношению к рассматриваемой 
вершине (по которой ведется ветвление).
Расчетные таблицы могут быть построены вручную, либо с использованием MS Excel. 
При построении в Excel можно создать одну 
расчетную таблицу так, как показано на эк
ранной копии. При проведении расчетов в 
такой таблице придется менять вручную 
только значения столбца 11 i " и двух столб
цов “ xi ”. После заполнения этой таблицы 
можно ее копировать и табличные значения, 
рассчитанные по формулам, размещать на 
рабочем листе, используя контекстное ме
ню, Специальная вставка..., ®значения.

1 заполненной таблицы:
А  1 J L b i L  °

I-,*”  23< 1; 21 3
F 1 F  ̂

4j 5
i l k

б
,H ,Ш | Й | |

|.| 'Я  !•, з 5 5 3 2 3
i l l .а... 7 SO 8 Щ 2 s! j
р | ! ....
й й cl Я ! хз Btf-X L'Ci-xi xi

...... i........

V  '

;i"S

f c
i l i i

3-
2
5
4
Ь

3

■е
2
.3
3

7| 1 i  7 \ 3 
8 0 ' 7 1 3 

10 X i 17 j 3 
2 I j IS  ; XI 
4 1 1 23 | 14 
5| 0 j 23 i 14

0 l 0 E  0
0 : 0 I 0
1 r. Ш 1 Iff 
j_ i 4.2 | 3= 
1  16 H
l  \ 22 ч Ы
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Та же таблица в формульном вид©:

ж •i.]| j l  iiUMJl Й  .:i!l s ilb ilc iJ lliij i i ' is i- a is i .
■т i 2 3 4 IS 5

||щ ti 3 5 5 3 2 3 J

Cl У IB S 4 '  j2 5

I 4 '

Ц d t» xi 1 S?M . Xci-xi xi \ ЙМ • . Icl-xi
1 =fiPQCMOTP[S6;$B$i!?s5u^3:$GS3) i i4DSs*e« *$c$§»e6 0 !=SC$5"H6 = S c s r a

1 3 =просмотр(в7;5в$1:5й51;$9$г:$б^г) =nPOCMOTP[B7:SSSl;SGSl|$s$3;4GS3i Ф Ы б + $0$ГЕ 7 =aetscs7 '£7 I |эйй7 Hi sjH cSt'h?
' IS 2 *nPO C i,ro T ?(B S ;S8S l'№ ;3 i$ i:5G 53 =ПРСКЭ10Т?(В8;53Й:И51;4з$3;$6$Э1 l i=F7+$D$3®£3 =6?т5С55"ЕЗ 1 |=№-ЙЙВ'Н8 4fff$ca*Hj
щ 5 П РОСМОТР! 89; S8 S l:S 0 Sl;SS32;?aS2) = ПРО «отр|89 ;59$1 :$аЛ ;Й 55 ;$вР '! 1 |=FST$DS5ffE3 1 .= )S t® 5 'H 9 BJ8tSC$9”H?

i 4 =я?ошотр№о;$й$1:№;$Й&5$;=ПРОСМ ОТР(ВМЙ55Ь55& |553  K $ j 1 j^ a+ SDSiff-ea « ♦ S c s i r s o i  r f j + W s o ’ m o  |=j9tSc$M*Hio

IIJ 5 п р о с м о т р ) BtuSB$ i:$G$ij$8S£$G$s =npOCMOT?jBJl;S551:SsSl^B$33)GS e  ia f io * 5 D S irE H i  N io t $ o S U ' l f u i= J H H X 5 U 'H l l

i :: ! ; ! .......,.i_________________________ ___ _ f I ........! . .1 ( .......  !.. ..
1.2. Пример оформления решения задачи о наилучшей загрузке.-станка

Математическая модель: 
3-Х1+6-Х2+5-Хз+3-Х4+2-Х5+3-Хб~»тах 
7-Х1+10'Х2+8-Хз+4-Х4+2-Х5+5-Хе <i 23 
___________X е{0,1}, i=1.... 6.

0) i Cljtl Xl S(ti'Xi) S(Ci-Xi)
5 2Т 2 i 2 2
4 3 4 1 6 5
3 5 |8 1 14 10
2 6 io 9/10 23 15%
6 3 5 0 23 15%
.1. .3. 7 0 23 15 %

i C] ti Ci/ti Порядок
1 3 7 3/7 ©
2 6 10 6/10 ©
3 5 8 5/8 ©
4 3 4 3/4 ©
5 2 2 1 <D
6 3 5 3/5 ©

2) X2=1
из T.1 X;i~1 хз=0
i Gl tl Xl Sti-XiSci-xi Xi Sti'Xi SCi-Xi
3- 5 8 1 8 5 0 0 0
2 6 10 1 18 11 1 10 6
5 2 2 1 20 13 1 12 8
4 3 4 3/4 23 15 1/4 1 16 11
6 3 5 0 23 15 1/4 1 21 14
1 3 7 0 23 151/4 2/7 23 14 s/7

D_____
из т.0) X2=1 X TO It СЭ

i Ci ti Xi Sts-x Sci-Xi Xi 2ti-xi ICi-Xi
2 6 10 1 10 6 0 0 0
5 2 2 1 12 8 1 2 2
4 3 4 1 16 11 1 6 5
3 5 8 7/8 23 15% 1 14 10
6 3 5 0 23 153/8 1 19 13
1 3 7 0 23 153/8 4/7 23 145/7

4) X2=1, X3=1, X4=1
из т.З) X5= X5=0
i Ci ti Xi Sti'Xi SCi-xi Xi Sti'Xi SCi'Xi
5 2 2 1 2 0 0 0
4 3 4 1 6 1 4 3
3 5 8 1 14 1 12 8
2 6 10 1 24' 1 22 14
6 3 5 © нет 

решений
1/5 23 14%

1 3 7 0 23 14 3/5

3) X2=1, X3=1
из т.2) X4= *4=0
i Ci ti Xi Sti-Xi SCj'Xi Xi Sti-Xi SCi-Xi

4 3 4 1 4 3 0 0 0
3 5 8 1 12 8 1 8 5
2 6 10 1 22 14 1 18 11
5 2 2 1/2 23 15 1 20 13
6 3 5 0 23 15 3/5 23 14%
1 3 7 0 23 15 0 23 14%
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5) Хг=1,.Хз=0 6)_____ X2=1, хз

ОilXil

из т.2 X1 =1 Xi=Q из т.З) xs= Xs=Q
i Ci ti Xi Eti'X Eci’Xi Xi Eti-XiSci-Xj i Ci ti Xi Eti-XiSci'X Xi Eti-xi Eci-x
1 3 7 1 7 3 0 0 0 6 3 5 1 5 3 0 0 0
3 5 8 0 7 3 0 0 0 4 3 4 0 5 3 0 0 0
2 6 1C 1 17 9 1 10 6 3 5 8 1 13 8 1 9 5
5 2 2 1 19 11 1 12. 8 2 6 10 1 23 14 1 18 11
4 3 4 1 23 14 1 16 11 5 2 2 0 23 14 1 20 13
6 3 5 0 23 1 21 44© 1 3 7 0 23 3/7 23 142/7

п X2=0 8) x2=1 X3=1, X4=1,X5=0
из т.Т Xi=1 X1=0 из т.4) X8= Хб=0
i Ci ti Xi Efc-xi ECi-Xi Xi Eti-x £Ci-x i I Ci ti Xi Sti-xi Sci'Xi Xi Eti-X Eq-Xi
1 3 7 1 7 3 0 0 0 6 3 5 1 5 0 0 0
2 6 10 0 7 3 0 0 0 5 2 2 0 5 0 0 0
5 2 2 1 9 5 1 2 2 4 3 4 1 9 1 4 3
4 3 4 1 13 8 1 6 5 3 5 8 1 17 1 12 8
3 5 8 1 21 13 1 14 10 2 I6 10 1 © 1 22 14
6 3 5 2/5 23 14 Vs 1 19 13 1 {3 7 нет решений 1/7 23 143/7

91_____ X2=1 ,X3-1 ,X4=1 .XsO.Xe^O 10) X2=1, X3=1

Оi!£o~II£

из т.8 X1= xi=0 ИЗ T.6) X1=1 X1=0
i |cj ti X] Sti-X Eq-xi Xi Eti-Xi SCi-Xi i Ci ti Xi Eti-xiSCi-X Xi Ett-x Eq-Xi
1 3 7 1 7 0 0 0 1 3 7 1 7 0 0 0
6 3 5 0 7 0 0 0 6 3 5 0 7 0 0 0
5 2 2 0 7 0 0 0 4 3 4 0 7 0 0 0
4 3 4 1 11 1 4 3 3 5 8 1 15 1 8 5
3 5 8 1 19 © 1 12 8 2 6 1C 1 © 1 18 11
2 6 10 1 н/р 1 22 1.44V 5 2 2 нет решений 1 20 13

11) X2=0, Xl=1 12) X2=0, Xi==1, Xa=1
из т.7) X6=1 Xg=0 ИЗ T.11) X3= X3=0 i
t Ci ti Xl Eli'Xi ECi-Xi Xj Ш Eci-x i c ti Xi Cti-Xi ’OCfXi Xi Sti-x ECi-xl

6 3 5 1 5 3 0 0 0 3 5 8 1 8 5 0 0 0
1 3 7 1 12 6 1 7 3 6 3 5 1 13 8 1 5 3
2 6 10 0 12 6 0 7 3 1 3 7 1 20 11 1 12 6
5 2 2 1 14 8 1 9 5 2 6 10 0 20 11 0 12 6
4 3 4 1 18 11 1 13 8 5 2 2 1 22 13 1 14 8
3 5 8 5/8 23 14 Vs 1 21 13 4 3 4 1/4 23 3V4 1 18 11

Ответ: 1-е решение - (xi, Хг, хз, Х4, xs, Хб)={1,1,0,1,1,0), общее время обработки равно 23;
2- е решение - (xi, х2, хз, х4: Xs, хе)=(011,0,1,1,1), общее время обработки равно 21;
3- е решение - (xi, хг, хз, Ха, хз, Хб)=(0,1,1,0,0,1), общее время обработки равно 23;
4- е решение -(xi, хг, Хз, Х4, хз, Хб)=(0,1,1,1,0,0), общее время обработки равно 22. 
Максимальная общая ценность выбранных для обработки деталей равна 14.



Дерево решений:

Примечание. Поясним построение дерева решений. Ветвления соответствуют таблицам. 
На 1-м ветвлении (Х2“ 1, хг=0) выбираем вершину, где хг=1, т.к. при этом условии есть 
шансы получить ценность, равную 15, а при Х2=0 -  не более 14.
После выполнения 2-го ветвления открытыми остаются вершины с оценками общей 
ценности 1 5 V 4 (X 3 = 1 ), 149/?(хз=0), 1 4 Б/7(Х2=0). Из них выбираем вершину с оценкой 
1 5 1/4(хз=1), где остаются шансы получить ценность, равную 15,
После выполнения 3-го ветвления открытыми остаются вершины с оценками общей 
ценности 15 (Х4=1), 144/в{х4=0), 146/7(хз=0), 14 5/7(Х2=0). Из них выбираем вершину с 
оценкой 15 (Х4=1), где остаются шансы получить ценность, равную 15,
После выполнения 4-го ветвления видим, что при Xs=1, с учетом того, что было выше по 
дереву (х4=хз=Х2=1), время обработки выбранных деталей превышает заданное, значит, 
невозможно одновременное выполнение всех этих условий, поэтому дальнейшее ветв
ление из этой вершины не производим (нет решений).
Далее из всех открытых на данный момент вершин выбираем ту, где оценка ценности 
наибольшая ~ 14 s/7 (хз=0). Ценность, большую, чем 14, мы уже нигде не получим.
На 5-м ветвлении получаем сразу 2 решения -  это наборы с ценностью, равной 14. Это 
уже не оценка, а точное значение ценности (т.к, оно получено при целочисленных х).
Из вершин, где получено точное значение ценности, а так же из тех вершин, где оценка 
ценности меньше, чем уже найденное точное значение(13 3М), ветвлений не делаем.
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1.3. Пример решения задачи о наияучшей загрузке станка в Excel 
Математическая модель: 

3-Х1+6-Хх+5-Хз+3-Х4+2-Х5+3-Хб->тах 
7-Х1+10* Х2+8-Хз+4 -Х4+2'Х5+5>Хб й 23 

Xi е{0,1}, i=1,,.,,6.
Найдем максимальную ценность деталей при заданных условиях, используя надстройку 
«Поиск решения» (при этом будет найден только один из наборов (xi, хг, хз> ха, xs, хе}).

н Подготовим исходные данные на рабочем листе Excel.

а} Введем числовые данные (диапазон для неизвестных xi оставляем пустым):

б) В ведем  ф о р м улы  для Ц с у х )  и E(tj-Xi):

;  .г: ' |; 5 3 :2 3 . =СУММЛРОШ8|В2:е2;$В$45$еф1)
.а: 4 2  5  =СУММПРОИ38{ ВЗзЗЗ*

■V VI ■ ■ - i ;
•.... ' — ----------i---------- ........ .................. ........ .... -____ ~_____- _____

■ Подготовим исходные данные в окне «Поиск решения».

а) В меню Сервис выберем команду «Поиск решения». Если такая команда в ме
ню Сервис отсутствует, то предварительно подключим соответствующую надстройку 

. (меню Сервис, Надстройки):
'.fiiuii и ̂ чР̂Ря*iMifchGgMAТхдгаЫтСлГ1ВД-чЗД|№иИ

Ш

б) В окне «Поиск решения»:
- укажем целевую ячейку с формулой, задающей целевую функцию, чье макси
мальное значение требуется найти (у нас это ячейка Н2, содержащая формулу
I(Ci-Xj)};

- укажем, что требуется найти именно максимальное значение;
- укажем изменяемые ячейки с неизвестными значениями xs, 1=1,...,6 (у нас это 
диапазон ячеек B4:G4); указав эти ячейки как изменяемые, мы разрешаем Excel

I VBA для помощника по Интернету 
] Инструменты для евро 
] Мастер подстановок 
3 Мастер суммирования 
3 Пакет анализа 
1 Пакет анализа - VBA
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изменять значения в этих ячейках, подбирая наиболее подходящие для реше
ния данной задачи;

I lOhr.li pi:IIICilHil i-

- добавим ограничения из математической модели задачи:
I(ti-Xi) < 23 xi е{0,1}, i=1f.

г'1орари̂ няг yi|>e I mu'ии,1

* Получи м решение, щелкнув кнопку Вь топнить в окне «Поиск решения»:
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Видим, что Excel нашел одно из возможных решений задачи: для обработки вы* 
бираем 2-ю, 3-ю и 4-ю детали, т.к. (Х1,Х2,хз>Х4,Х5,Хб)” (0 ,1 ,1 ,1 , 0, 0), с максималь
ной суммарной ценностью, равной 14 {такая же ценность была получена при ре
шении задачи вручную), При этом все выбранные детали могут быть обработаны 
за время, равное 22 (не превышающее заданного),

й Создадим О тч е т  по результатам  (он будет выведен на отдельном листе рабо
чей книги), выбрав в появившемся окне «Результаты поиска решения» Тип о т 
чета -Результаты :

| | р
Ж S3

Microsoft Dice! 12.Q Отчет по результатам 
Рабочий лист; [перебор jnew.xJ^TjJfPN&4 
Отчет созван; в«,11.йШ  22:01:01

Целевая ячейка ^Максимум)

Ячейка Имя Исходное значение Результат

$Н$2 са 0 24

Ззмняерш е ячейки
Ячейка И мя Исходное значение Результат

$В$4 хг 0 О
$С34 XI 0 I
$D$a К! 0 1
$Е$4 xi 0 I
$F$4 5CI 0 С

$0$4 xi О О

Ограничения
Ячейка Имя 

$Н$3
З ш ч е ш е Формула Статус

22 $М$3<=23

Разница,

2
$8$4 X» 0 ,$В$4=двшч1ное связанное 0

XI 1 $С$4=двоичнае связанное 0

$0$4 ха 1 §0$4=деоичное связанное 0
$Е$4 xi 1 $Е$4=двоичное связанное 0

$F$4 xl 0 $Р$4ядеоичное связанное 0

$054 Х8 ' 0 $0$4=двоичное связанное Q
§1ЙН1Й| :Шаай1йМ1Эвм. X  t  л Ы
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2.1. Составление расписания горячей обработки (РГО)
Задача. На линии горячей обработки, состоящей из нескольких станков, нужно обрабо
тать партию деталей. Все детали должны проходить по линии в одном направлении че
рез каждый станок, Заданы длительности обработки деталей каждым станком, Горячая 
обработка отличается тем свойством, что каждая деталь может ожидать обработку 
только перед первым станком линии, а перед остальными*;- ожидание недопустимо. 
Иными словами, войдя в линию, каждая деталь должна обрабатываться непрерывно -  
одним станком за другим. Требуется составить расписание горячей обработки данной 
партии деталей за минимальное время, т.е. минимальное по длине расписание, 'J 
Пример расписания горячей обработки одной детали Di на линии с тремя станками IVh, 
М2, Мз {здесь матрицей Р заданы длительности обработки деталей Di, D2, D3, D4 на каж
дом из станков):

Пример расписания горячей обработки четырех деталей Di, D2, D3, D4 на линии с тремя 
станками Mi, Мг, Мз в порядкеDi —> D a ~ > D 4 (через pst обозначена длительность об
работки детали Dt станком Ms), время обработки всех деталей -  23 единицы:

Пример расписания обработки деталей Di, D2, D3, D4 в порядке D i- ^ - ^ D a - ^ ,  имею
щего наименьшую длину среди всех расписаний, по которым детали обрабатываются в

Для 4-х деталей число всех компактных расписаний равно 4!, т.е. числу всех перестано
вок этих деталей. Минимальное по длине расписание совпадает с одним из компактных, 
Сведем задачу составления РГО к задаче коммивояжера.
Введем в рассмотрение величины wj, которые равны длине интервала между момента
ми начала обработки первым станком (Mi) деталей D; и Dj по любому компактному рас
писанию, в котором эти детали следуют одна за другой в порядке Di, Dj. Величина щ  не 
зависит от временных характеристик деталей Dt при Щ  а зависит только от дли
тельностей обработки деталей Di, Dj, Примеры величин щ  приведены! выше на рисунке. 
Здесь, с учетом порядка обработки, представлены w if4, W23F 3, и/34~3,
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Если линия состоит из к станков, а число обрабатываемых деталей равно т , то величи
ны Wij рассчитываются по формуле:

= т а х ■
tsiKk

' h h-1
S P - - S A

Полученные таким образом величины образуют матрицу размерности mxm. Введем в 
рассмотрение фиктивную (т+1)-ю деталь, которая входит в линию последней и прохо
дит обработку на всех станках мгновенно, за 0 единиц времени. Она нужна, чтобы 
учесть полное время обработки той из реальных деталей, которая обрабатывается по
следней. Добавим в нашу матрицу (т+1)-ю строку, состоящую из всех нулей (ми.рО, 

и (т+1)-й столбец, в котором каждый элемент рассчитывается по формуле: 
m,m+f=pii+ P2s +...+ рц, /= 1,2,...,т, т.е. для каждой детали вычисляется ее общее время 
обработки на всех станках.
Пример получения матрицы величин щ  по заданной матрице Р  a Derive (без последней 
строки и последнего столбца). Вводим матрицу Р. Для этого в строке ввода в квадрат
ных скобках перечисляем через запятую элементы матрицы Р, отделяя строки друг от 
друга точкой с запятой:

р:=[1,5,7, 5,3,4; 1,5,4,3,2,6; 5,3,4,6,1,4; 2,4,1,2,3,6)
Нажав клавишу Enter, получим; 

Г 1 5 7 5 3 4 “
1 5 4 3 2 6 

#1: р:= 5 3 4 6 1 4 
1 2 4 1 2 3 6 ,

Далее вводим выражение для получения матрицы W (пока без 7-й строки и 7-го столбца): 
vector(vector(raax(vector{sum(p sub s sub i, s, 1, h)-sum(p subs sub j, s, 1, h-1), h, 1,4)), j, 1, 6), i, 1, 6)

Здесь 4 -  число станков, a 6 -  число деталей. Нажав Ctrl-f Enter, получим:

П :  VECTOR ̂ VECTOR ̂ МАХ | v ECTOr | |  ^ р  , j  - ^  р ,  М ,  4 j  ,), 1, s j ,

5 1
11 5 
13 7
12 5 
4 3
13 7

1 3 1
5 11 6 
7 10 7
6 10 5 
3 3 3
6 14 6 J

Запишем полученную матрицу, добавив недостающие последнюю строку и последний 
столбец, соответствующие фиктивной детали (в нашем примере -  7-ю строку и 7-й стол
бец), а элементы главной диагонали заменив знаком да:

Здесь значения 7-го столбца вычисляются по матрице Р: 
1+Н5+2=9 -  время обработки 1-й детали на всех станках; 
5+5+3+4=17 -  время обработки 2-й детали на всех станках; 
7+4+4+1=16 -  время обработки 3-й детали на всех станках; 
5+3+6+2=16 -  время обработки 4-й детали на всех станках; 
3+2+1 +3=9 -  время обработки 5-й детали на всех станках; 
4+6+4+6=20 -  время обработки 6-й детали на всех станках, 
Значения 7-й строки равны 0,т.к. фиктивная деталь проходит 
обработку на всех станках мгновенно, за время, равное О,

1 2 3 4 5 6 7
1 00 1 1 1 3 1 9
2 11 СО 5 5 11 6 17
3 13 7 00 7 10 7 16

Wo=4 12 5 5 оо 10 5 16
5 4 3 3 3 со 3 9
6 13 7 5 6 14 СО20
7 0 0 0 0 0 0 00
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fianee решаем задачу коммивояжера для полученной матрицы методом ветвей и гра
ниц. Приведем алгоритм, состоящий из 9 шагов (в пунктирной рамке), поясняя выполне
ние каждого шага на примере.

;Т.' "По м э т р и ц е Ш ^  матрицу Wov  ‘Для этого из каждой стрбкй’ мэт-
! рицы Wo вычтем минимальный элемент этой строки, а затем йз каждого столбца по- 
! лученной матрицы вычтем минимальный элемент этого столбца. В приведенной 
; матрице в каждой ее строке и каждом ее столбце должен быть хотя бы один зле-
;__ ент, jo а вны й_ нулюл Пол агае t=QJriepeM енная ну_м ejoay ию w а урй .......

Ш аг1 в нашем примере:
1 2 3 4 5 6 7 Выпишем для каждой строки ее минимальный элемент:

1 00 1 1 1 3 1 9
2 11 ОО5 5 11 6 17
3 13 7 00 7 10 7 16

Wo=4 '12 5 5 00 10 5 16
5 4 3 3 3 оо 3 9
6 13 7 5 6 14 00 20
7 0 0 0 0 0 0 ОО

1 - минимальный элемент 1-й строки; 
5 - минимальный элемент 2-й строки; 
7 - минимальный элемент 3-й строки; 
5 - минимальный элемент 4-й строки; 
3 - минимальный элемент 5-й строки; 
5 - минимальный элемент 6-й строки.

Если минимальным элементом строки (столбца) является ноль, то его вычитание не из
менит строку (столбец). Поэтому будем выписывать только ненулевые минимальные 
элементы. Вычитая из каждой строки ее минимальный элемент, из Wo получим преобра
зованную матрицу:

1 2 3 4 5 6 7
1 00 0 0 0 2 0 8 ‘
2 6 00 0 0 6 1 12.
3 6 0 да 0 3 0 9
4 7 0 0 00 5 0 11
5 1 0 0 0 со 0 6
6 8 2 0 1 9 да15
7 0 0 0 0 0 0 00

6

Далее выпишем для каждого столбца его 
минимальный элемент. При этом имеет 1 
смысл рассматривать только те столбцы, 2 
которые не содержат нулевых элементов, 3 
У нас таким является последний столбец. Wo ~ 4 
Вычитая из последнего столбца его мини- 5 
мальный элемент (6), получим приведен- 6 
ную матрицу Wo' (записана справа). 7

1 2 3 4 5 6 7  
«  0 0 0 2 0 2'
6 00 0 0 6 1 6
6 0 оо 0 3 О 3
7 О 0 ® 5  0 5 
1 О 0 0 оо О О
8 2 0 1 9 оо 9 
О О О О О О 00

2. Сумма всех вычтенных чисел даст нижнюю оценку Со общего времени обработки де
талей на пинии. В процессе решения задачи эта величина может только увеличиться 
или остаться прежней.

Шаг 2 в нашем примере: Со = 1 + 5 + 7 * 5 + 3 + 5  ■+ . 6 . =32,
......................................... .........T?j.4To_B_bWM_no_CTgoicaM __ _ _ _то, что вычли по столбцам
3, Если размерностьприведённой магоииы'№* равна 2-м' то работа алгоритма закан-] 

чивается. Записываем найденный цикл: в последовательность обработки деталей,j 
полученную на предыдущих шагах, добавляем еще 2 недостающих перехода, соот-j 
ветствующих нулевым элементам матрицы W*. Затем исключаем из цикла фишв-1 
ную деталь. Цикл при этом окажется разорванным, и вместо него мы получим иско-1 
мую последовательность горячей обработки деталей за минимальное время, равное! 
величине Ct. Последовательность начнется с той детали, которая следует непосред-! 
ственно за фиктивной, и закончится той деталью, которая предшествовала фиктив-;
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i ной детали в цикле. Порядок обработки деталей внутри последовательности будет]
: таким же, как и в разорванном цикле, Далее, с учетом найденного порядка обработки,:
! строим компактное расписание обработки деталей. При этом по матрице Wo можно ! 
I определять время %  которое проходит от начала обработки детали / до начала об- j 
| работки следующей за ней детали у на первом станке. Длина такого компактного рас- j 
j писания должна равняться Ci - минимальному времени, за которое можно обработать; 
| всю партию деталей на линии горячей обработки. |
! Если размерность приведенной матрицы Wt* больше 2-х, то в W * для каждого нуля j
| подсчитаем его степень. Степень нуля равна сумме минимального элемента строки, j
: в которой находится ноль, и минимального элемента столбца, в котором находится j
; ноль. При выборе минимального элемента сам нулевой элемент, для которого вы- j
i числяется степень, не учитывается. ВЫЧИСЛЯТЬ СТЕПЕНИ НУЛЕЙ МОЖНО ТОЛЬ-! 
L. „ К О  В ПРИВЕДЕННЫХ МАТРЩ АХ! _ _  ____ ______________________________________i

Шаг 3 в нашем примере. Размерность Wo* больше двух, поэтому вычисляем сте
пени нулей.
1 2 3 4 ^ 6 7  Поясним на примерах, каким образом вычисляются степени нулей.

2
3

Wo*= 4
5

6

00 ООО» 0° 2 0° 2 
6оо0°0°<| 1 6
6 0°oo0°:i0°3
7 №00® Si О» 5
1 O 'W o iC W
8 2 О1 1 § ю  9 

&00

Степень нуля, стоящего в б-й строке и 3-м столбце, равна 1+0=1,т.к. 
минимальным элементом 6й строки (кроме рассматриваемого нуля) 
является 1, а минимальным элементом Зго столбца (кроме рассма
триваемого нуля) является 0 (любой из оставшихся в этом столбце), 
Степень нуля, находящегося в 1й строке и 2м столбце равна 0+0=0, 
т.к., кроме рассматриваемого нуля, и в 1-й строке, и во 2-м столбце 
есть еще нулевые элементы, минимальные в этих строке и столбце.

|4." ’ Выбираем ноль"с наибольшейсТе’пёныо""Если таких нулей""не’сколько7выбйр"аем"лю- 
; бой из них. Пусть выбранный ноль находится в строке / и столбце у. Тогда множество 
i всех решений разбивается на два непересекающихся подмножества: в одном сразу 
| после обработки детали / следует обработка детали у (/Vу), а в другом такая после- 
I довательность обработки запрещена {/-Ау).

Щ а О ’в "нашем" примере: "из" нёсгальких' "нулей" с одинаковой’ Ш болш ю й  'стёпе- 
нью, равной двум, выберем ноль на пересечении 7-й строки и 5-го столбца. Зна- 
чит, множество всех решений разобьется на два непересекающихся подмножест
ва: первое содержит переход 7~>5, а второе запрещает этот переход: 7-А5.

Б" "Д ляслучая^ /строим  из "приведённой- матрицы Wt*" новую матрицу ’№(Гслёдующйм
1 образом: в приведенной матрице W* удаляем строку i и столбец у. При этом в новой : 
j матрице Wn нужно запретить переход, образующий цикл, в котором не все детали i 
! участвуют (для этого соответствующий элемент матрицы следует заменить знаком j 
| оо). Возможные ситуации: j
i • Вновь добавляемый переход I у не имеет общих точек с переходами, добавлен- \ 
\ ными ранее (на предыдущих шагах). Тогда (для исключения цикла) элемент, стоя -!
! щий в строке/ и столбце/, заменяем знаком со. !
j » Вновь добавляемый переход / -» у имеет общие вершины с переходами, добавлен- j 
] ными ранее. Тогда соединяем переход с уже существующими, переходами по общим | 
| вершинам - либотак: иэ|\..~+/| и [/~|]/]пощтам| :Б -4 1 / -Й М ;о |д Ё я ^ 1̂ ) /); 1

............................. .......................... ...........— ....................- j



либо так: из |г->. и i-> j получаем i-s>j (соединяем по/);
либо так: и з Ь * ,/ | , /'■■■-*/1 и t± L получим / \ ,, -> i->  j  ../' i (соединив по / и /).
Для исключения цикла делаем запрет по концам цепочки, в которую добавили пере
ход i-+ j, в направлении, противоположном стрелкам. Укажем для трех случаев, рас
смотренных выше, какой элемент матрицы заменяется знаком да: 
для цепочки вида j  \ заменяем знаком да элемент, стоящий в строке / и
столбце';’; ____

г ’ заменяем знаком да элемент, стоящий в строке Г идля цепочки вида К »  / 
столбце /;
для цепочки вида } заменяем знаком да элемент, стоящий в строке /
и столбце/.

Для случая \4>] строим из приведенной матрицы W * новую матрицу Ws следующим 
образом: в приведенной матрице W  запрещаем переход из / в /, для этого эле- * I

Woi=

7-*5 В нашем примере выполняем шаги 5 и 7-6-5
1 2  3 4 6 7 6 алгоритма: ■1 2 3 4 5 6 7
да 0 0 0 0 2 Шаг 5. В матрице Wm, полученной из 1 даО 0 0 2 0 2 ’
6 да 0 0 1 6 Wo* вычеркиванием 7-й строки и 5-го 2 6 да 0 0 6 1 6
6 0 со 0 0 3 столбца, запрещаем знакомц» пере- 3 6 0 оо 0 3 0 3
7 О Д оо 0 5 ход из 7-£> в Wo2=4 7 0 О да5  0 5
1 0 0 
8 2 0 
1

0 Оо#
1 оо 9

противоположном направлении, чтобы 
не дать возможности в дальнейшем 
образоваться циклу, который не со-

5
6

1 0 0 0 да 0 0
8 2 0 1 9 со 9

2 держит обозначения всех 7 деталей). 7 0 0 0 0 да Ою

г / '
Шаг 6, В матрице W02, полученной переписыванием Wo*, запрещаем знаком об пере-
ЛСД У? I Д  5 [т.ю£ассма когда переход и_з 7_в б запрацен/............

;7. По матрице Wh строим соответстёующую ей приведенную матрицу W ir (см. шаг 1 ап-\ 
I горитма). Сумму всех вычтенных чисел добавляем к предыдущей оценке Ci. Получим i 
! оценку Си, которая показывает нижнюю оценку общего времени обработки деталей в ; 
; случае, если после детали/обрабатывается деталь/. !
:8. По матрице W eстроим соответствующую ей приведенную матрицу Щг* (см. шаг 1 ал-j 
i горитма), Сумму всех вычтенных чисел добавляем к предыдущей оценке Ct, Получим:
I оценку Се , которая показывает нижнюю оценку общего времени обработки деталей в j 
j случае, если после детали /не обрабатывается деталь/. I
!9, Рассматриваем оценки Cti, С 12, а при t>1 -  также и те оценки, которые были получены j 
> на предыдущих шагах, но к данному моменту еще не выбирались. Из всех этих оце-j 
; нок выбираем наименьшую. Далее будем работать с матрицей, по которой получена j 
| эта наименьшая оценка (т.к, как нас интересует минимальное время обработки). Если ] 
] имеется несколько одинаковых наименьших оценок, то из них выбираем ту, которая; 
I соответствует матрице, имеющей меньшую размерность. Выбранную матрицу обо-; 
i значаем Ww*. Соответствующую ей оценку обозначаем С и . Полагаем t := t+1 (увели-j 
i чиваем t на единицу) и переходим к шагу 3 алгоритма. j
‘ is ’  ........  ....................... ...........................  ..................



Выполним шаги 7, 8 и 9 алгоритма в нашем примере.
Из матриц Woi и W02 требуется получить соответствующие им приведенные.

Шаг 7. Матрица Woi содержит нули в каждой из строк, но в столбцах с номерами 1 и 7 
нет нулевых элементов, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу Woi\ необ
ходимо вычесть из столбца с номером 1 его минимальный элемент, равный 1, а из 
столбца с номером 7 -  его минимальный элемент, равный 2. Сумму всех вычтенных 
чисел (1+2) добавим к предыдущей оценке Со, равной 32. Получим оценку 
Goi=32+1+2~35, которая показывает нижнюю оценку общего времени обработки всех
деталей в случае, если сразу же после детали с номером 7 будет обрабатываться 
деталь с номером 5 (7—̂ 5).
Шаг 8. Матрица W02 содержит нули в кахздой из строк, но в столбце с номером 5 нет 
нулевого элемента, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу W02*, необходимо 
вычесть из столбца с номером 5 его минимальный элемент, равный 2. Вычтенное 
число (2) добавим к предыдущей оценке Со, равной 32. Получим оценку Со2=32+2=34, 
которая показывает нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей в слу
чае, если запретить обработку детали е номером 5 непосредственно после детали с 
номером 7 (7-^6).

7->5 Чтобы отобразить процесс разбиения 7-/>5
1 2 3 4 6 7 множества всех решений на лодмно- 1 2 3 4 5 6 7

1 оо 0 0 0 0 0 жества, будем строить дерево реше- 1 оо 0 0 0 0 0 2
2 5 оо 0 0 1 4 ний, указывая в каждой вершине разре- 2 6 00 0 0 4 1 6
3 5 0 оо 0 0 1 шенный или запрещенный переход и 3 6 0 оо 0 1 0 3

Woi*=4 6 0 0 оо 0 3 соответствующую ему нижнюю оценку
Wo2*= 4 7 0 ОооЗ 0 5

5 ■0 0 0 0 0 оо
времени. / ® \

5 1 0 0 ОооО 0
6 7 2 0 1 оо 7

W o 2

и) п -Щ 6 8 2 0 1 7 ос 9
V35J  4 34 / 7 0 0 U 0 оо U оо

Шаг 9. Из двух оценок Coi-35 и Соз=34 выбираем меньшую (т.к. нас интересует ми
нимальное время обработки всех деталей). Это оценка Сог=34. Далее будем рабо
тать с матрицей, для которой получена эта оценка, т.е. с матрицей W02*. Эту матрицу 
обозначаем W11. Оценку С02 обозначим как Ci, т.е, Ci=34. t := 0+1=1. Возвращаемся к 
шагу 3 алгоритма.

Ш агЗ. Размерность матрицы Wi* больше двух, поэтому вы»
1
2
3

W7=4

1 2 3 4 5 6 7 
со да 00 00 01 0 0 1!
6оо0°0<>4 1 О
6 0°ю0° 1 0° 3
7 00 0° со 3 0°$ 

-1-OOQOQOoo
8 2 ОМ  7 «5 
О10° 0° 0° оо 0°

числяем степени нулей этой матрицы,
Шаг 4. Выбираем ноль с  наибольшей степенью.
Единственный нулевой элемент с максимальной степенью, 
равной 2, находится в 5-й строке и 7-м столбце. Значит, мно
жество всех решений разобьется на два непересекающихся 
подмножества: первое содержит переход 5-»7 (при условии, 
что переход из 7 в 5 запрещен), а второе запрещает переход:
5-А7 (при таком же условии: 7-/»5),
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1
2

74*5,5~*7 
1 2 3 4 5 6

Выполним далее для нашего примера 
шаги 5 и 6 алгоритма, т.е. по матрице W4 
найдем матрицы W11 (для 5-*7) и W 12 1

У 26 оо 0 0 4 1
(для 5-4*7).
Шаг 5. В матоиие Wn. котооая получена 
из Wi* вычеркиванием 5-й строки и 7-го3 6 0 оо 0 1 0 3

Wn=4 7 0 0 оо 3 0 столбца, знакшро переход из 7 в 5 (по Wi2=4
6 8 2 0 1 7 оо кшц.ам-ду1ТГ5” >7 в противоположном 5
7 о о о о  о к т направлении) должен быть запрещен. В 6

7-й строке и 5-м столбце Wh уже стоит 
со, так что это требование выполнено. 7

7-А5, 5 -b l 
1 2 3 4 5 6 7  

' « . О О О О О 2 ’

6 00 О 0 4 1 6
6 0 оо 0 1 0 3
7 0 Оооб 0 5
1 О 0 0 оо 0 да
8 2 0 1 7 J b
О 0 0 0 COjO 00

Шаг 6. В матрице W 12, полученной переписыванием w r, запрещаем знаком об пере
ход из 5 в 7 (т.к. рассматривается ситуация, когда переход из 5 в 7 запрещен), 
Выполним далее для нашего примера шаги 7, 8 и 9 алгоритма, т.е. найдем приве
денные матрицы для W11 и W 12, а также уточним оценку C i для каждой из них.
Шаг 7. Матрица W 11 содержит нули в каждой из строк и в каждом из столбцов, поэто
му она совпадает с соответствующей ей приведенной матрицей Wn‘ (ничего вычи
тать не нужно). Поэтому предыдущую оценку Ci, равную 34, «увеличиваем» на О 
единиц. Получим оценку Си =34+0=34, которая показывает нижнюю оценку общего 
времени обработки всех деталей в случае, если сразу же после детали с номером 5 
будет обрабатываться деталь с номером 7 (5—>7), при условии, что 7-4*5.
Шаг 8. Матрица W12 содержит нули в каждой из строк, но в столбце с номером 7 нет 
нулевого элемента, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу W12', необходимо 
вычесть из столбца с номером 7 его минимальный элемент, равный 2. Вычтенное 
число (2) добавим к предыдущей оценке Ci, равной 34. Получим оценку Ci2=34+2=36. 
Она дает нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей в случае, если за
претить обработку детали D7 сразу после детали Dg (54*7), при условии, что 7 -М .

7-7*5,5-*7 ' 
1 2 3 4 5 6

Наращиваем дерево решений из вися
чей вершины с меньшей оценкой (Саг),

74*5, 54*7 
1 2 3 4 5 6 7

1 « 0 0 0 0 0 выбранной на предыдущем этапе. 1 00 0 0  0 0 0 o ’
2 6 00 0 0 4 1 На рисунке ^ 2 6 со 0 0 4 1 4
3 6 0 со 0 1 0 эта вершина ш 3 6 0 оо 0 1 0 1

W11 -  4 7 0 0 со 3 0 закрашена. °) .?'■ ' Wi2*= 4 7 0 ОсоЗ  0 3
6 8 2 0 1 7 оо 5 1 0 0 0 со 0 со
7 0 0 0 0 со 0 6

7
8 2 0 1 7-оо 7 
0 0 0 0 со 0 со

Шаг $. Из оценок C i 1=34 и Ci2=36, а также СоМ б  (заметим, что рассматриваемые 
оценки соответствуют висячим вершинам дерева, из которых не построены ветви) 
выбираем наименьшую. Это оценка Сн=34, Далее будем работать с матрицей, для 
которой получена эта оценка, т.е. с матрицей WiT. Эту матрицу обозначаем W ,  
Оценку Си обозначим как Сг, т.е, Сг=34. t := 1+1=2. Переходим к шагу 3 алгоритма.

20



W2*=3
4
61
7

1 2 3 4 5 6
со0°0°0° О10° 
3 оо 0е0° 4 1 
ЗООосОМ 0° 
7 0° 0° оо 3 0° 
3 2 ОМ 7 оо 
$!

Шаг 3. Размерность матрицы W2'  больше двух, поэтому вычисля-
ем степени нулей этой матрицы.
Шаг 4. Выбираем ноль с наибольшей степенью. Единственный 
ноль с максимальной степенью, равной 6, находится в 7-й строке 
и 1-м столбце. Тогда множество всех решений разобьется на два 
непересекающихся подмножества: первое содержит переход 
7~И (при этом 74>5 и 5-»7), а второе запрещает этот переход: 
7~/П (при тех же условиях: 74>5 и 5-*7).

Выполним далее для нашего примера шаги 5 и 6 алгоритма, т.е, по матрице W  
найдем матрицы Щ  {для 7-*1) и Ш  (для 7-М ),

Шаг 5, В матрице W2t, которая получена из|
W2* вычеркиванием 7-й строки и 1-го столб-

7^>5,5—>7—>1

W 21:

74>5,5—>7, 7-/»1 
1 2 3 4 5 6

' о 0 0 оо 0 ‘ 
«>0 0 4-1
0 оо 0 1 0

ца, запрещаем переход из 1 в 5: т.к. добав
ляемый переход 7->1 имеет общую верши 1 00 0 0 0 0 0

6 00 0 0 4 1
6 0 00 0 1 0

ну 7 с переходом 5^-7, добавленным ранее, 
то, соединив их по этой общей вершине, по

2
W22=3

0 0 оо 3 0 лучим цепочку 5^ -7 -И , по концам которой 4 7 0 0 00 3 0
2 0 1 7 а , из 1 в 5 запрещаем переход, чтобы не обра 6 8 2 0 1 7 00

1 зовался цикл, содержащий не все детали. 7 00 0 0 0 00 0 . .

Шаг 6. В матрице полученной переписыванием W ,  запрещаем переход из 7 в 1. 
Выполним далее для нашего примера шаги 7, 8 и 9 алгоритма, т.е, найдем приве
денные матрицы для W21 и W22, а также уточним оценку Сз,для каждой из них.
Шаг 7. Матрица W21 содержит нули в каждой строке, но в столбце номер 5 нет нулей, 
поэтому, чтобы получить приведенную матрицу Wzi\ вычитаем из столбца с номером 
5 его минимальный элемент. Вычтенное число (1) добавим,к предыдущей оценке С2, 
равной 34. Получим оценку 021=34+1=35 -  нижнюю оценку общего времени обработ
ки всех деталей, если сразу после D7 обрабатывать Di (7—>1), при этом 7-7>5 и 5-н7. 
Шаг В. Матрица VV22 содержит нули в каждой из строк, но в столбце с номером 1 нет 
нулей, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу W22*, надо вычесть из столбца 
номер 1 его минимальный элемент, равный 6, Вычтенное число (6) добавим к пре
дыдущей оценке Сг, равной 34, Получим оценку 022=34+6=40. Она дает ;нижнюю 
оценку общего времени обработки всех деталей в случае, если запретить обработку 
детали Di непосредственно после детали О? (7-/И), при условии, что 74>5 и 5->7.

2:

W21- 3 
4 
6

2 3 4 5 6 1
О 0 0 со О
ооО 0 3 1
О 00 о о о
О 0оо2 О 
2 0 1 6 оо

Наращиваем дерево 
решений из висячей 
вершины с меньшей 
оценкой (С11), W01 
выбранной на. (1 
предыдущем
этапе, Wn£ht7

W21/^4 2}

1 
2

Ш ~  3

7-Ь5, 5—>7, 7 Ы  
1 2 3 4 5 6

со О О О О О
О go 0 0 4 1
0 0 оо 0 1 о
1 О 0 оо 3 о
2 2 0 1 7 оо 
оо О О 0 оо О
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Шаг 9. Из оценок Coi=35, Сг1=35, Сг2=40, Ci2=36, соответствующих висячим верши
нам дерева, выбираем наименьшую. Наименьшей является любая из оценок Сг?=35 
или Coi=35. Из них выбираем ту, которая соответствует матрице меньшей размерно
сти, Оценке Coi=35 соответствует матрица Wot' размерности 7x7. Оценке Сг1=35 со
ответствует матрица W21' размерности 5x5, (Заметим, что чем ниже ярус дерева, на 
котором находится оценка, тем меньше размерность матрицы, соответствующей 
этой оценке.) Выбираем оценку Сл=35, Далее будем работать с матрицей, для кото
рой получена эта оценка, т,е, с матрицей Щ {. Эту матрицу обозначаем W .  Оценку 
С21 обозначим как Сз, т.е. Сз=35. t := 2+1=3, Переходим к шагу 3 алгоритма,

2 3 4 5 6  Шаг 3. Размерность W3* больше двух, поэтому ищем степени нулей,
1 Го° 0° 0° о 0°1 Шаг 4. Единственный нулевой элемент с максимальной степенью,
2 сю 0° 0° } 1 равной 2, находится в 3-й строке и 5-м столбце. Значит, множество 

ffl-o o P w e8- всех Решен11й разобьется на два нелересекающихся подмножества:
первое содержит переход 3 -М  (при условии, что 7 - М  и 5-х7-^-1)( 
а второе запрещает этот переход: 3 -М  (при тех же условиях),

0° 0° оо 
2 01 1

0° 
Э со

Выполним далее для нашего примера шаги 5 и б алгоритма, т,е. по матрице W3* 
найдем матрицы W31 (для 3 -М ) и W32 (для 3-М ). ______________

2 3 4 6

Шаг 5. В матоице Wm . котооая получена из Ws* 
вычеркиванием 3-й строки и 5-го столбца, зна-

7 -М , 5 -» 7 -И , З-й- 
2 3 4 5 6

1 О 8 0 о жом да запрещаем переход из 1 в 3. Т.к. добав- 1 0 0 0 00 0

W3p 2 со 0 0 1 ляемый переход 3 -М  имеет общую вершину 5 с 2 ОО 0 0 3 1

4 0  0  со 0 цепочкой 5—>7—>1, полученной ранее, то, со- W32=3 0  00 0 00 0

6 2  0 1 оо единив их по этой общей вершине, получим це- 4 0  0 « з 2  0
почку 3—>5—>7—>1, по концам которой из 1 в 3 
запрещаем переход, чтобы не образовался 
цикл, содержащий не все детали.

6 2 0  1 6 оо 

2

Шаг 6, В матрице W32, полученной переписыванием W3 , запрещаем переход из 3 в 5, 
Выполним далее для нашего примера шаги 7, 8  и 9 алгоритма, т.е. найдем приве
денные матрицы для W31 и W32, а также уточним оценку Сз для каждой из них.
Шаг 7. Матрица W31 содержит нули в каждой из строк и в каждом из столбцов, поэто
му совпадает со своей приведенной матрицей W31'. Соответствующая этой матрице 
оценка Си совпадает с предыдущей оценкой Сз, равной 35, и дает нижнюю оценку 
общего времени обработки всех деталей в случае, если сразу же после детали с  но
мером 3 будет обрабатываться деталь с номером 5 (3-М ), при условии, что 7 -М  и
5-»7—>1.
Шаг 8. Матрица W32 содержит нули в каждой из строк, но в столбце с номером 5 нет 
нулевого элемента, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу Щ 2 , необходимо 
вычесть из столбца с номером 5 его минимальный элемент, равный 2. Вычтенное 
число (2) добавим к предыдущей оценке Сз, равной 35. Получим оценку Сз2=35+2=3 7 , 
которая показывает нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей в слу
чае, если запретить обработку детали с номером 5 непосредственно после детали с 
номером 3 (3-М), при условии, что 7 -М  и 5 -> 7 -И .
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Приведенные матрицы \Л/зГ и W32* будут иметь вид, показанный ниже.
7-А5 ,3—>5-—>7—̂ 1 

2 3 4 6
1

Ш *  2 
А 
6

О со О О 
оо 0 0 1 
О 0 оо О 
2 0 1 со

Наращиваем дерево 
решений из 
висячей 
вершины с 
меньшей 
оценкой (С21), 
выбранной на 
предыдущем 
этапе W31M

7-7*5,5-»7—*1, 3-7*5 
2 3 4 5 6 

1F0 0 Оо о О ’
2 оо О 0 1 1 

W32*" 3 0 оо 0 оо О 
4 О 0 оо О О 
6 2 0 1 4 оо

Шаг 9, Из оценок Cdi=35, Сз1=35, Сзг-37, Сг2=40, Ci?=36, соответствующих висячим 
вершинам дерева, выбираем наименьшую. Это оценка Cai=35 -  она наименьшая, как 
и Coi, но ей соответствует матрица меньшей размерности, чем у С01, Далее будем 
работать с матрицей W31’ , для которой получена эта оценка. Эту матрицу обозначаем 
W .  Оценку С31 обозначим как С4, т.е. С4=3 5 . t :=3+1=4, Переходим к шагу 3 алгоритма. 

2 (3 4 6  Шаг 3, Размерность W  больше двух, поэтому ищем степени нулей.
Шаг 4, Ноль с максимальной степенью, равной 1, есть в 6 -й строке и 
3-м столбце. Тогда мн-во всех решений разобьется на два непересе- 
кающихся подмножества: 1-е содержит переход 6->3 (при этом 7-7*5 и 
3-*5~»7->1), 2-е при тех же условиях запрещает этот переход: 6 -АЗ.

W4 -  4

Выполним далее для нашего примера шаги 5 и 6  алгоритма, т,е. по матрице W4’
найдем матри!. ы W41 (для 6-*3} и W42 (для 6-АЗ),

7-А5, Шаг 5. В матрице которая получена из W / 7 -7*5,3—*5—*7—*1,
6~*3—*5—*7—*1 вычеркиванием 6-й строки и 3-го столбца, запре- 6-АЗ

2 4 6 щаем переход из 1 в 6. Т х  добавляемый переход 2 3 4 6
1 0 0 00 6-*3 имеет общую вершину 3 с цепочкой 1 Q оо 0 0

W4i= 2 00 0 1 3-*5~*7~»1, полученной ранее, то, соединив их 2 оо 0 0 1
4 0 СО 0 J по вершине 3, получим цепочку 6-*3-»5-*7^ 1; W*2= 4 0 0 оо 0

по концам ее из 1 в 6 запрещаем переход, чтобы 6 2 00 1 оо 1
не получить цикл, не содержащий все детали. , 4

Шаг S, В матрице W42, полученной переписыванием W7, запрещаем переход из 6 в 3, 
Выполним далее для нашего примера шаги 7, 8  и 9 алгоритма, т.е. найдем приве
денные матрицы для W4i и W42, а также уточним оценку С4 для каждой из них.
Шаг 7, Матрица W41 содержит нули в каждой строке и в каждом столбце, поэтому 
совладает со своей приведенной матрицей W41*. Соответствующая этой матрице 
оценка С41 совпадает с предыдущей оценкой С 4, равной 35, и дает нижнюю оценку 
общего времени обработки всех деталей, если сразу же после детали 6  будет обра
батываться деталь 3 (6 —>3), учитывая, что 3-*5~>7-*1,7-7*5,
Шаг 8. Матрица W42 содержит нули в каждом из столбцов, но в строке с номером 6 
нет нулевого элемента, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу W42*. необхо
димо вычесть из строки с номером 6 ее минимальный элемент, равный 1. Вычтенное 
число (1) добавим к предыдущей оценке 04, равной 35. Получим оценку 0*2=35+1=36, 
которая показывает нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей в слу-

23



чае, если запретить обработку детали с номером 3 непосредственно после детали с 
номером б (6-/>3), при условии, что 7М 5 и 3 -» 5 -М -М .

7М5,
6 -* 3 -» 5 -М -М  

2 4 6

W41*-
0  0  00 

со 0 1 

О со О

Наращиваем дерево 
решений из висячей 
вершины с меньшей 
оценкой (СэО, 
выбранной
на предыдущем этапе.

7-&5, 3—М - М - М ,  
6 - & 3  

2 3 4 6_
О оо О О 

о о  0  0  1

0 0 со О

1 00 О со

Шаг 9. Из оценок Coi=35, C41=35, 042=36, Сзг=37, C22MQ, Ci2=36 выбираем наи
меньшую. Это оценка С41=35 (соответствующая матрице размерности 3x3, меньшей, 
чем размерность матрицы, соответствующей оценке См). Далее будем работать с 
матрицей, для которой получена эта оценка, т.е. с матрицей Ее обозначаем VVV. 
Оценку С41 обозначим как С$, т.е. Сб=35. t := 4+1=5, Переходим к шагу 3 алгоритма,

: 2 4 6  Ш агЗ. Размерность W5*больше двух, поэтому ищем степени нулей.
Шаг 4. Из двух нулевых элементов с максимальной степенью, равной 1, 
выберем любой - например, тот, который находится во 2-й строке и 4-м 
столбце. Значит, множество всех решений разобьется на два непересе- 
кающихся подмножества: первое содержит переход 2 -М  (при условии, 
что 7-/>5 и в—>3—>5—>7—>1), а второе запрещает этот переход: 2 -М  
(при тех же условиях: 7 -М  и 6-»3~»5-»7^1).

Выполним шаги 5 и 6, т.е. по W 54 найдем матрицы W51 (для 2 -М ) и W52 (для 2-/>4),
7-^5,2 -М , 

6—>3—̂ 5—>7 —> 1 
2 6

W&1= 1 J" 0 со
СО О

Шаг 5, В матрице W51, полученной из W&* вычер
киванием -2-й строки и 4-го столбца, запрещаем пе
реход из 4 в 2. Т.к. добавляемый переход 2 -М  не 
имеет общих вершин с полученной ранее цепочкой 
6—>3—>5—>7—>1, то запрещаем переход по концам 
вновь добавляемой дуги 2 -М  в противоположном 
направлении, из 4 в 2.

7 М 5 , 2 - М ,  

6—>3—>б—>7—>1 

2 4 6

1Г о о со
W52=: 2 00 СО 1 

41 0 со О

Шаг 6. В матрице W52, полученной переписыванием Ws’ , запрещаем переход из 2 в 4. 
Выполним далее для нашего примера шаги 7, 8 и 9 алгоритма, т.е. найдем приве
денные матрицы для W51 и W52, и уточним оценку С5 для каждой из этих матриц.
Шаг 7, Матрица W51 содержит нули в каждой строке и в каждом столбце, поэтому 
совпадает со своей приведенной матрицей W 51*. Соответствующая этой матрице 
оценка Ся совпадает с предыдущей оценкой Се, равной 35, и показывает общее вре
мя обработки всех деталей, если сразу же после детали номер 2 будет обрабаты
ваться деталь номер 4 (2-М ), при этом 7М 5 и 6—>3—>5—>7—>1.
Шаг 8. Матрица W52 содержит нули в каждом из столбцов, но в строке с номером 2 
нет нулевого элемента, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу W52*, необхо-
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димо вычесть из'строки с номером 2 ее минимальный элемент, равный 1. Получим 
оценку 052=35+1=36, которая показывает нижнюю оценку общего времени обработки 
всех деталей в случае, если запретить обработку детали с номером 4 непосредст
венно после детали с номером 2 {2-1>А), при том, что 7-/>5 и 6 -*3 -»5 -»7нИ , 

Приведенные матрицы W51* и W521 будут иметь вид:
2—>4? Наращиваем дерево

6-» з ^ 5 -» 7 -> 1  эешений из висячей Wm

Ws1*=

2 6
О 00

со О

вершины с меньшей 
оценкой {С41), выбранной 
на предыдущем этапе.

6-»3-»5—>7-И, 
2-1>4 

2 4 6 .
О 0 оо 
оо оо О
О 00 О

W52*=2 
4

(Щ Л

Шаг 9. Из оценок Coi=35, Сб1=35, U2=36, U2=36, Сзг=37, 022=40, Ci2=36 выбираем наи
меньшую. Это оценка 051=35 (т.к. ей соответствует матрица размерности меньшей, чем 
у С01). Далее будем работать с матрицей, для которой получена эта оценка, т.е. с мат
рицей W51*. Ее обозначаем We". Оценку С51 обозначим как Се, т.е. Cs=35. t := 5+1=6. Пе
реходим к шагу 3 алгоритма.
Шаг 3. Размерность Ws* равна двум. На этом работа алгоритма завершена.

2—>4,6—5>-3—>5—Я  —>1 
2 6

Ws*=
О
оо

По матрице W6* видно, что в ней разрешены как раз те переходы, которых не хватает 
для получения из цепочек 2—>4 и б-»3->5--»7->1 полного цикла: 1->2 и 4-~>6. Т.к. в 
этой матрице нулевые элементы имеют одинаковую степень, равную 0, то выбираем 
любой из них, например, стоящий в 4-й строке и 6-м столбце. При добавлении перехода 
4-ИЗ к построенным ранее цепочкам 2-»4 и 6-»3~»5~»7--И получим следующий ре
зультат: 2 -й -»6~ »3-»5-> 7-»1. После вычеркивания 4-й строки и 6-го столбца в мат
рице останется единственный элемент (в 1-й строке и 2-м столбце). Здесь не требуется 
делать запрет знаком °о по концам полученной цепочки, т.к. к этому моменту все 7 дета
лей участвуют в образовании цепочки ровно по одному разу. Таким образом, добавляем 
недостающий переход (1—>2) и получаем цикл, в котором участвуют все детали:

2н>4—>6->3->5—>7—У\,

При этом полное минимальное время обработки этих деталей в указанном порядке со
ставляет Cs=35 единиц. Проверим это, используя исходную матрицу Wo. Каждому пере
ходу /-»/ в найденном цикле поставлено в соответствие число -  элемент wh матрицы Wo.
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Найдем сумму этих чисел: 5 + 5 + 5 + 10 + 9 + 0 + 1 = 3 5 -  проверка подтвердила, что 
общее время обработки получено правильно.
Но в полученном цикле присутствует фиктивная 7-я деталь, Удалив ее из цикла вместе с 
стоящими непосредственно слева и справа от нее стрелками (цикл при этом разорвет
ся), получаем окончательно искомый порядок обработки заданный шести деталей за 
минимальное время, равное 35: ■ 2->4~->6-^3->5нХ-И,

Di-+D2-»D4-»D 6-*D 3-»D 6 -  найденный порядок обработки.
Построим компактное расписание, соот
ветствующее найденному оптимальному 
порядку обработки. Для этого обратимся к 
матрицам Р и Wo.

Di Ог Оз D4 Ds Об
Mi -Г 1 5 7 5 3 4
М2 1 5 4 3 2 6

Р = Мз 5 3 4 6 1 4
М4 L 2 4 1 2 3 6

По матрице Р определяем время обработки каждой детали на каждом станке.
По матрице Wo определяем время, которое проходит от начала обработки одной детали 
до начала обработки следующей за ней детали на первом станке. Имеем: wi2=1, wm=5, 
W4s=5, ш =5, W35=10. При построении такой диаграммы учитываем, что обработка дета
ли на очередном освободившемся станке начинается только после того, как ее обработ-

1 2 3 4 5 6 7

1 со 1 .1 1 3 1 9 '

2 11 00 5 5 11 6 17

3 13 7 00 7 10 7 16

W o=4 12 5 5 со 10 5 16

5 4 3 3 3 00 3 9

6 13 7 5 6 14 со 20
7 0 0 0 0 0 0 00

Время обработки по полученному расписанию действительно составляет 35 единиц. 
Примечание. Приведем пример того, как величины щ  рассчитываются по формуле:

wii = m*\YPu-±bU  = НайДем>например, w63 -  m a x (^ p s6-lsh<k[  ̂ ĝ | I 1<n<4 s3
s=1 S=1

Wb3= max( pie -  0, (pie+p2g) -  P13, (pie+pas+pse) -  (P13+P23), (р1б+р2е+рзз+р4б) -  (р1з+р2з+рзз))~
x ' 4----------- v"— ----------4--------------------- v-----------------'

h=1 h=2 h=3 h=4
= max( 4 - 0  ,( 4  + 6) -  7 , {4+ 6 + 4 ) - { 7  + 4) , (4+ 6 + 4 + 6)~{7 +4 +4)}= 
= max( 4 , 3  3 5 )~
= 5. Здесь h принимает значения от 1 до 4, где 4 -  количество станков в нашей задаче. 

Это же значение wsa = 5 можно получить, построив фрагмент диаграммы компактного
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2.2. Пример оформления решения задачи о составлении РГО
Примечание. В  данном Примере построение дерева решений показано поэтапно. В 
своей работе стройте  одно дерево решений, постепенно наращивая его.

Di D2D304d5D«
M i 1 5 7 5 3 4
Мг 1 5 4 3 2 6
Мз 5 3 4 6 1 4
М 4 2 4 1 2 3 6

Запишем матрицу величин щ, полученную по заданной матрице Р в Derive, добавим в 
нее 7-ю строку и 7-й столбец, а элементы главной диагонали заменим знаком ®:

1 2 3 4 5 6 7 Приведенная матрица Wo*: 1 2 3 4 5 6 7
1 ' со 1 1 1 3 1 9 ‘ 1 1 ' « О  0 0 2 0 2
2 11 oo 5 5 11 6 17 5 2 6 00 0 0 6 1 6
3 13 7 oo 7 10 7 16 7 3 6 ОооО 3 0 3

Wo=4 12 5 5 со 10 5 16 5 Wo*=4 7 0 Ооо5 0 8
5 4 3 3 3 oo 3 9 3 5 1 0 0 0 оо 0 0
6 13 7 5 6 14 oo 20 5 Строим корневую вершину 6 8 2 0 1 9 ® 9
7 0 0 0 0 0 0 oo ДврвВЗ, >асёрёч ы ш \ 7 0 0 0 0 0 Осо

Со=1+5+7+5+3+5+6=32
Находим степени нулей в Wo* и выбираем 0 с наибольшей степенью:

1 2 3 4 5 6 7

1
2 6 „о 0° О» 6 1
3

Wo*=4
5
6 
-7-

оо 0° 0° 0° 2 0° 2

6 0® 00 О®

7 0° 0°со 
1 0° 0° 0°

8 2 ОМ

о® з
О® 8 

0° О2 
со 9

Рассматриваем 2 случая -  7-»5 и 7-/>5, и строим очередной ярус дерева решений:

7-»5 7У»5
1 2 3 4 6 7 J  2 3 4 5 6 7

1 со 0 0 0 0 2 h  f  7 1 00 0 0 0 2 0 2
2 6 00 0 0 1 6 \34у 2 6 00 0 0 6 1 6
3 6 0 оо 0 0 3 3 6 0 со 0 3 0 3

Woi=4 7 0 0 00 0 8 Wo2=4 7 0 0 со 5 0 8
5 1 0 0 0 0 00 5 1 0 0 0 000 0
6 8 2 0 1 009 6 8 2 0 1 9 00 9

1 2 7 0 0 0 0 со 0 СО

Coi=32+1 +2=35 Сог=32+2=34
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Т.к. оценка для матрицы W02 наименьшая, переходим к приведенной матрице Woa’:
1 2 3 4 5 6 7

1"оо 00 О® 0° 0100 2
2 6 да 0° 0° 4 1 (>
3 6 0»да0° 1 00 3

W02’=4 7 0» 0° оо з о°4

6 8 2 0 4  7 д а !
7 01 0°0° О0даО»сз

Рассматриваем 2 случая -  5—>7 и 54>7. и строим очередной ярус дерева решений:

1
2
3

Wn=4
6
7

7^5,
,1 2 3 4 5 6
да О О О О О 
6 со О О 4 1
6 0 со 0 1 О
7 0 0 да 3 О
8 2 0 1 7 оо 
О О О 0 да О

7-W, 5 -М
1 2 3 4 5 6 7

1 да 0 0 0 0 0 2
2 6 со 0 0 4 1 6
3 6 0 со 0 1 0 3

Wi2=4 7 0 0 оо 3 0 8
5 1 0 0 0 СО 0 00
6 8 2 0 1 7 оо 9
7 0 0 0 0 да 0 со 

2
Ci 1=34+0=34 С12=34+2=36

Рассматриваем.^ случая
i  7 \  1

7->1 и 7 -М  , и строим очередной ярус дерева решений;

7 S 5 , 5—>-7—>1 шения 7-/>5, 5—> 7,7 - М

2 3 4 5 6 W m j W02 1 2 3 4  5 6

1 О О О 00 0 ( 7 - я 7 - т 1 со 0 0 0 0 0

■ 2 да 0 0 4 1 Ч 3 5 у *34, 2 6 да 0 0 4 1

W 21=3 0 да 0 1 0 Wii( W 22= 3 6 0 оо 0 1 0

4 У U да 3 0 W21/f^
4 3 5 ,

4 7 0 0 д а З  0

6 2 0 1 7 00
' г м

4 0 ,
\ N n

6 8 2 0 1 7 да

1 7 00 0 0 0 да 0

6
022=34+6=40
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Т х  оценки для матриц W01 и W21 наименьшие, но W21 имеет меньшую размерность, чем 
W01, то переходим к приведенной матрице W21*:

2 3 4 $ 6
1
2

W2l ‘=3
4
6

Рассматриваем 2 случая ■
i ------

7 -4 5 ,

2 3 4 6

00 оо оо Jo 00 
оо 00 00 j j  1
6 ~̂оо

1

Щ \ ~  2 

4 
6

0 оо 0 О 
о о  0  0  1

О 0 оо О 

2 0 1 ао

о°о°оо  :> о°

2 ОМ О оо
■ 3 -->5 и Z-k5, и строим очередной ярус дерева решений:

7-45, 5 -4 7 -И , 3-45 
2 3 4 5 6

1 [ 0  О 0 оо О

2 оо О О 3 1
УУз2= 3 0  00 О ОО О

4 О 0 аз 2 О
б [ 2  0 1 6 оо

2
Сз2=35+2=37Сз1=35+0=35

Оценки для WoiH W31 наименьшие, размерность Wat меньше, значит, переходим к W M
2 6 4 6 

lfO ° c o O °  О0"

2 оо 0° 0° 1 
W31” 4 0°jFao00 

6 '^ Ш И ~ о с г

6 >3 и 6-43, и строим очередной ярус дерева решений:Рассматриваем 2 случая ■ 

7 -45 ,6—>3—>5—>7—>1 Wqi . W02

W41=

7-45, 3—>5—>7—̂ 1, 
6^ -3  

2 3 4 6
00 Wii(1з->4 f Ъ4у1\ Wi?

■чЗ/ 1‘ 0 00 0 о‘
1 W21 2 00 0 0 1
0 3̂5, ,40/ W42=4 0 0 оо 0

\ W32 6 2 оо 1 оо
041=35+0=35 С42=35+1=36

Оценки для W01 и W41 наименьшие, размерность W41 меньше, значит, переходим к W41*:
2 4 6
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2->4 ц 2 -М , и строим очередной ярус дерева решений:

К данному моменту получено: 2—>4,6-»3~»5~»7-->1, Добавив 2 перехода, разрешенных 
в Wsr(1—>2 и 4~>6), получим цикл, содержащий все детали: 2-^4->6-х3^5-^7->1.

Удалив фиктивную деталь из цикла, получаем окончательно искомый пбрядок обработки:
2—»4-»6н>3—>5—й̂ ~̂ 1

Di-xD2->D4-»De^D3~>D5 -  порядок обработки.
Построим компактное расписание, соответствующее найденному оптимальному порядку

Di D2 Da D4 D5 Ds

P = l
Г11

5
L 2

6
4
б .

1 2 3 4 5 6 7
1 С О 1 1 1 3 1 9 ‘
2 11 0 0 5 5 11 6 17
3 13 7 0 0 7 10 7 16

Wo=4 12 5 5 0 0 10 5 16
5 4 3 3 3 оо 3 9
6 13 7 5 6 14 0 0 20
7

1--
---

---

О 0 0 0 0 0 с О

По матрице Р определяем время обработки каждой детали на каждом станке. 
По матрице Wo получаем: W12- I , W24=5, W4e=5, и/еяб, W35=10,

W24 W4S I W63 I W35 I W$7

.................... .............. . D2 _ J ^  D4 „ „  ..................... ............................ .
1 |2 |3 14 [5 |0 17 16 I 9 f 10Г1ТН2Щ]V*i 15 113117]'18119) 20 j21 j 22[2̂ 124 fi&t26 [2/1 26j 26 1301 31132133 j34135

Время обработки по полученному расписанию составляет 35 единиц. Задача решена.
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2.3. Реализация решения задачи составления 
расписания горячей обработки (РГО) в Excel 

Для решения задачи составления РГО в Excel будет реализована математическая мо
дель решения задачи коммивояжера:
Переменные задачи:
x(k,i ,k = %n,i*k, -  логическая переменная, определяющая наличие дуги (/, к) в цикле, 

т.е. равна 1, если дуга присутствует в цикле, или равна 0 в противном случае;
Uj, i - 2 , n ,  -  параметр связанности вершин в цикле.
иелевая функиш:

п п

/=Ц=1
î k

Ограничения задачи:

п __
2 > (АИ , /  = 1,п;
к=1 
i*k
п __

/и1±к
l ui - u k + { n - l ) ‘ Xjk < n - 2 ,  

1 2< i*k<n,

общая стоимость движения коммивояжера по циклу.

(ограничение 1)
все переменные равны нулю или единице; 

(ограничение 2)
из каждой вершины выходит только одна дуга; 

(ограничение 3}
в каждую вершину входит только одна дуга; 

(ограничение 4}
все циклы -  полные, т.е. состоят из п вершин.

Для решения задачи составления РГО необходимо подготовить данные и формулы в 
таблице Excel и, используя надстройку Поиск решения, получить решение.
1. Введем исходные данные (матрицу р, содержащую длительности обработки каждой 

детали каждым станком), предварительно транспонировав ее.
Di D2 D3 D4 D5 be 

Mi 1 5 7 5 3 4 I
М2 1 5 4 3 2 6

Р = Мз 5 3 4 6 1 4
М4 2 4 1 2 3 6 J

Ml Ш т М4
D1 I 1 5 г
D7 э 5 3 4

р=D3- 7 4 4 1
04 5 3 б 2
05 •3 2 1 3
О б 4 § 4 ё
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2 .

'3.

Введем матрицу Wt предварительно подученную в Derive.

i li i i i i l i l i i iIt -* A m ; t, К Л Т Й р*

. 1 2 3 4 5- 6 7
1 дао® 1 1 3. 3 i 9

2 г г 10GOTO 5 3 11 б 17
3 13 7 мода 7 10 7 Ш

W- 4 12 5 5 100ЕЖ 10 5 №

5 4 3 3 3 200000 3 S

б 13 7 5 ■ 'б м 10GG® 20'
7 О ■о 0 О 0 ■О даооо

а) на главной диагонали вместо знака оо необходимо поставить достаточно боль
шое, по сравнению с исходными данными, число (например, 100 000};
б) элементы последнего столбца (суммарное время обработки каждой детали) рас
считаем формулам:

в ячейку 112: =CyMM(C3;F3), которую тиражируем на диапазон И3:117

Определим диапазон для искомых значений -  матрицы X  -  (%), !,к -  2,...,п:

Признак того, обрабатыеается д е т а л ь  Di ср азу  же после д е т а л и  С Т  и л и  нет;

г 2 3 4 5 б 7 [

ш 1
*.. с!

!®gii: 2 ИШ.:--'
Г'" *

о!
!й 3 (*"■"

q|.i4h4'ii
р щ - У ,- 4 t l l l i l

Р"'"" Dj
5 И! l i lH i i  i Oj
б ■ S B
7 ' Щ П

..
Qj

щ Г
0 г----------*>

г~..........0F---------0г---- 0f  0Г о: |

Для этой матрицы должны выполняться требования, которые будем задавать в 
виде формул на рабочем листе и в виде ограничений в окне Поиск решения:
а) в силу ограничения 1 элемент xfk, i,k^ l,n , матрицы X  впоследствии окажется

равным либо единице (если сразу же за деталью Di обрабатывается деталь Die), ли
бо нулю (в противном случае);
б) все элементы главной диагонали матрицы X  должны равняться нулю, т.к. недо
пустима ситуация, когда после детали Di обрабатывается эта же деталь DL
е) формулы, представляющие собой суммы по строкам и суммы по столбцам мат
рицы X , позволят позже задать ограничения 2 и 3, а именно:

JL, —  -  после обработки детали Di должна обрабатываться в точности
2-tXik ~ ', s = ''n'’ одна из имеющихся деталей, за исключением детали Di (это ус- 
J25 левме равносильно тому, что сумма элементов в /-ой строке мат

рицы X  должна равняться единице); 
в ячейку J22: =СУММ(С22:122}, которую тиражируем на J23:J28
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7.

« —  -  перед обработкой детали Dk должна обрабатываться в точно
2^xik =X к -  1,п; сти 0дна т  имеющихся деталей, за исключением детали Dk (это 
1̂ 1 условие равносильно тому, что сумма элементов к-ого столбца

матрицы X  должна равняться единице); 
в ячейку С29; =СУММ(С22:С28), которую тиражируем на 029:129

п п
А, Введем формулу, задающую выражение для целевой функции

МЫ
\фк

т,е. определяющую общее время обработки всех деталей:

|  i |Об1цее8]5«̂ <й̂ бстк̂ 8(̂ аетаЛ1̂ ;___ 0;
;i _ jК о л и ч е с т в о  n ш ге* д ^ л е й £ в к л ю ч а а  ф и к ти в н ую ): j 7j

^^•С уш и всехэяеадентов главной дадтонвлиштрицы Ж . I Щ
Для этого вводим в ячейку J31: =СУММПРОИЗВ(С12:118;С22:128)

5, Укажем количество всех деталей, включая фиктивную, т.е. зададим размерность 
матрицы W {в нашем примере в ячейку J32: =7}>

6 . Введем формулу, вычисляющую сумму всех элементов главной диагонали матрицы 
X  (необходимо для ограничения, контролирующего равенство нулю всех элементов 
главной диагонали матрицы X):

в ячейку J33: =C22+D23+E24+F25+G26+H27+!28

Определим диапазон для параметров связанности -  чисел uh  i -  2, ,,.,п:
83S

Числа И- -  параметры связанности задачи:

ц;> u3 Iu4 у 5 иб 47
0 о( 0 С S

8 , Для каждой пары значений и<, т  зададим формулы для вычисления выражений 
иj ~ик - { n - l ) - x jk , которые используются в ограничениях 4:

H îliОграничения вида: щ  - «к 4ЦЫ)®%<гэд-2, щ е  I, к = 2 ...„ек
a2 *3.5 иб ц7

u 2 0 0 © 0 0 Ц

u3 О © 0 0 0 0

Ы 0 © В 0 © 0

U5 •о 0 0 0 0 0

U6 0 0 © 0 0 0

У  7 0 0 0 0: 0 0

Например, выражению и5 - и 2 +{п ~1) -х52соответствует формула

=$F$37-C$37+($J$32«1)*D26, содержащаяся в ячейке С44.
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Достаточно заполнить такими формулами первый столбец таблицы, а затем растира
жировать на соответствующие диапазоны'по строкам.
Окончательно, в формульном виде получим таблицу следующего вида:

► 4]0rpa^4W8iî :ut-wk+{n'ij%<sn-2)r^i,k=2(.,,,̂  | /

ill
«2 ifl № u5 SI6 U7

и*дас№ й# и)иа 4l$7-D37*№-ljsE23=$С$Э7*В?3|Й$ЭЭД*®ф$57Т8ЭД2-1№ ;$C$37-S37i{№?H23 :$ФЩ74$$32-1У1В

У U3$$7-G7*$$3MlT)24 фЙМЭДЙфЧрЕИ 4oS№$i$3H)*ra4 4ЙЕ7Т371$$И]‘6й *№Ш$532-1}*НЙ ф537-Н57Т(̂ г2-1}124

i «44$?-C37r(S$2-i]*D25 -&37-D37r(SJ$32-ir?2.} ^7-?37t(№2-1)*G25 $̂3?-G37*f$$2-I}*K25 $$ЗТВД$32-1№
;4 «5 Ф<137да{$ЙЙ4}*ЕМ ДОйВДй-1У*И5 ^ЗЗ'-НЗЗНШЕ-ЦЭ

i й ^К37*$$ШУЕ)27 =$G$37-D37f№-1)*E27=$$7-E3?№ № ф$37Т37<̂ 2-1|,327 #5i7-G37+(|iS3MfH27 =$5ЙШ7̂ $2Н}*[27

ш.«7 =SH$3?-937-f$$32-l}*E2«4̂ 7-E37Tt$J?32-iyF2̂ H$77-F37+t$JS324]sG2S

9. Введем параметры диалогового окна Поиск решения:
-  укажем целевую ячей

ку, содержащую об
щее время обработки 
всех деталей;

-  установим ее равной 
минимальному значе
нию;

-  зададим изменяемые 
ячейки (диапазон с 
числами и; и диапазон 
со значениями матри
цы .̂

-  добавим ограничения:
- значениями элементов матрицы X  могут быть только двоичные числа 0  и 1 ,
- сумма значений в каждом столбце и в каждой строке матрицы X  равна 1 ,
- сумма элементов главной диагонали матрицы X  равна О,
- все значения, рассчитанные по формулам и, - u k + { n - 1) • x ik , не должны

превышать л-2 .
8  Параметрах окна Поиска решения установим Линейную модель,

10, В результате выполнения Поиска решения окажутся заполненными:
а) таблица со значениями но они являются вспомогательными и к ответу на во
прос задачи отношения не имеют;

б) таблица, в которой будут найдены значения матрицы X, а также будет найдено 
значение целевой функции -  минимальное время, за которое можно обработать при 
заданных условиях все детали (в нашем примере -  35 единиц),

По единичным значениям матрицы X  определим порядок, в котором должны обрабаты
ваться детали, чтобы общее время их обработки было минимальным. Формирование 
решения начнем с фиктивной детали. Видим, что х71 = 1, значит, сразу после детали D7
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должна обрабатываться деталь D1. Аналогично, сразу после детали D1 должна обраба
тываться деталь D2t после D2 -  D4, после D4 -  06, после D6 -  03, после 03  -  05, по
сле D 5 -D 7 .  Таким образом, получен искомый цикл:

7 — 1 — 2 — 4 — 6 — 3 —5 — 7.
Удалив из него фиктивную 7-ю деталь, получим следующий порядок обработки: 
01 - D 2 - D 4  - 0 6 - 0 3 - 0 5 ,

I I 2 3 4 5 6 7
■ ■ 1 © О ХДЙКШ-Зй Q О

2 © ■ .4 3,41Э:9бЕ-1Й 1 0 О G
3 '© о О 1 6,25Е-1б*

х= 4 О 0 гмяшв-п ■ 0 I Ог..
5 с 0 €' о ■- ■ ■ ■' 0 I
S © lf№S2E-I2 1 и О
1 I 0 0 е 2,314СГ5Е-1& О-

— .... .......1 1 ......... г 1 Z Z H * 1 I --
Общее 8 рам.я обработка виза* деталей:

_[...... ...... . ------- Нояичтво а деталей (включая̂ ПКТЙВЙУК!;); _ _...... .

\

п*

;'л!

35;
з
it

Общее время обработки (35 единиц) совпало с тем, которое было получено при ре
шении данной задачи вручную.

Вспомогательный файл Контрольные задания по flMods для решения задач кон
трольной работы находится в локальной вычислительной сети БрГТУ в лапке:

U:\VT&РМ \ ZaochJ \ Дискр_мат

3.1. Сетевая модель технологического процесса 
Задача. Для достижения заданных чертежом размеров и технических требований все 
поверхности детали проходят несколько стадий обработки, преобразующих ее из со
стояния заготовки в состояние готовой поверхности. Предполагается, что поверхность за
готовки можно обработать не единственным способом (например, разными видами обо
рудования). Требуется так распределить заготовки по доступному оборудованию, чтобы 
число заготовок, обрабатываемых в единицу времени, было максимальным.
В этом случае задачу можно представить в виде сети. Вершины сети -  это различные 
состояния поверхности, начиная от заготовки (состояние 1) и заканчивая готовой поверх 
хностью (состояние 8 ). Источник -  это заготовка в исходном (необработанном) состо
янии, а сток -  это готовая поверхность, Дуга сети обозначает оборудование, с помощью 
которого поверхность переходит из одного промежуточного состояния в другое. Для каж
дого доступного вида оборудования, которое переводит заготовку из состояния i в состо
яние j, известна величина су. су_- это число заготовок, которое может быть обработано в 
единицу времени (т.е. пропускная способность соответствующей дуги).
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Потоки в сетях.
Транспортной сетью называется орграф G=<Vf R> с множеством вершин V={v?,v2,...,vn}( 
для которого выполняются условия:
1} существует одна и только одна вершина vt, называемая источником, такая, что ни од
на дуга не заходит в vi;
2 ) существует одна и только одна вершина vn, называемая стоком, такая, что из vn не 
исходит ни одной дуги;
3) каждой дуге reR  поставлено в соответствие целое число с{г}>0 -  пропускная-способ
ность дуги.
Вершины в сети, отличные от источника и стока, называется промежуточными.

промежуточные вершины, При каждой дуге в скобках указана ее пропускная способ
ность. Например, c({vi,V4)) = 2.
Функция ф, определенная на множестве R дуг транспортной сети G и принимающая цело
численные значения, называется д о п у с т и м ы м  п о то ко м  в транспортной сети G, если:
1) для любой дуги reR  величина ф(г) (поток по дуге г), удовлетворяет условию: 0<<р(г)<с(г);
2 ) для любой промежуточной вершины v выполняется равенство:

сумма потоков по дугам, заходящим в v, равна сумме потоков по дугам, исходящей из v. 
Говоря иными словами, допустимый поток, пущенный в сети, -  это приписанные дугам 
этой сети целые неотрицательные числа, каждое из которых не превосходит пропускной 
способности соответствующей дуги, а сумма потоков по дугам, заходящим в любую про
межуточную вершину, равна сумме потоков по дугам, исходящим из нее.
Величиной потока <р в транспортной сети G называется величина ф , равная сумме по
токов по всем дугам, заходящим в vn, или, что то же самое, -  величина, равная сумме 
потоков по всем дугам, исходящим из vi.
Пусть ф - поток в транспортной сети G. Дуга reR  в G называется насыщенной, если по
ток по ней равен ее пропускной способности, то есть если ф(г)=с(г).
Поток ф называется полным, если любой, путь в G из vi в vn содержит по крайней мере 
одну насыщенную дугу.
Поток ф называется максимальным, если его 'величина ф принимает максимальное 
значение по сравнению с другими допустимыми потоками в транспортной сети G.
На рис. 2 показан один из возможных допустимых потоков в заданной транспортной се
ти. Например, в промежуточную вершину V2.no единственной входящей в нее дуге захо
дит 3 единицы потока, а по двум исходящим из нее дугам выходит также 3 единицы по
тока, Ни одна из дуг здесь не является насыщенной. Следовательно, данный поток не 
является полным. Его величина равна 3+0+3-1+0+5=6, т.е. 9 =6 .
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Максимальный поток <р обязательно является полным (т.к. иначе в G существует некото
рый простой путь из Vi в v„r не содержащий насыщенных дуг, а значит, можно увеличить на 
1 потоки по всем дугам из этого пути и тем самым увеличить на единицу ф , что противоре
чит условию максимальности потока), Но существуют полные потоки, не являющиеся 
максимальными. Полный поток можно рассматривать как приближение к максимальному.

Алгоритм построения полного потока в транспортной сети.
Шаг 1. Полагаем V re R  cp(r)=0 (пускаем нулевой поток по всем дугам). Полагаем G -G . 
Шаг 2. Удаляем из орграфа G’ все дуги, являющиеся насыщенными при потоке ср в 
транспортной сети G. Полученный орграф снова обозначим через G1.
Шаг 3, Ищем в G простую цепь со из vi в vn. Если такой цепи нет, то щ - искомый полный 
поток в транспортной сети G. В противном случае переходим к шагу 4.
Шаг 4. Увеличиваем поток q>{r) по каждой дуге v из ю на-одинаковую величину а>0 та
кую, что, по крайней мере, одна дуга из о  оказывается насыщенной, а потоки по осталь
ным дугам из ш не превышают их пропускных способностей. При этом величина потока 
Ф также увеличивается на а, а сам поток <р в транспортной сети G остается допустимым 
(поскольку в каждую промежуточную вершину, содержащуюся в ю, дополнительно вошло 
а единиц потока и из нее вышло также а единиц потока). После этого переходим к шагу 2. 

Алгоритм нахождения максимального потока в сети.
1. На исходном графе пускаем нулевой поток или любой из найденных полных потоков.
2. Строим граф (граф приращений), совпадающий с исходным, каждой дуге которого 
приписываем пару, первая компонента которой равна разности пропускной способности 
этой дуги и потока, пущенного по этой дуге, а вторая -  потоку, пущенному по этой дуге. 
Первая компонента показывает, на какую величину можно увеличить поток по этой дуге, 
а вторая -  на какую величину можно этот поток уменьшить,
3. Находим на графе приращений путь из источника в сток, такой, на котором возможно 
увеличение потока. При этом разрешается движение по дугам в направлении, противо
положном заданному, т,е. при необходимости обратные дуги добавляются искусственно. 
По найденному п у т  пропускаем максимально возможный поток. При этом на прямых 
дугах поток увеличиваем, а на обратных - уменьшаем.
4. Если такого пути нет, то указанный на исходном графе поток является ,максимальным. 
Если такой путь есть, то пускаем найденный увеличенный лоток по исходному графу и 
переходим к пункту 2.
Для заданной транспортной сети G и допустимого потока <р в этой сети орграф прираще

ний имеет те же вершины, что и сеть G. Каждой дуге r=(v,w)eR сети D в орграфе прира- 
щений соответствуют две дуги: г и r-(w,v) - дуга, противоположная по направлению дуге г. 
Пример 1. Построение полного потока в заданной транспортной сети G=<V,R> (рис.З).



1 . Начнем с нулевого потока (рис, 4), Полагаем G -G . При нулевом потоке отсутствуют 
насыщенные дуги.
2. Выделим в G' простой путь coi=viV2V4V6 и увеличим потоки по дугам из оси на 3 (до на
сыщения дуги (va, V4)) (рис. 6 ). В результате получим поток ф содержащий одну на
сыщенную дугу, и на графе G  пометим насыщенную дугу знаком х (аналогично будем 
помечать все насыщенные дуги) (рис. 7). Удалим эту дугу из G1, оставшийся орграф сно-

3. Выделим в G' простой путь ©2=viV2V3V4V6 и увеличим потоки по дугам из 02  на 2 (до 
насыщения дуг (\}2№)f{vz№)) (рио.9). В результате получим поток ф = фг, содержащий 3 

, насыщенные дуги (рис. 10). Удалим вновь полученные насыщенные дуги из G', остав-

4. Выделим в G1 простой путь co3=viV3V5Ve и увеличим потоки по дугам соз на 2 (до насы
щения дуги(Уз, vs)) (рис. 12). В результате получим поток ф = фз, содержащий 4 насы
щенные дуги (рис. 13). Удалим вновь полученную насыщенную дугу из G1, оставшийся 
орграф снова обозначим через G' (рис, 14).

5, Выделим в G' простой путь co4-viV2V5V6 и увеличим потоки по дугам из ©4 на 2 (до на
сыщения дуги (V1V2)) (рис, 15). В результате получим поток ф=ф4, содержащий 5 насы
щенных дуг (рис, 16). Удалим вновь полученную насыщенную дугу из G', оставшийся 
орграф снова обозначим через G' (рис, 17).



б. Заметим, что в G' не существует пути из vi 8 ve, следовательно, в транспортной сети 
G с потоком ф4 не существует пути из vi в Vs, который не содержал бы насыщенных дуг, 
то есть поток q>4 является полным. Величина q>4 полученного полного потока равна 9 
{7+2 = 4+5).

Пример 2, Нахождение максимального потока по уже полученному полному потоку.

Рис. 18. Рис, 19. Рис, 20.
2. Попытаемся на этом орграфе найти путь из источника в сток (такой, на котором воз
можно увеличение потока). В этом орграфе имеется простой путь V1V3V2V5V6, по которому 
возможно изменение потока (увеличение по дуге (а д ) , уменьшение по дуге (V3,va). уве
личение по дугам (а д )  и (ад)).
Изменяем поток вдоль данного пути на максимально допустимую величину (на 2, до об
нуления потока по дуге (V2, V3)). В результате получим поток ф5 (рис, 19).
Строим граф приращений для этого потока (рис. 20). В полученном графе приращений
не существует пути из vi в %  дпя_воэможного изменения потока, значит, поток ф§ явля
ется максимальным, и при этом ф5=1 1, 1

(1 г : H i >6

1 - п -

2 - >3(

з - 22
a L - 7

: 95 р -

По исходным данным строим транс
портную сеть с источником в вершине vi 
и стоком в вершине ve, при каждой дуге vi 
в скобках указываем ее пропускную спо
собность.

1. Ищем пути из vt в щ  на исходном 
графе и увеличиваем поток 
по дугам каждого из них 
до тех пор, пока это возможно: 
roi=VjV2V4V6, а=3,
0)2=VlV2V3V4V6,a=2, 
co3~viV3V5V6, а=2,
C04=viv2v5v6, а=2.
При этом дугам приписываем 
пары чисел (х,у): 
х -  сколько еще можно пустить по дуге, 
у -  сколько уже пущено.

V3 (2) V4 
Рис 1. Транспортная 
(4,2)
(б-,0 ) V5

V3 ’ V4
Рис.2, Отыскание полного потока.
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2. Пускаем в сети найденный полный поток.
Для этого каждой дуге ставим в соответствие число, 
окончательно полученное в пункте 1 при отыскании 
полного потока, второе в каждой паре (см. рис.2), 
Величина полученного полного потока равна 9: V1 

фполн “  3+2+2+2 - 7+2 -  4+5 = 9.
Она может быть найдена одним из способов:

-  3+2 +2+2 ~ все, что пускали по путям из Vi в ve;
-  7+2 -  все, что вышло из vi (из источника);
~ 4+5 -  все, что зашло в ve (в сток).___________

v3 2 v4 
Рис.З. Найденный полный поток.

3. Строим граф приращений (ГГ!) по найденному 
полному потоку, ГП строится на тех же вершинах, 
что и исходный. Дуги графа приращений строим так:
- если дуге на рис.2 окончательно приписана 
пара вида (0,х), где х^О, то в ГП меняем 
направление этой дуги на противоположное;
- если дуге на рис.2 окончательно приписана 
пара вида (х,0), где х*0, то в ГП строим такую 
же дугу, не меняя ее направления;
- если дуге на рис.2 окончательно приписана пара
вида (х,у), где 5teO,y*Q, то в ГП вместо этой дуги V3 (°£) щ
строим две противоположно направленные дуги. Рис.4. Граф приращений.
Ищем путь из vt в ve на графе приращений, Такой путь существует: o ŝ-vivsvavsve, а=2. 
Если в найденном пути направление дуги совпадает с исходным, то по этой дуге поток 
увеличиваем, если направление дуги противоположно исходному, то по этой дуге поток 
уменьшаем.
Поток изменился (по дугам V1V3 , V2V5, vsve увеличился, а по дуге V3V2 уменьшился на 2 еди
ницы),________________________________________ ________________________________
4. Пускаем в сети новый полный поток и строим соответствующий ему новый граф прира-

vi в vs: из источника vi можно выйти только в вершину Уз, а из V3 ни в какую другую вер-
шину движение невозможно, т.к. из у3 не исходит ни одна дуга,________ ___________
5. Если увеличение полного потока невозможно, значит, этот полный поток является 
максимальным, Таким образом, найден максимальный поток в сети (этот поток изобра
жен на рис,5), его величина: (рп*х = 3+2+2+2+2 = 7+4 = 6+5 = 11.
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3,3. Решение задачи о максимальном потоке в Excel

• л Ш Ш Щ m Ш m ш а  В диапазон B2;G7 вводим пропускные способности

i ip l 1 2 3 4 5 6 дуг.
Шж \ 0 7 8 0 0 0 Диапазон D11:G16 оставляем пустым -  туда будет
в !  2 0 0 2 3 6 0 выведен поток, найденный Excel с помощью над-
■Ш  3 0 0 0 2 2 0 стройки Поиск решения,
1(1 4 0 0 0 0 0 7 В ячейку Н11 вводим формулу: =СУММ(В11 :G11).
}р||| 5 0 0 0 0 0 9 Эта сумма показывает, сколько единиц потока вы-
И 6 0 0 0 0 0 0 УГШМТ Ий ЛАПШИНЫ 1 i\A% мг.тпин и if я\ Типяжипуйм ЯТУ

гЬлпмнггн/ ия гшяпачпи Н19'Н1 Л (vru гшлми rifWaqui-M l !
!§ Р 1 2 3 4 5 6 взюТ] сколько единиц потокз выходит из воршин оО

s i i i i  1 0 0 0 0 0 0 Q 2-и 1 ю 5-ю ш и 1 ьегственно).

I f f  2 0 0 0 0 0 0 0 В ячейку G17 вводим формулу: -СУММ(011 :G16).
i p  з 0 0 0 0 0 0 0 Эта сумма показывает, сколько единиц потока за-
i l l  4 0 0 0 0 0 0 0 ходит в вершину 6 (в сток}. Тиражируем эту форму-
I S  5 0 0 0 0 0 0 0 Jiv на диапазон C17:F17 (эти суммы показывают,
l i l l  б 0 0 0 0 0 0 сколько единиц потока заходят в вершины со 2-й по
l i l l 0 0 0 0 0 5-ю соответственно},

Устанавливаем целевую ячейку 
Н11, значение в которой пока
зывает, сколько единиц потока 
выходит из источника, равной 
максимальному значению. 
Целевой ячейкой может быть и 
ячейка G17 (сколько единиц по
тока заходит в сток). 
Изменяемые ячейки: D1 !:G16, в 
них разместится найденный по
ток. Задаем ограничения: 

$B$11:$G$16 <= $B$2:$G$16 ~ для каждой дуги пущенный по ней поток не должен пре
вышать пропускной способности этой дуги;
$8$11 :$G$16 >= 0 -  поток по каждой дуге должен быть неотрицательным числом;
$Н$12 = $С$17 -  сколько единиц потока зашло во 2-ю вершину, столько же из нее долж
но и выйти. Аналогично строятся оставшиеся три ограничения.
В параметрах окна Поиска решения указываем 
линейную модель.
После выполнения поиска решения в диапазоне 
B11:G16 получим пущенный по дугам сети мак
симальный поток, величина которого равна 11 
(значения в ячейках Н11 и G17). Найденный в 
Excel поток может отличаться от того, который 
найден вручную, но величины этих потоков 
должны совпадать.

Hilfefl i l l щ ян 1 1 1 fff! и 8SI
ш __ 1 2 3 4 5 6
жгаетНИ 0 7 4 0 0 0 11

ш 2 0 0 0 3 4 0 7
i l l  з 0 0 0 2 2 0 4
l i l l  4 0 0 0 0 0 5 5
i®l 5 0 0 0 0 0 6 6
Щ  б 0 0 0 0 0 0

i i ! 7 4 5 е 11
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