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Определение. Взаимно-однозначное отображение области D на область D* назы
вается конформным, если в окрестности любой точки области D главная линейная часть 
этого отображения есть ортогональное преобразование, сохраняющее ориентацию.

Из этого определения вытекают два основных свойства конформных отображений:
1. Конформное отображение преобразует бесконечно малые окружности в окружнос

ти с точностью до малых высших порядков (круговое семейство).
2. Конформное отображение сохраняет углы между кривыми в точках их пересечения 

(свойство сохранения углов). Предполагается, что при конформном отображении на
правление отсчёта углов не изменяется, т.е. сохраняется взаимное расположение (ори
ентация) кривых. Иногда такое отображение называют конформным отображением пер
вого рода, тогда как при сохранении углов, но изменении ориентации кривых, говорят о 
конформном отображении второго рода.

Утверждение. Отображение с помощью аналитической, однолистной в конечной об
ласти D функции является конформным в D. ;

Если функция ш = f(z), аналитическая в D, осуществляет взаимно однозначное ото
бражение, то точки ш называются образами точек z, а точки z -  прообразами. В силу i 
свойств взаимно однозначного отображения образом области D как открытого множест
ва, состоящего из внутренних точек, является область G, а образом кривой у -  границы 
области D (у = 6D) -  является кривая Г  -  граница области G (Г =6G).

. В теории и практике конформных отображений ставятся и решаются две задачи.
Первая задача: нахождение образа данной линии или области при заданном отобра-’ 

жении -  прямая задача. : ,
Вторая -  нахождение функции, осуществляющей отображение данной линии или об

ласти на другую заданную линию или область -  обратная задача.
На практике при нахождении образов с помощью отображений элементарных функ

ций комплексного переменного используются свойства этих отображений, например кру-, 
говое свойство дробно-линейного отображения или свойство функции © = г" увеличи
вать углы в п раз. При решении обратной задачи используют также некоторый набор из
вестных отображений, так называемую «таблицу» отображений. .

Получим формулы для вычисления площади образа области и длины образа кривой 
при заданном отображении. .

Замечание. Отображение ш = f(z) комплексной плоскости эквивалентно отображению:
' . . и = и (х, у) V =  v (х, у), ,

где w = и + /V, a f(z)= и (х, у) + /V (х, у). Якобиан этого отображения равен:
■ ди си . "

J(x,y) = дх
dv
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Используя условия Коши-Римана, получаем: J(x,y) =

= J (x,y) = \f(z)\2.
дх J

как
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Вывод. Учитывая геометрический смысл ,якобиана, можем сказать, что величина: 
\Г(г)\г представляет собой коэффициент изменения площади при отображении ш = f(z). 
Эта величина зависит от значений двух переменных х и у, являющихся координатами 
точки ze с .  При этом, если F(zo) t.O, то якобиан в точке ze также отличен от нуля.

Исходя из геометрического смысла величин ]F(z)\2 и |ffzj|, можно получить формулы 
вычисления площади образа области и длины образа кривой при отображении ш = f(z).
Г. Пусть функция to = f(z) конформно отображает область D на О* (т.е. отображение 
со = f(z) конформно в каждой точке области 0). Известно, что площадь S* области D* вы
ражается двойным интегралом j jd u d v . Используя правило замены переменных в двой-

. D' , .
ном интеграле, получаем:
. S '  = j jd u d v = j j \ j ( x ,y i idxdy = j j \ f ( z fd x d y <  , (1)

о* D D
Пусть теперь у -  кривая в области D, а у* -  ее образ при отображении ш = f(z). Диф

ференциал dl длины дуги в плоскости (z) равен d l= < Ę d x f + {d y f =\dz\,dz=dx+idy, а 
дифференциал d r  длины дуги в плоскости (со) равен:

, dl, = ^ (d u f+ (d v f  =\d<Ą=\fXz)dĄ=\f(Ą \dz\. . , . ,
Учитывая представление длины кривой с помощью криволинейного интеграла и фор

мулу замены переменных в таком интеграле, заключаем, что длину /* образа у* кривой у 
при отображении <o-f(z) можно вычислить по формуле: -

/ * = | И = | / ' ( / ) | Н  (2)
. ■! . /  Г

Рассмотрим применение полученных формул на практике. ,
Постановка задачи. Найти площадь области, являющейся образом прямоугольника 

{(.*;>')е R2:0 ^д г^ 2 ,0 ^ у  s 4| при отображении ю - ё  . :
Решение. Изобразим образ прямоугольника при заданном отображении:

2  ' 4

“  jje2*c[xdy = je2xdx jz/y = l{e* ~ l).
Z) o o

55



Постановка задачи. Найти длину участка спирали, являющейся образом отрезка 
у  = x fi< ,x< ,2л- при отображении <а = ег . -  ' 

Решение. Изобразим образ прямой при заданном отображении: 
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ПОДХОДЫ, КЛАССЫ, АЛГОРИТМЫ ГЕНЕРАЦИИ ИМИТАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ 
ПРОИЗВОЛЬНЫХ СЕТЕЙ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

 В работе рассматривается задача автоматизации получения имитационных моделей 
(кодов, описаний моделей на языках имитационного моделирования, поддерживаемых 
соответствующими системами моделирования) по некоторому исходному, формально
му, математическому описанию системы, ее модели. При этом в качестве языка специ
фикации систем использован аппарат стохастических сетевых моделей (ССМ), относя
щихся к категории типовых математических ą-моделей (схем) [1-3] с непрерывным вре
менем и дискретными состояниями. Актуальность задачи обусловлена широким исполь
зованием сетей массового обслуживания для исследования объектов разной природы.

Возможные пути решения задачи -  создание уникальной системы имитационного мо
делирования с оригинальным входным языком или специализация имеющихся средств 
моделирования с предоставлением пользователю интерфейса, позволяющего по фор
мальному описанию системы получать ее модель. Здесь появляется возможность ис
пользовать имеющиеся универсальные системы моделирования, одновременно обес
печивая пользователю возможность работы в привычной предметной области, понятий
ном аппарате [4]. :

В работе указанная задача рассматривается применительно к автоматизации по
строения имитационных моделей для произвольных сетей массового обслуживания 
(ПСёМО) -  расширения сетей массового обслуживания [5]. В частности, введены: одно-
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