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О МОМЕНТАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПУАССОНА
Пуассона распределение -  распределение, вероятностей случайной величины х  , 

принимающей целые неотрицательные значения к =  0,1,2,... с вероятностями

Р ( Х ~ к ) =  рк = е ~ х — ,

где а > о-параметр.
Начальным моментом n-го порядка (п  =  0,1,2,...) случайной величины называется

а„ =  м ( х " ) .
Учитывая разложение функции ех в ряд Маклорена, получим, что

Ч -о о  +оо \ к . .  , .

«о =  Е ^  =  ^ лЕ т т = « ' л -еЛ =  1- 
Функция распределения закона Пуассона:

F(x) = Р (Х  < а) =  0, если х < О , И F ( x )  =  Р ( Х  < х ) = е  А Е  Т Г ’ если * > 0 ’
■■ *=о "•

где [х] -  наименьшее целое, большее или равное х : [х] =  min {и е z  \п > х}). 

Рассмотрим функцию F(m +  1,А )=1------ Г y Me~ydy.N т ! J

Заметим, ЧТО F (  1 , А ) =  1 -  —  j  y°e~ydy  =  1 -  J  e~ydy  =  1 +  e y 

Используя метод интегрирования no частям, получим:
< A t  ̂ 1

F(m +  1,A) =  1— -  f y me~ydy = 1+—  f y mde~y = 1 +  -Ц 
m\d m \J m\

y me-y

■ e =  Po.

Л r— f  e~ydyn
o o

\ W  1 л  \ m m m
=  l  +  e~y^ - T ± KJ e - yy m- ld y ^ e -x± -  +  F(m,X) =  ' £ p k +F( \ ,X)  =  f 2 p k. 

m! (m -  1)'J m\ '  S i
Следовательно, функцию распределения F(x) можно определить следующим образом: 
F(x) = P ( X  < х )  =  0,если х <  о,

[jc 1—1 , . Л Sj
F ( x ) = P ( X  < х ) =  Е  ^  =  F ( [ x ] , A )  =  l - - f T — J  y ^ P ' e - ydy ,  еСПИ х >  0 .

*=о 11*1 V' о {
Заметим, что для любого целого неотрицательного числа f i  выполняется:

-too.  -г  w  .

y me - yd y ^ ~ — t J y me~yde -у  _  _

= —- lim у те у + —  f  т ! у—>+со т ! "
Следовательно,

m!
+°°

+oo +“  '
+  f  e~ydym

0 o ,

~xdy = -— -—— Г е у y m~'dy = \ -  lim е у = \ .  
(т — 1 )! "  , 7-,+оо

1 А . 4-00 - А . 4-00

F ( « 4 - 1 , A ) = 1 --------Г y me~yd y *=—  f  y me~yd y ----------Г y me~ydy = —  Г y me~ydy.
m \J  m\ J m \ d  m \ J
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Математическое ожидание закона распределения Пуассона (начальный момент t-ro 
порядка):

+ о о  + о о  f \  4 ' +  оо \  4 - 1  + о о  \ к
= л * ( * ) = 1 > л  =  е-Л£ АА

к\ Ле"Л£ — ------ =  Ае~л ——

Вычислим начальный момент 2-го порядка:

к 1 А+ о о  + о о  , 2 \ к  + о о  к \ к ~ \  ' + о о  ( л М

2 =  £  * 2Л  =  е -Л £  * - £  =  Л , -  £  =  Л е -  £  i - L  =

— Хе р % / \ к

,А

: Ае
+ 0Р \ Л —1

а £ : Ае~л а £ —f- '- Ar!

=  Ае~л (Лел) -=  Ас л ( а 'еА 4- А (ел) ' )  =  Ае~л ( l  • ел +  Аел) =  А (1 +  А ) =  А +  А2

Начальный момент 2-го порядка можно вычислить иначе:

Л . t  — Л Л {4 = 0  4 = 0

^2? AA4 £2°А(А-1)А*
2-* ъ\ 2 -j г.,
4 = о  * *  4 = 0

+ СО \ Л

4 =  О
+ о о  \  4 —1___  , + о о  \  4 - 2

А £ — ------ +  А2£  — --------

. ~  \ * +оо \ £ , . . .

£ т т И  (Л е Л + Л “ ) - А + л !, +—/ J, {
4 = О л  • 4 = 0  К  •

Здесь использовалось соотношение А2= А +А (А -1 ). Несложно проверить, что 
к3 =А +ЗА (А -1)+А (А -1Х А -2). Тогда начальный момент 3-го порядка: j

«, - £ ‘ V ,  , „ - ' g ^ = „ - . g 6 ± B Ł M ł d S z 2K  = л + , л. + л-. 1к\к = 0  к = О л  * 4 = 0

Можно проверить, ЧТО А4=А-!-7А(А-1)+6А(А-1)(А-2)-|-А(А-1)(А-2)(А-3). Тогда i 
начальный момент 4-го порядка: i

(Ar +  7А(А -1 )  +  6А(А -  1)(А -  2) +  к(к  -  1)(А -  2){к -  3))А* I
=  £ * 4л  =  е_А£ А!4 = О 4 = 0  .

= е~А (АеЛ + 7А2еЛ + 6А3ел + А V  ) = А + 7А2 4- 6А3 +  А4.
Найдем начальные факториальные моменты л-го порядка: .

> ,  -  « (•? '■ ')  -  Е  ‘ WP. -  «-> 2 — -  - - Л ̂
4 = 0  4 = 0

»4
к\

T̂ J L
- = * - л £ -  

4=*0
+  оо \ к - пr ^ k { k - \ ) - . . . . { k - n  +  \ ) \ *  ; ^ _ Ag  А

к —п к ^ п { к ~ П У
=  А"е- А£

А!
+ оо

А!
А".

*=о
Начальные моменты л-го порядка случайной величины х  связаны с ее начальны

ми факториальными моментами соотношением ' .

Ч  = м { х ' ) = м  ( s ^ x M  +  ... +  s,<">a+ ! ) =  £  5<"»м (л > 1 ) =  22 s L '\m ]
т = 1 т —1

где коэффициенты s ^ } -  числа Стирлинга второго рода.
48



Тогда для начальных моментов л-го порядка распределения Пуассона выполняется 

.а ,  = Y , sm)xn ■ Например, <
т=1

1
а, = sLl)^ m =  5 ,(1)А =  А -  математическое ожидание,

т=I '

«2 =  Е  S «  ‘А -  =  S{ 2>А +  $ | 2>А2 =  А +  А 2 ,
1Я = 1 ' 1

«з = Е  >АИ = Si<3)A + +  Si3* 3 =  А +  ЗА2 +  А3,
т= 1

“ 4 =  Е  sn lA”  =  Si 4)a +  ^24)а2*+ S3(4,a3 +  S ? h A =  а +  7А2 +  6А3 +  А4 .

Начальный момент л-го порядка распределения Пуассона связан с начальными мо
ментами более низких порядков этого распределения соотношением:

+оо + o o ' i . n \ k  + 2?  ь н - 1  \  * -1  , + S ?  j_  п " * 1

» . -  £ « * «  -  . - лЕ т г -  * « ' ‘ Е ^ г ц Г '*=0
+ со

= Ае"ЛЕк=0 £ с ‘- ‘ ‘ т т - л2J л 5 /»о I >=о * !
I Л-А у ^  *  А 

"“ о

* 5 = 0

Л - 1

Л!

=  АЕ
Тогда, например, : '

< а 2 “  =  ^  (С |°« q 4* CjOij  ̂=  Л (с*о .4* Л ] ) =  А (1 +  А )  —. Л 4- Л 2
ł=0

2
«з “  С 2« ;  =  А +  С 2а^ 4- C | g!2 j  =  А ( а 0 +  2 а х 4* <*2 ) “  А 4- ЗА“ 4- А 3,

/=о - ,*

а 4 =  А ^  Сз'о:,- =  А (с 3°а0 4* C\ot\ 4* С 2а 2 4* С3о;3 j  =  А 4" 7А2 4- 6А3 4~ А4.
. /=о . ■ ■ ' ‘ ”■ ■' ;■■■ ■- ■

Центральным моментом л-го порядка случайной величины х  называется 
/з- = м |(а' - м (аг))', | .  Очевидно, что /х0 =  1 , = 0 , ц2 =  D ( x ) .  Центральные

моменты л-го порядка случайной величины х  связаны с ее начальными моментами со
отношением

Р„ =  М  ((Л- -  м  ( Х ) У ) =  М  ((А- -  а ,  У ) =  м Е  ( -J ) "C , -A — "а Г
т=О t '

т 1

Найдем некоторые центральные моменты л-го порядка:
дисперсия h2 - d (x ) =  cc 2 -  а ,2 =  (а2 +  а ) - А 2 =  А {среднее квадратичное от

клонение сг(Х) =  у [5 (Х ) =  4 \ ) ,
— а 3 — 3 a 3a j  -f- 2с*3 =  А3 -Ь ЗА2 4* А — 3 (А 2 -Ь А)А +  2 А 3 =  А , '

, Pą =  а 4 ~  40:3»] +  6а:2a 2 — З а /  =  ЗА2 -I- А.

= Е  м  ((— 1)” С™Х"~тат = 0  ‘ ) =  Е  ( - i r - c ; w . ( ^ " ” ")O i =  Ё  ( - ' Г с ,
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Центральный момент л-ro порядка распределения Пуассона связан с центральными 
моментами более низких порядков этого распределения соотношением: ,

v „ =  'Z , (-k ~ x y Рк =  е
к=О к=О

л - l  \  t - 1 .—  ( к  -  А )"  А * _  д е- л ^  (Лг — Л )"~ ‘ А
к \ к= 1

+ о о  / к  \  ч л —1 \  к п—2 л - 2_Л е_ Л ^  (к л) л =  с ,_ л  +  A/in ] _  A/in i =  А£
А._Л ^ • .'—Л Г—Л

Используя соотношение Рп =  , получим:
/=0

О . „ /  "
=  а £  С ,'/*, =  A C ,V]J =  Л ,

/=0
1

/х3 — ~  А { с 2 До +  j  — A ( l  +  0 )  — А,
;=о2

Д4 =  \ J 2  Clm  =  A ( c 3V o  +  C j/i, +  C3V 2) =  А (1 +  О +  ЗА) =  А +  ЗА2.
/= о  ■

Заметим, что коэффициент асимметрии А =  ^ \  =  - ^ =  =  ~  (при положительной
О V A3 VA

(отрицательной) асимметрии более «длинная» часть кривой плотности распределения

лежит правее (левее) моды) и эксцесса коэффициент Е =  Щ — 3 =  ЗЛ -  з =  —
*  л/А4 А

(эксцесс -  скалярная характеристика островершинности графика плотности вероятности 
унимодального (одномодального) распределения).

а( Х)  У а 1 
М ( Х ) ~  А _ л/а 'Коэффициент вариации Г (Х )  =  -

Очевидно,что V ( X ) < 1  { V ( X ) >  1 ),если а > i ( a < i ).
Мода распределения М 0( Х )  =  к0 , если Рко > Рко_, и Рко > Рко+1.
■ i л у Л иНеравенство Рк >  Рк выполняется, если —  > -----------

- -  ' к° ~  *° 1 к 0 \ ~  ( к 0 - 1)!
т.е., когдаА >  к0 .

\  *о к  Iили
А *0-1 “  (Л0 - 1 ) !

А*0 А*0+|Неравенство Рко >  Рко+1 выполняется, если —- >  — — — или (&„ +  !) u  A*°+1
k Q! -  ( * 0 +  1)! ....... к 0 \ -  А*» '

т.е., когда к0 + 1  >  А .
Следовательно, для моды М 0( Х )  =  к0 выполняется неравенство А - 1  <  к0 <  А . 
Таким образом, если А £  N , то распределение имеет моду м 0(Х )  =  [а ], где [а ] -  

целая часть параметра а  , и распределение является унимодальным (одномодальным).
Если же а  е n  , то распределение имеет две моды М 0 (X ) =  А -1  и М 0( Х )  =  А,  и 

распределение является бимодальным (двухмодальным).
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