
          Аналитические и численные методы исследований в математике и их приложения    111 

зать бесконечную дифференцируемость nX  в точках [0 )nt h∈ , . Если (0 )nt h∈ , , то 
0( ) ( )n nX t X t=  и является бесконечно дифференцируемой.  

Рассмотрим nt h= . Найдем в этой точке левостороннюю и правостороннюю произ-

водную ( )i
nX t .  
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Из условия теоремы вытекает, что левосторонняя и правосторонняя производные 
равны, поэтому ( )nX t  дифференцируема в точке nt h=  и ее производная непрерывна 

в этой точке. 
Существование производных высших порядков в этой точке доказывается аналогич-

но. Теорема доказана. 
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Пусть все пространство 3R  разделено «плоскостями 1Γ  ( )1z 0=  и 2Γ  ( )2z 0=  на три 

области 1D  ( )1z 0> , 2D  ( )1 2z 0 z 0< ∪ > , 3D  ( )2z 0< . Расстояние между плоско-

стями равно 2h . В области 1D  находится идеально тонкая незамкнутая сферическая 

оболочка 1S , расположенная на сфере S, радиуса a  с центром в точке О. Расстояние 

от точки О до плоскости 1Γ  равно 1h . Область, ограниченную сферой S, обозначим 0D . 

Три области заполнены материалом, в котором не распространяются сдвиговые волны. 
Плотность и волновое число в области Dj равны соответственно ρj, kj, j = 1, 2, 3, ρ1 = ρ3, 
k1 = k3. В точке О расположен точечный сферический источник звукового поля [1]. 

Постановка задачи: требуется найти вторичное звуковое давление pj, j = 1, 2, 3, удов-
летворяющее уравнению Гельмгольца j jp k p 0∆ + = , граничному условию на поверхно-

сти сферической оболочки 1S  (акустически мягкая оболочка): 

( )
11

c 0 1 SS
p p p 0+ = = ,                                                 (1) 

граничным условиям на проницаемой плоскости 1Γ : 
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 – нормаль к поверхности 1Γ ,  

граничным условиям на проницаемой плоскости 2Γ : 
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условию на бесконечности [1]: 

j
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p
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 ∂
− =  ∂ 

, j 1,2,3= .                                     (4) 

Потребуем выполнения также условий непрерывности давления на поверхности сфе-

ры S и скорости на 1S \ S : 

                             ( )c 0 1 SS
p p p+ = ,  
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p p p
,

n n

∂ + ∂=
∂ ∂r r                           (5) 

где n
r

 – нормаль к поверхности 1S \ S . 

Давление исходного звукового поля представим в виде ряда по сферическим волно-
вым функциям [2].  
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где ( )(1)
n 1h k r  – функции Ханкеля, ( )nP cosθ  – полиномы Лежандра, 0kδ  – символ Кро-

некера, P  – const, i  – мнимая единица. 
Давление jp  рассеянного звукового поля в области jD , j 0,  1,  2,  3=  представим в 

виде суперпозиции базисных решений уравнения Гельмгольца [2], принимая во внима-
ние условие на бесконечности (4), 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 1 1 1p p r, p , z= θ + ρ  в 1D , 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

(1)
1 n 1

1 n n(1)
n 0 n 1

h k r
p r, P y P cos

h k a

∞

=
θ = θ∑ ,                                 (8) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 12 k z
1 1 1 0 1

0

p ,z P a J e d
∞

− λ −ρ = λ λρ λ λ∫ ,                            (9)
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 1 2 2k z k z
2 0 1 0 2

0 0

p P b J e d P J e d
∞ ∞

λ − − λ −= λ λρ λ λ + γ λ λρ λ λ∫ ∫  в 2D ,   (10) 

( ) ( ) ( )
2 2

1 2k z
3 2 2 0 1

0

p ,z P c J e d
∞

λ −ρ = λ λρ λ λ∫  в 3D .                      (11) 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



          Аналитические и численные методы исследований в математике и их приложения    113 

Метод решения задачи (1)-(6) основан на использовании теории сложения для волно-
вых функций и парных уравнений. Выполняя граничные условия (1)-(3), и учитывая 
представления для потенциалов (7)-(11) получим бесконечную СЛАУ второго рода с 
вполне непрерывным оператором [3]. Для некоторых геометрических параметров задачи 

найдено значение давления в области 3D . Проведен вычислительный эксперимент. 
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В гильбертовом пространстве H решается операторное уравнение 1 рода 
 (1) 

 

с положительным ограниченным самосопряженным оператором A , для которого нуль 
не является собственным значением. Однако предполагается, что нуль принадлежит 
спектру оператора A , поэтому задача (1) неустойчива и, следовательно, некорректна. 
Для решения задачи предлагается неявный итерационный метод 

 (2) 
 

Обычно правая часть уравнения известна с некоторой точностью δ , т.е. известно δy , 

такое, что δδ ≤− |||| yy  тогда метод (2) примет вид 

(3) 
 

Изучена сходимость метода (2) при точной правой части y уравнения (1). Справедлива 
Теорема 1 Итерационный метод (2) при условии 0>α сходится в исходной норме 

гильбертова пространства. 
Теорема 2 При условии 0>α итерационный метод (3) сходится, если число итераций 

n выбирать из условия 0,,02/1 →∞→→ δδ nn . 

Теорема 3 Если решение x  уравнения (1) истокообразно представимо, то при усло-
вии 0>α для метода (3) справедлива оценка погрешности 

(4) 
 

Для минимизации оценки погрешности вычислим правую часть оценки (4) в точке, в ко-
торой производная от нее равна нулю: в результате получим априорный момент останова 
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