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Теорема 2. Если в уравнении (4) у = 0 и w(z) =  Q'n_i(z)/Qn- i( z ) —Q'n(z)/Qn(z) -  
рациональное реиление уравнения (1) при a =  п Е Z +, где Qn -  полиномы Яблонского- 
Воробьева, то общее решение уравнения, (4) имеет вид u(z) =  (C iQ n + C2Qn-2) /Qn-i 
при £2 =  1 u u(z) =  (C iQ n-i(z) + C 2Qn+l(z)) /Qn(z) при £2 = - 1.
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ОБ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЯХ 
ВТОРОГО УРАВНЕНИЯ ИЕРАРХИИ РИККАТИ

Е.В. Кузьмина

В работе [1] была построена иерархия уравнений, порожденная уравнением Риккати

w'(z) +  7  w2{z) =  0.

Это уравнения вида
D^w =  0, n =  1, 2, 3, . . . ,

где D r есть преобразование дифференциальных выражений, действующее по формуле

D r = + 7w, z Е С, 7  G Е.
dz

При п =  2 получаем второе уравнение из иерархии Риккати

w"(z) + 7 2wz{z) + З7 w(z)w'(z) =  0, (1 )

которое и будет предметом исследования.
Лемма. Решение задачи Коши для уравнения (1) с условиями w(zo) = С\, 

w'(zq) = С2 является рациональной функцией и имеет следующий вид:
1) если С2 ф С2 ф - 7 C l

w{z) = — 
7

то

1 1
+

a =  zq —

z — a z — Ъ 

с ! , у /-2 7С 2 -  72с?
+ -, Ъ = Z0 -

, где (2)

Сг ^/-27C2- 7 2C?
7С? + С2 72с? + 7с2 ’ и 7 1̂ + ^ 2  7^1+7^2 ’

а знаком обозначена одна из ветвей многозначной аналитической функции; 
2) если С2 = —7С\, то

w{z) =
1

7 (z ~ а)'
где a = zq —

7 с у
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3) если С 2 = — j C f ,  то 
2

w(z)
l ( z  -  а)

где a =  Zq —
TC'i

При другом выборе ветви а и b меняются местами.
Рассмотрим уравнение (1) на прямой, т.е. уравнение вида

и"(х) + 7 2м3(ж) + Ъ^и(х)г^ (х) = 0, (3)

и задачу Коши для этого уравнения с начальными условиями в точке Хо на пря
мой и вещественными С ,, С 2. По начальным условиям Коши решение этого уравне
ния однозначно определяется только на части прямой. Но формула (2) задает функ
цию, однозначно определенную на всей прямой, которую будем называть формальным, 
решением, задачи Кош,и.

2
Если С? > — С 2, то формальное решение является гладким и единственным

7
обобщенным решением.

Если один или два полюса лежат на вещественной оси, то формальное решение 
имеет особенности. Такое решение будем называть сингулярным. Ему соответствует 
семейство обобщенных функций [2]. Подставить распределение в уравнение нельзя, 
так как не определено произведение обобщенных функций. Поэтому требуется выяс
нить, какие из распределений, соответствующих формальному решению, и в каком 
смысле можно считать решениями уравнения (1) на прямой.

Пусть Ci(e), С 2(е ) е  С, С\{е) —► С ,, С 2{е) —► С 2 при е —► 0 и Ci(g), С 2{е) тако
вы, что решения w£(x) задачи Коши для уравнения (1) с условиями w£(x о) =  Ci(e), 
w'£(xо) = С 2(е) не имеют особенностей на вещественной оси.

Определение. Распределение W  будем называть обобщенным решением задачи 
Коши для уравнения(3) с условиями и(х0) =  С ,, u'(xq) =  С 2 при заданном способе 
аппроксимации начальных условий, если w£(x) сходятся при е ^ О  к 1Е в смысле 
сходимости в пространстве D'(E).

2
Теорема. Если C f <  — С 2, С 2 /  -7^12, то решения задачи Коши для уравне-

7
ния (1), удовлетворяющие начальным условиям w£(x0) = С\(е), w'£(x0) = С 2(е)} где 
С\{е) —> С 1, С 2(е) —► С2 при е —► 0, имеют вид

ш£{х)
1

7
1

--------- Ь
х  — а£

1
х - Ъ £ )

где полюса

Ci(e) 0 ,(8)
° £ Ж° ^ ( е )  +  С 2(е) +q£’ £ Х° 7  Cf(e) +  C 2(e) Яе

не лежат на вещественной прямой и а£ —> a, b£ —> b при е —> 0 ,

2 _  2C2(g) +  7 C'i(g)

7(7^1 (g) + С 2(е) )2

Семейство w£(x) при е —► 0 почти всюду сходится к формальному решению, за
данному формулой (2) на прямой.
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В  пространстве D '{Ж) семейство w£(x) сходится тогда и только тогда, когда 
знаки Ima(e) и lmb(e) постоянны при достаточно малых е и, в зависимости от 
этих знаков, обобщенным решением является одно из четырех распределений

W ±,±

-р ( —7 \ х  — а +  - а ( ^ - 77 \ х  — о
± т —5а ± гтг—дь-

7 7

Возможны два вырожденных случая.

1. Если С2 = — j C f ,  то b = оо, а =  хо --- —  и, в зависимости от способа аппрок-
761

симации начальных условий, имеется два обобщенных решения

W ± =  - P [  — ?— ) ±  т —5а. 
7 \ х  — а )  7

2. Если С 2 = —-7С*2, то точки a и Ъ совпадают на вещественной прямой. В зави
симости от способа аппроксимации начальных условий существуют три обобщенных 
решения

W ± - Р
7

± ш - 6а, W  =  - Р  ( —  
х  — а/  7 7  \ х  — а

Таким образом, в зависимости от начальных условий второе уравнение иерархии 
Риккати может иметь одно, два, три или четыре обобщенных решения.
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О НЕКОТОРЫХ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛАХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Г.Т. Можджер

Рассмотрим дифференциальное уравнение третьего порядка

у"' =  а ^ — + а2 х̂- + аъуу" + а4у12 + а5у2у', а5 ф О, 
V У2

(1 )

где аг, г =  1, 5, -  постоянные коэффициенты.
Упрощенным уравнением к уравнению (1) является уравнение

У
г/у" у1

а4— — Ь а-2—
У У

которое имеет характеристический многочлен ф(А) = 2А2 + (а4 + 1)А — а2 .
Отсюда, согласно [1], имеем, что а4 + 1 = —2(Ai + А2), a2 =  —2AiA2, где Ai, А2 -  

корни характеристического многочлена.


