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Требования к выполнению и оформлению контрольной работы

Контрольная работа состоит из трех заданий. Вариант, по которому выполняется кон­
трольная работа, выдается преподавателем. Контрольная работа выполняется студен­
том самостоятельно и оформляется от руки в тонкой тетради или на листах формата 
А4. Допускается использование комлыйтерных математических систем для проверки 
выполняемых расчетов. Распечатки полученных документов могул быть приложены к 
контрольной работе.

Для каждого пункта заданий 1 ,2 ,3  оформление выполняется по образцу:.
•  № задания. № пункта. Постановка задачи (переписывается с указанием кон­

кретных данных своего варианта).
•  Решение (записывается в произвольной форме, но аккуратно, логически после­

довательно и достаРючно подробно).
•  Ответ (записывается отдельно или выделяется в тексте решения).

Оформленная контрольная работа отсылается на проверку не позже, чем за две не­
дели до начала сессии. Работа, выполненная не по своему варианту, возвращается сту­
денту без проверки. Если в выполненной контрольной работе преподаватель обнаружи­
вает ошибки, то контрольная работа возвращается студенту для их исправления. Работа 
над ошибками прилагается к ранее выполненной работе. Не удаляйте листы с ошибка­
ми. а также записи с замечаниями рецензента!

Правильно выполненная контрольная работа получает отметку «допуск», остается у 
преподавателя и является одним из условий допуска студента к экзамену по соответст­
вующей дисциплине.



Задание 1. Множества, векторы, соответствия, отношения.
Дано:
• универсум U ={xj х -  целое, 0< х <  9};
• множества А, В, С, D из U, заданные описанием или перечислением своих элемен­

тов (см. таблицу I):
• множество М, определяемое так, как указано в таблице И.
• множества Mi, М2, Мз, М4, Ms, Me, заданные выражениями (см, табл. III).

1. Определить, из к а ш  элементов состоят множества U, В, D и М, и записать их пере­
числением, приведя письменное обоснование полученных результатов.

2. Представить выражение, задающее множество Ms, диаграммой Эйлера (на диаграм­
ме кругами изобразить те из множеств А, В, С, D, чьи обозначения имеются в исход­
ном выражении для Ms, и заштриховать соответствующую область),

3. Используя свойства операций над множествами, привести выражение, задающее 
множество Ms, к виду «объединение пересечений элементарных множеств).', макси­
мально упростив при этом получаемое выражение.

Примечание, Под «элементарными» здесь понимаются множества А, В, С, D, А , В, С, В,
4. Записать предложенные выражения (см..- табл. IV), подставив р НИХ данные своего 

варианта. Найти значения получившихся выражений.
5. Даны множества X = Y = {1,2,3,4,5} и соответствия Q r f t  XxY) Э1',2,3,4 (см. таблицу 

V). Определить, какими свойствами обладает каждое: Шсоответствий Q, (1=1,..,,4) 
(всюду определенное, сюръективное, функциональное,: и иш м аной , биективное).
В зависимости от этого выполнить следующее:
5.1. Если соответствие Q, всюду определено, функционально, но не инъективно, то 

построить разбиение области определения соответствия на классы эквивалент­
ности по отношению: «два элемента эквивалентны между собой тогда и только 
тогда, когда они принадлежат прообразу одного и того же элемента»,

5.2. Если соответствие Qi сюръективно, инъективно, но не функционально, то по­
строить разбиение области значений соответствия на классы эквивалентности по 
отношению: «два элемента эквивалентны между собой тогда и только тогда, ко­
гда они принадлежат образу одного и того же элемента».

5.3. Если соответствие Q-, не инъективно и не функционально, то найти нижнюю и 
верхнюю грани множества Qi, введя на этом множестве отношению порядка, по 
которому сравниваются векторы одинаковой размерности (если a=(ai,a2) и 
b=(bi,b2), то а <  b тогда и только тогда, когда а, <  Ф, 1=1,2).

5.4. Если соответствие Q, является биекцией, то построить соответствующую ему пе­
рестановку на множестве X и разложить ее на циклы.

Таблица I. Множества А,В,С,Р:
№ А В С D
1 (3 ,2 ,5 ,6 } {xeU | х  -  четное} {3 ,6 ,4 ,7 ,8 ,9 ) {xeN 15 < х ь 9}
2 {8 ,6 ,0 ,2 ,3 ) {хеМ | x=2k-3, к=2,3,4} (5 ,3 ,6 ,1 ,0 ,2 } {хеМ | (х-3)(хМ) =0}
3 (1 ,0 ,3 ,8 ,7 ,5 } (xeU | х  - четное) {3 ,6 ,4 ,7 , 8 ,9} {xeN ] |х-5|<5}
4 {7 ,0 ,4 ,3 , 6 ,8 ) {xeN | х-2{к-2), к-2,3,5} {0, 3 ,4 ,2 , 8 .5} {xeN | х Ч = 0  и п и х М )
5 {8 ,1 ,7 ,5 } {xcN | |х-3|<4) {1 ,8 ,7 ,3 , 2 ,6} {xeU | х<3 и хгй)
6 {6, 7, 0, 4, 1} {xsN | (х-5){х-7) =0} {5, 7 ,3 ,6 ,1 ,0 } {xsU | х - четное}
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№ А В C 0
7 {2, 6, 0, 9,8} {xeN i 2 s  х <г 63 {6 ,9 ,0 ,1 2 ,3 } {xek! | |x-2|<3}
а {5 ,8 ,2 ,3 } {Xell j х - нечетное} {1, 6, 7, 9, 3} {x e ll i x<5 и x>7}
9 {5 ,2 ,1 ,8 ,3 ,6 } 1 _ б М |(х Д ^ 2 5 )= 0 } (5 ,9 ,2 ,3 ,1 } {xs M | x=3k+3, k=0,1,2}
10 {2 ,1 ,5 ,6 , 7} |х е и  [ х>1 и х<б з {1 5 ,0 ,7 ,3 } {xeN|(x2-9)(x-1)=0}
11 {4 ,7 ,3 ,2 } ■ {x e ll | х<4 и х>8} {8, 2, 5, 3 ,0} (x e ll j x -нечетное}
12 {7,1,6, 8 Д  5} {xeN [- ’x=3k+1, к= 01 21 {0, 3, 5} {xe U | 2<|x-3|<9}
13 {4 ,0 ,2 ,1 ,5 ,8 } {xeN 10 < х < 4} {8, 4, 5,2, 0} { x e i  i |X-2|<4}
14 {1 ,3 ,6 ,4 ,2 } {xeU jx  = '2 k, к=0,1,3} {7 ,2 ,5 ,6 ,1 ,0 } {xeU | (x2-25)(x-2)x =0}
15 {9 ,0 ,1 ,2 ,3 } {xeN 12<lx-4|<5} {7 ,6 ,1 0 , 8,5} (x e ll | X=3(k-2), k=2,3,4}
16 {4, 0 ,6 ,2 ,8 ,3 } {xeN | x=4fk+1), к Д 1 } {2,7, 3, 6} {xeU i x - нечетное}
17 {1.5,6} {x e U |2 < x < 7 } (6, 0 ,7 ,3 , 8,1} {xeN | (x-7)(x-8)x =0}
18 {0 ,7 ,3 ,8 ,1 } (xsU  | x>3, x - четное} {1 7 ,3 ,0 } {xeN | x кратно трем, x<10}
19 {7 ,9 ,2 ,3 } {xe l)| 3 s x < 7 } {4 ,5 ,0 ,1 3 ,9 } { x s U |x < 5  и x > 7 }
20 {0,8,5} { x e N |2 ^ |x 3 I< 7 ) {4 ,1 6 ,3 ,5 ,2 } {xeU |x^9x+20=0}

Таблица II. Множество М:
№ Условия, определяющие множество M № Условия, определяющие множество М
1 DcM, СпМ =0, ОгМ, |М]=2, М\В = {5} 11 МсА, В г ^С п Ш 0 , |М|=2,беМ, [МоС|=2
2 AnBsM, [М|=3, И С = 0 , ОеМ, (DAB)\M={2,5} 12 |М|=2, (D \A)nM *0, М е А , ОйМ, B O C u D n M *0
3 (В\А)оМ^0, М л р С ) = 0 , Mq B, |М|=2, 6еМ, 

AnBnDcM
13 МсАпС, }М|=2, М п 8 = 0 , 8«М, 6АСМ0, 

[М\{?,4,6,8}[=1
4 jM|=2, МсА, B u C u D n M *0 ,4еМ 14 |Ml=3, McC, D n B n M *0 , МоА=[ЗД4}, ОеМ
5 McD, |М|=3, 7еМ, {В\А)пМ=0, M nC nD =0 15 C\{MuD)={7,8,5}, McBuD, 6g-M, |М|=3, (А \В )пМ *0
6 ОеМ, МШ=0, |М|=2, |(AnC)lMj=2, МеОВ, 6«М 16 Mq A, Вп М =0, |М[=2, (СЮ)п М={2), Ое=М
7 {Ап8р={6}, |М|=3, fc C , {7,8,9}сЙ, 1йМ, 

(О\{2})пМ*0
17 M c D , !М|=2, AnBnCcM, 9gM, (С\В}пМ=0, 

{2,3,4feM
8 В\С= М, М пС =0, |М|"2, МсА, 2еМ 18 M e l , D\(CuB)cM, 5®М, |М|=2, Мп{О,1,2,3}=0
S |М(=3, Мсб, 0\М={4}, ОгМ, М пС =0 19 M nA=0, |М(=2, Mg;DnC, 0«М
10 М п 8=0, |М}=2, СМ=.{1,0,7,3}, 4е=М, С п б с М 20 tife i , М1С=0, № 3 , 2еМ, Мп{О,1}=0

Таблицами!. Множества M i. №. Мз, Мд, Ms, Me:
№ Mi Nb Мз Мд Ms Me
11 А D с  дБ BnD (Мз)\М | Мди (Мг)
12 В А АЛО CVD Mi \ j  Мз М дп (Мг)
13 С D В п А B&D Mi w  Мз (Мг)\Мд
14 D А СиВ А п С и л  Мз М-* Д  Mi
15 С В CAD АШ №bnM1 (М г)иМ д
16 А С В\б СиА Mi ДМ з М дпМ г
17 А в В VC CuD Йз n  Mi. Мд Д (Мг)
18 В А DnA АДС Мз kj  Mi л Щ
19 D В В\С ВпА Mi ДМ 2

20 А С АДО D u B Мз n  Mi I M i\  М2

№ M i М г Мз Мд Ms Me

1 А в А \б А пС Мз Д Mi M2  U  йд
2 D с АиВ С\В (М3) \ j  М1 Мг ДМд
3 В б с \а : ОДС М1 п  Мз М ги {Мд}
4 D А BOD СпВ Mi А  Мз M i\ М2

5 С D С‘п В :СДА Mi \ (Мз) М ги  Ш
6 С А D u B D\A Mi Д Мз (Мг} П  Мд
7 D С А пС А\В M3 A M 1 Мд и  Мг
8 С В в \б АДВ ж т г ш М ги  Мд
9 А 6 А п В ВиС M i\S b (М2}ДМ д
10 В С DuB DW (Мз) Д Мд М дп Мг
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ТаблицаIV. Выражениядпяюстадтент

ю

a) (MsxM) ) Прг.з (MixMsxhfe) 
af^(npfMz)x № л  ПРи{М$хМи№з| 
а) ПРг. з № л  npi, з (МвхМгхМз) _
a) npi.2(M5xM4xMi) n  (М5хМ)

Пт  7 (МбхМзхМэ) \  Прг, з Мэ 
Д Г ЙПргМ2)*  Щ\Пр<, з (MjxMixMs)

11
12

a) IMsxM) л  Пр1, з (МдхМгхМз) 
a) (MsxM) \ Пргз (MixMsxM-t)
а) Пр|,г n  (MsxM)
а) Прг. з (МгхМзхМб) \ (М;хМ)

б) Прг,з№г-, (Прз (M2xM4x{ife) х Пр) (МзхМ))
б) (ПР1 (MsxMzxMj) х ПР 1 (МзхМЩ ((ПРгМ8)*  М«)
б) (MsxM) \ (Пр2 (М хМз) х Прз {М4хМ]хМб))
6) (Прг (МгхМбхМб) х Прз (МзхМ)) \ Пр1, г М3

а) Пр1,г(М<хМ;хМэ)\ ((ПрзМг)х Мз) 
а) При (М б*М зхМ  л  Прг, з М3 . ... 
а) П риМ 3\Прг,з(МзхМбхЩ  
а) 'ПргМг)х M s n f lp u  (МзхМгхМе) _

б) (MtxM) n  ( llp i (М;хМ) х  Прг (МгхМехМ])) 
б) (Пр1 (МбхМзхМз) х Прг (Mxfvfe)) п  Пр?,з М3 
б) (Прг (MsxMexMi) х Opi (IVUxM)) п  (МбхМ)

(Прз (Mi хМ2хМб)хПр1(М4хМ))\Пр2 з (МгхМгхМв)
б) Пр1,2(№х^хМ2)п(Прг(М<хМ)хПр4МехМ4хМ5))___

15 а) Пр1,г(М5х1у1зхМб)\Пр2,зМ3 __
16 a) (MsxM)onpi.3(M5xMixM<)
17 а) П р и М З п  Прг.з (М|хМбхМз)
18
19
20

а) Пр1.2(М5хМзх1А)п((Пр<М2)х Ms)
а) Пр2.з(МтхМ4хМб)\(М5хМ)
а) Пр) з(МвхМзхМ^)Г|Пр2,зМ3

прямого произведения множеств:

б) (Прз (Ml xM4xMs) X Пр2 (MsxM)) \ (МехМ)
б) Пр1,з № \  (Hpi (МбхМ<хМ<) х Прг (МзхМ))

(Прг (М»хМбхМз) х Прг (Мзх М)) л  ((Пр1 М2)х Ms)
б) (Прг { Ш Щ  х Прз (МгхМехЩ )  \ \{Пъ №)х Мэ)
6) J T p u ^ C iiO f i lJ y a ^ ^ )  * Пра (MixMtxMs))
б) (Hpi (Ц>хМ) х Пр? (Mi хМЦхЩ) л  JMsxM)_
б) гМ3

)_ (Прг(МгхМ8хЩхПр< (МахМ))\Пй. з (МдхМзхМе)
б) (МбхМ) \ (npiJMjxMgxMe) х !1pj (MixM))
б) (Hpi (MsxMaxMi)хП рг(М хМ в ))о П р и № _

1 ПР1.г (MgxMsxMi) \ (Прг (М|хМ;,хМв[х Прг (М<хМ))

i а 
№

ЩГИЦв V,
Qi

л .
СЬ o is ' ........... СЦ

4 (1,2), (3,1), (4,1), (5,1), (2,3) (1,3), (1,4), (1,5), (2,1), (2,2) (Ш 2 ,3 ),(Ш 5 ,4 )Д Э ,5 )
г (3,2), О Д  (1,4), (2,1), (5,5) [ ( Ж Т Ш Ш Ш з . з ) (5.2) , (3,4), (4,5), (2,4), (1,5)

(1.2) , ( m ( W ( 2 , i ) , ( 3 T f
(2,5), (5,1), (4 ,4 ),]ЗЛ Л 1^ 
(1.3), (2.2). (5.3), (4,5), (2,3)j3 (2,2), (4,3), (5,4), (1,1), (3,5) 71.31.13.4), (2,5), (5,3), (4,4)

4 (1,2), (1,3), (1,4), (1,6), (3,1) (1,2). (4,4), (5,5), (2,3), (3,1) (1,2), (1,4), (4,3). (3,5), (2,2) (1,3), (2,4), (5,5), ( З Д М

5 (12), (2,3), (4,4), (5,5), (3,5) (5.1). (3.4), (1,2), (2,3), (4,5} (2,2), (1,4), (1,5), (2,1), (4,3)
6 (1,2), (2,3), (3,4), (5,1), (4,5) (4.2). (3,3), (1,4), (5,2), (1,3) (1,2), (2,4), (1,5), (3,3), (3,1) (1.3), (2.4), (3,4), (5,5), (4,5)
7 (2,3), (4,3), (2,1), (3,5), (1,4) (21) (12), (3,3), (5,4), (4,5) (2,2), (1,4), (5,5), (3,4), (4,5) (1.3). (2.5). (3,4), (ЗТ)> (4,2)
S (1,2), (4,2), (3,1), (2,5), (4,4) (1.3). (5,2), (5,5). (2,4), (3,1) (1,2), (2,4), (5,5), (3,5), (4,5) (2,4), (1,5), (3,3), (4,2), (5,1)
9 (5,2), (5,5), (4,1), (2,4), (1,3) (1.3), (3,4), (4,5), (5.2), (2,1) (4,3), (1,3). (5,4), (2,5), (3,3) (1,4), (4,3), (3,5), (2,2), (23)
10 (2,4), (1,4), (3,2), (4,5), (5,4) (2.2). (5.2), (4,2), (1 Д  (2,3) (2,3), (3,2), (1,4), (3,1), (4,5) (5.2). (1.3), (2 ^ (4 4 )Д З Л '
11 (2,6), (5,1), (3,4), (4,2), (1,3) (5,4). (1,3), (4,2), (2,3), (3,3) (1,2), (1,5), (3,4), (5,1), (2,3) (5,3), (2.31, (4,1), (3,1), (2,2)
12 (5,3), (3,5), (4,3), (2,1), (1,4) (2.3). (5.4), (4,5), (1,5), (3,5) (1,4), (2,5), (3,1), (4,4), (5,3) (1,4), (1,2), (1,1), (2,5), (3,3)
13 (1,1), (1,2), (1,4), (2,3), (3,5) (5 ?) (2.5). (4Д), (3,4). (1,2) (5,2), (3,3), (2Д, (1,4), "(1,3)f a ) ,  (2,5), (5,3), (1,5), (4,52

[14 (1,2), (5,3), (2,4), (4,4), (3,5) 
(4 Д  (1,1); (5,4), (2,5), (32)

(1 7), (1,1). (1.5), (3,3), (4,4) (4,2), (5,1), (1,4), (3,3), (2,5) (2,2), (4,2), (1,4), (3,2), (5,1)
15 (4.3). ( 1 Ж Ш « ) ,  (2,5) (4,3), (2,4), (4,5), (4,1), (1,4) (1,5), (1,3), (2,4), (3,1),М
16 (1,4), (4,1), (3,5), (2,2), (5,3) (1.2). (1.1), (2,3), (2,5), (2,4) (2,2), (4,4), (5,3), (3,4), (1,5) (3,1), (2,4), (3,5), (4,2). (53)
17 (1.4), (1,2), (1,5), (2,1), (3,3) (11) (741. (3,2), (1,5), (4,1) (2,3), (5,2), (1,4), (3,1), (4,5) (3,4), (5,5), (4,3), (2,5, ((.'>),
18 (5,2), (4,3),-(3,4), (1,5), (2,5) (711 /1.4). (3,2), (4,5), (5,3) ,(1,1), (1,3), (2,2), (3,5), (4,4) (2,3), (4,1), (5,2), (Т4), М
19!{3,5), (4,2), (1,5), (4,3), (2,2) (4.3). (1.4), (2,3), (5,4), (3,5) ,(1,3), (1,4), (2,1), (2,5), (3,2 (5,4), (1.3), (4,2), (23). (3,1)
201(5,2), (1,3), (4,4), (2,4), (3,5) (2,4), (5,1). (4,3), (2.4), (5,2) (5,2), (1,5), (3,4), (4,1), (2,3; (1,4), (1,1), (2,2), (2,ЗУ4,3)]
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Теоретические сведения и примеры выполнения Задания 1 
Множества

Множество -  одно из основных понятий современной математики, используемое поч­
ти so всех ее разделах. Любое понятие дискретной математики можно определить с по­
мощью понятия, множества. Во многих вопросах приходится рассматривать некоторую 
совокупность, элементов как единое целое. Для математического описания таких сово­
купностей было введено понятие множества. «Множество есть многое, мыслимое нами 
как единое». Строгого определения множества не существует (так же, как не существует 
определения точки з геометрий). Будем говорить, что 

Множество -  это любая определенная совокупность объектов, которые мы рассмат­
риваем как единое целое. Объекты, составляющие множество, различны и отделены 
друг от друга.
Пояснения к определению множества:

“  совокупность объектов. Как предметы рассматриваются уже не отдельные объекты, а 
их совокупности. Свойства отдельного объекта не важны. Сравнение: множество -  
это «мешок с  элементами».

■ объекты различны и отделены д р у г  от друга. Нельзя, например, говорить о множест­
ве капель в стакане воды, так как не возможно четко и ясно указать каждую отдель­
ную каплю. В множестве не должно быть одинаковых (неразличимых) элементов. 
Синонимы слова «множество»: «класс», «область», «совокупность».
Объекты, составляющие множество, могут быть самой различной природы.
Примеры, Множество может состоять из всех;
а) натуральных чисел 1, 2,3 ,. . . ;
б) студентов некоторой группы;
в) студенческих групп 2-го курса машиностроительного факультета.
Объекты, составляющие множество, называются его элементами.
Пример. Число 3 -  элемент множества натуральных чисел; буква б -  элемент множе­

ства букв русского алфавита.
Множества как объекты могут быть элементами других множеств.
Множество, элементами которого в свою очередь являются множества, называется 

системой множеств.
Общее обозначение множества -  эта пара фигурных скобок { } ,  внутри которых пере­

числяются или описываются элементы множества. Элементы множества обозначаются
строчными буквами х, у , ..., или строчными буквами с индексами ai, аг.......

Пример. Если множество состоит из элементов а, Ь, с, то пишут: {а, Ь, с }.
Чтобы ссылаться на множества, не перечисляя их элементы, сами множества обо­

значаются прописными буквами A, S, X , ... или Xi, Х2.......
Пример: Если из элементов а, Ь, с состоит множество S, то пишут: S={a, b, с}. 
Принадлежность элемента множеству обозначают символом е.
Примеры
1} a e S  -  элемент а принадлежит множеству S (является элементом этого множест­

ва), х г З  -  элемент х не принадлежит множеству S (не является его элементом).
2) Рассмотрим три множества: А={0,1}, В - { {0 ,1}, 2} и С ={{{0 ,1}, 2}, 3}. Верны следую­

щие соотношения АеВ, ВеС, но А й С.
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Множества делятся на конечные и бесконечные. -
Множество называется конечным, если оно состоит из конечного числа элементов, 

т.е. если существует натуральное число п, являющиеся числом элементов множества.
Бесконечное множество содержит бесконечное число элементов..
Пустое множество -  это множество, не содержащее ни одного элемента.
Пустое множество обозначается символом 0 .  Пустое множество относят к конечным 

множествам. Это единственное множество, при обозначении которого никогда не ис­
пользуются фигурные скобки. ( 0  и { 0 }  - это разные множества.)

Пример. Примеры конечных, бесконечных и пустых множеств:
1) приведенные на предыдущей странице множества S, А, В, С -  конечные.
2) множество натуральных чисел М, множество целых чисел 2, множество рацио­

нальных чисел й , множество действительных чисел к  {множество всех точек числовой 
прямой]-бесконечные.

3} множество нечетных чисел, нацело делящихся на 2 -  пустое.
Пустое множество введено в математике для удобства. Так, без понятия пустого мно­

жества мы не могли бы говорить о множестве отличников в группе или о множестве ве­
щественных корней уравнения, не убедившись предварительно, есть ли в данной группе 
отличники и имеет ли данное уравнение вещественные корни; Введение пустого множе­
ства позволяет спокойно оперировать, например, с множеством-отличниковтруппы, не 
заботясь о том, есть ли в данной группе отличники.

Одной из'основных характеристик конечного множества является число его элемен­
тов. Число элементов в конечном множестве М называется мощностью множества М и 
обозначается |М |,

Пример. Множество М={1,4, 2 ,10 ,3 } имеет мощность 5 (|М |=5), |0 |= О , но |{0 } |= 1 .
Чтобы оперировать с конкретными множествами, надо уметь задавать эти множества. 

Чтобы задать множество, нужно указать, какие элементы ему принадлежат. Это можно 
сделать следующими способами:

•  перечислением элементов: M={a-i, а г ,.... а„};
•  описанием: М={хе1! | Р(х)}.
Перечисление -  это задание списка элементов множества или списка их обозначе­

ний, разделенных запятыми,
Список обычно заключается в фигурные скобки. Перечислением можно задавать 

толью конечные множества. Для сокращения записи X={xi, хг, х„} иногда вводят 
множество индексов Ц 1, 2......n}; Х={х:}, ie f.

Описание состоит в том, что указывается свойство (или проверяется некоторое усло­
вие). Если данный элемент обладает этим свойством (или для него выполняется данное 
условие), то он принадлежит определяемому множеству, иначе -  не принадлежит.

Описанием можно задавать и бесконечные, и конечные множества.
Пусть Р(х) -  сокращенное обозначение предложения «элемент х обладает свойством 

Р». Тогда множество всех элементов, имеющих свойство Р, обозначают так: {х j Р(х)} 
(«множество всех х таких, что Р(х) истинно»). Если х выбирается из множества U, и это 
нужно отразить в описании, то пишут: {x e ll | Р(х)}.

Описание свойств должно быть точным и недвусмысленным. Например, множество 
всех хороших фильмов 2005 года разные люди зададут разными списками, быть может,



пустыми. Сами критерии отбора при этом будут различны. Такое множество нельзя счи­
тать строго заданным.

Примеры.
1) Множество отличников группы можно задать: 
перечислением: {Иванов, Петров, Сидоров};
описанием: {хеМ | х -  отличник группы}, где М -  мн-во студентов конкретной группы.
2) {х I х -  четное} -  множество четных чисел (задано описанием).
3) {xeR jxM  =0}, {+1,-1} —одно и то же множество задано описанием и перечислением.
4) {хеМ 12<х<210} -  множество всех натуральных чисел от 2 до 210.
Существует несколько видов отношений между множествами.
1. Отношение равенства.
Два конечных множества М и N называются равными (M=N), если они состоят из од­

них и тех же элементов.
M *N, если в М есть элементы, не принадлежащие N, либо наоборот.
Следствия:
1) Порядок элементов в множестве не важен.
2) Все пустые множества равны (существует только одно пустое множество). 
Примеры.
1) {2 ,4 ,5,6}={4,5, S, 2}
2) Множества {0 ,1 } и {{0 ,1 }} не равны, так как первое -  двухэлементное, а второе -  

одноэлементное.
2. Отношение включения.
Множества А включено в множество В (или содержится в множестве В), если любой 

элемент множества А принадлежит множеству В. В этом случае говорят, что множество 
А является подмножеством множества В. Обозначается: А сВ , с  -  знак включения.

Запись А с В  равносильна тому, что А сВ  и А^В. Используется, если нужно подчерк­
нуть, что В содержит и другие элементы, кроме, элементов из А (разница между с  и с  
равносильно разнице мевду <  и <),

Если АсВ , то А называется собственным подмножеством множества В,
Примеры.
1} Множество.четных чисел,есть подмножество множества Z целых чисел.
2) {1, 2} с { 1, 2,3 ,4 }.
Некоторые свойства отношения включения:

* А с А  (рефлексивность).
■ Если А сВ  и ВсС, то Aq C (транзитивность).
* Если А с В  и ВсА, то А=В (два мн-ва равны, если они - подмножества друг друга).
■ VA: 0 с  А  (пустое множество есть подмножество любого множества).

Из свойств 1} А сА  и 4) 0 с А  следует, что подмножества А и 0  являются несобствен­
ными подмножествами множества А. Значит, 0  и каждое одноэлементное множество 
обладают только несобственными подмножествами.

Пример. Все возможные подмножества множества {а, Ь} (их всего 4):
0 ,  {а}, {Ь}, {а, Ь), из которых {а} и {Ь} -  собственные.

Замечание. Нельзя смешивать отношения принадлежности (е ) и включения (с ). Хотя 
1 е  {1, 2}, но {1} * { 1, 2}, зато {1} с { 1, 2}.
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Множество всех подмножеств множества М называется множеством-степенью или 
булеаном (обозначается 2м или Р(М)). Булеан существует для любого множества М.

Теорема. Число всех подмножеств конечного множества М равно 2М.
Примеры 1) Если А={а, Ь}, то |Р(А)|= 24= 22= 4, Р(А)={0, {а}, {Ь}, {а, Ь}}.
2) Если В={1. 2, 3}, то |Р(В)|= 2^ = 8, Р(В}={0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}, {2, 3}, {1,2 ,3}}.
Теперь определим способы конструирования новых множеств из уже существующих, 

т.е. определим операции над множествами.
Если все множества, рассматриваемые при решении определенной задачи, являются 

подмножествами некоторого множества U, то множество U называется универсальным 
для данной задачи, или универсумом.

Для каждого множества М существует множество всех его подмножеств Р(М). По от­
ношению к системе всех своих подмножеств любое множество является универсумом.

Операции над множествами
1) объединением множеств М и N называется множество, каждый элемент которого 

принадлежит либо М, либо N, либо М и N одновременно: M(JN = {aeU  | аеМ  или aeN}.
2) пересечением множеств М и N называется множество, каждый элемент которого 

принадлежит и множеству М, и множеству N: Mf)N = {aeU | аеМ  и aeN}. Множества

называются непересекающимися, если они не имеют общих элементов: MDN = 0 .
3) разностью множеств М и N называется множество, все элементы которого при­

надлежат М и не принадлежат N: М \ N = {a e U ! аеМ  и a e N }.
4) симметрической разностью множеств М и N называется множество, все элемен­

ты которого принадлежат объединению множеств М и N и не принадлежат их пересече­
нию: MAN = (M U N )\(M nN ) = {a e U  |а е  MUN и ag Mf|N }или

MAN = (M \N )U {N \M )= {a e U  j(a e  M и a g N )m iH (a e N  и аеМ )}.
5} дополнением множества М до универсума называется множество М, состоящее 

из всех тех элементов универсума U, которые не принадлежат М: M=U\M={ aeU [ а^М }.
Пример. Пусть задан универсум U и его подмножества X и Y.
U={1,2, 3,4, 5 ,6 ,7 ,8 , 9}, Х={1, 2,3, 4, 5}, Y={2,4 ,5 ,6 , 7}.
Объединение: XUY = {1 ,2 ,3 ,4 , 5 ,6 ,7 ,8 , 9}

Пересечение: X flY  = {2 ,4 ,5 }
Разность: X\Y = {1-3}
Симметрическая разность: XAY ■ = {1, 3,6, 7}
Дополнение: X = {6 ,7 ,8 , 9}
Операции над множествами можно изображать графически с помощью диаграмм

Эйлера, Внешняя прямоугольная область каждой диаграммы соответствует универсуму. 
Диаграммы Эйлера, чьи закрашенные области соответствуют указанным операциям:

j • « Э V 0 @
объединение 
мн-вМ и N

пересечение 
мк-в М и N

разность 
мн-вМ и N

симметрическая 
разность М и N

дополнение 
мн-ва М

мн-ва М и N не 
пересекаются
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Операции объединения и пересечения определяются для произвольной, в том числе 
и бесконечной совокупности множеств.

Обозначение AUBUCUD используется, если совокупность содержит небольшое коли­
чество множеств. Объединение всех множеств совокупности S может записываться так:оо .
(JA| -  когда S={Ai, А г , ..., A,}; JJ Aj -  когда S является бесконечной совокупностью, и
Ь=1 . ы

ее Множества занумерованы подряд натуральными числами.
Используя операции над множествами, можно выражать одни множества через дру­

гие, при этой сначала выполняется одноместная операция дополнения, затем пересе­
чения, только затем объединения. Для изменения этого порядка используют скобки.

Пусть U -  универсум, и Fi, F2, F3- любые его подмножества, заданные сколь угодно 
сложными выражениями. Тогда справедливы следующие

1. Идемпотентность:
2. Коммутативность:
3. Ассоциативность:
4. Дистрибутивность:
5. Свойства нуля:
6. Свойства единицы:
7. Свойства дополнения:
8. Поглощение:
9. Законы де Моргана:

Свойства операций над множествами:
F iU .F i = Fi F id F i  = Fi
Fi и  F2 = F2 и  Fi F1П  F2 = F2 П F1
F1U (F2U FsH F i U F2) U F3 F i П  (F a il F3)=(Fi П Fj) П  F3 
F1U(F2n F 3H F iU F 2)n(F 'UF3) F in (F 2UF3)=(FinF2)U (F in  F3) 
F1U 0  = F, F i n 0  = 0
F1U U -  U 

F1U Fi = U 

Fi U (Ft П F2) = Fi 

EJUF^= Fi П F2

F iD U  = R  
h ( \ F3= 0  
F if l( F iU F 2) “ Fi 

F iU  F2

10. Инволютивность: F) =  F1
11. Свойство разности: Fi \ p2 = Fi П

Замечание. Свойства 1-10 справедливы только для операций объединения, пересе­
чения и дополнения,

Пример, Докажем с помощью свойств операций над множествами, что 
{М \  N)U(N \ M)={MUN)\(Mf|N).

{М \  N) U (МЛ М) -[избавляемся от знака разности по свойству 11]= (М П  N )U  (М П- М) = 
=[по свойству 4 раскрываем вторую пару скобок, принимая первую пару скобок за одно 
множество]* р  П N) U  N) П  ((М П N) U М) =[в пределах каждой большой скобки 
опять применяем свойство 4, стремясь к тому, чтобы множество и его дополнение ока­
зались рядом]* {(М U N )f|{  N U N ) )П р и  М)П( NU М)) =[посвойству7 получаем,что

. объединение множества и его дополнения дает универсум U]= ((М U  N) П U ) П  (U П  ( N 
U М)) =[по свойству 6 пересечение универсума с множеством дает это же множество]* 
(М О N) П  ( Й U  М) =[по закону де Моргана]* (М U N) П  M ffN  =[по свойству 11]= 

=(MUN)\(MnN).
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Векторы
Вектор -  это упорядоченный набор элементов. Место каждого элемента в векторе 

является вполне определенным и не может быть произвольно изменено.
Элементы, образующие вектор, называются координатами или компонентами век­

тора. Координаты нумеруются слева направо. Число координат вектора называется его 
размерностью.

В отличие от элементов множества, координаты вектора могут иметь одинаковые 
значения. Для обозначения вектора используются круглые скобки.

Запись a=(ai, аз,..., а„) означает вектор а размерности п с компонентами at.aa,.... ап.
Векторы размерности 2 часто называются парами {или упорядоченными парами), 

векторы размерности 3 -  тройками и т.п.
Два вектора равны, если они имеют одинаковую, размерность и соответствующие ко­

ординаты их равны, т.е. векторы {ai, а з ,..., ат ) и (bi, Ьг...... bn) равны, если m=n и ai=bi,
а г - Ь г , am=bir

Прямым (декартовым) произведением множеств А и В (АхВ) называется множест­
во всех пар, 1-я компонента которых принадлежит множеству А, а 2-я -  множеству В.

Таким образом, элементами прямого произведения АхВ являются пары вида (а, Ь):
АхВ={(а, b) | аеА , ЬеВ}.

Результат прямого произведения зависит от порядка сомножителей: в общем случае
XxY^YxX.

Если А -  В, то обе координаты прямого произведения АхВ принадлежат А. Тшгое 
произведение обозначается А2.

Операция прямого произведения распространяется и на большее число множеств,
Прямым произведением множеств Ai, к г , .... А„ называется множество, обозначаемое 

AixA2x...xAn и состоящие из векторов длины п, первая компонента которых принадле­
жит Ар вторая - А г ......п -я -А „: A ixA 2x...xAn~ {{ai, аг....... an)|a ieA i, а геА з,.... апеА„}

Пусть А -  произвольное множество. Прямое произведение п одинаковых множеств, 
равных А, обозначаем А ":,АхАхАх...хА ,=А".v----------п

Вывод: Любой вектор размерности п является элементом прямого произведения 
XixX2x...xX„ некоторых множеств X i...... Хп. И наоборот, прямое произведение п мно­
жеств состоиттолько из векторов размерности п.

Примеры.
Пусть Х={1,2,4}, Y={3,5}, Z={1}. Тогда XxY={(1l3),(1,5),(2,3),(2,5),(4,3),(4,5)},

ZxX={(1,1),(1,2),(1,4)},YxZ={(3,1),(5,1)},XxZxY={(1,1,3),(1,1,5),(2,1,3),(2,1,5),(4,1,3),(4,1,5)}
Теорема (о мощности прямого произведения множеств).
Пусть А и В -  конечные множества. Тогда jAxB[=|A|-jB|, т.е. мощность прямого произ­

ведения этих множеств равна произведению мощностей множеств А и В.
Следствие. |A"j=|Ajn.
Проекцией вектора v = ( v i , ..., v„) на ню ось (/=1,2.. .п) называется его /-я компонента:

Пр; V = Vf.
Проекцией вектора v=(vi,...,Vn) на оси с номерами /i,...,/k называется вектор 

(Vi, размерности к: !'б ц,„ .^ у  =  (уц .....
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Пример. Прз(3,4,6,7,9) = 6, Прг,5(3,4,6,7,9) = (4,9).
Операция проектирования множества тесно связана с операцией проектирования 

вектора и может применяться лишь к таким множествам, элементами которых являются 
векторы одинаковой размерности.

Пусть V -  множество векторов одинаковой размерности, равной п, Тогда проекцией 
множества V на но ось (/=1,...,п) называется множество проекций всех векторов этого 
множества на /-ю ось: Пр; V = {Пр/v | ve  V}.

Аналогично определяется проекция множества V на несколько осей: 
fe-ii... iKV ~ fI6 u... ifev |v e V }  ,

Если множество состоит из векторов одинаковой размерности, то проекции позволяют 
рассматривать множество только первых компонент этих векторов или (множество толь­
ко 1-х и 2-х компонент и т.д.

Примеры. Прз{(1,1,3),(!,1,5),(4,1,5)} = {3, 5,'5} = {3,5}.
Прт.2{{1,1,3)1(1>1|5)1(2,1,3}} = {(1,1),{1,1),{211)}={(1,1)1{2)1)},

Пусть требуется найти проекцию множества X, которое представлено как прямее про­
изведение некоторых-множеств X ixX 2x.,.xXn. Проекция множества X на i-ю  ось есть 
множество i-x компонент всех векторов, образующих множество X. i-я компонента каж­
дого вектора -  йто элемент из множества X;. При этом среди i-x  компонент встретятся 
все элементы множества X, (по определению прямого произведения). Поэтому

Пр,-Х = n p iX ixX 2x...xX« = X.
Аналогично, Пр^ ^  =  Х^ х  Х|? х ...х .
Примеры. Для множеств X, Y, Z, заданных выше, имеем:

Прг XxZxY = Z, npw XxZxY = XxY,
Соответствия

Рассмотрим 2 множества X и Y. Элементы этих двух множеств могут каким-либо об­
разом сопоставляться друг с другом, образуя пары (х, у).

Если способ такого сопоставления определен, то есть для элемента хеХ  указан эле­
мент yeY , с которым сопоставляется элемент х, то говорят, что между множествами X и 
Y установлено соответствие.

Чтобы задать соответствие, необходимо указать:
1) множество X, чьи элементы сопоставляются с элементами другого множества;
2) множество Y, синими элементами сопоставляются элементы первого множества;
3) множество Q cXxY, определяющее закон, по которому осуществляется сопостав­

ление, т.е. перечисляющее все пары (х; у), участвующие в сопоставлении.
Итак, соответствием между множествами X и Y называется подмножество Q cXxY.
Кроме трех рассмотренных множеств X, Y и Q, с каждым соответствием неразрывно 

связаны еще 2 множества:
1) множество Пр-iQ, называемое областью определения соответствия, в которые 

входят элементы множества X, участвующие в сопоставлении;
2) множество ПргО называемое областью значений соответствия, в которое входят 

элементы множества Y, участвующие в сопоставлении..
Если {х, y)eQ  то это означает, что элемент у соответствует элементу х при соответ­

ствии Q.
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Пример. Пусть Х={1 Д  У={3, 5}, так что XxY={(1,3), (1,5), (2, 3), (2,5)}.
Это множество дает возможность получить 16 различных соответствий. Некоторые из 

них: Q p{(1 ,3)}; npiQi={1}, np2Qi={3}. Qa={(1r 3), (1, 5)}; HpiQi={1}, ПраСИЗ, 5}=Y.
Соответствие может обладать следующими свойствами:
1) всюду определенность;
2) сюръективность;
3) инъективность;
4) функциональность;
5) взаимная однозначность.
В примерах будем рассматривать соответствия -  подмножества прямого произведе­

ния ХхУ, где X={xi, Х2, X3},Y={yi, у2,уз}.
Пусть Q cXxY -  некоторое соответствие.
1) Если HpiQ-X: то соответствие называется всюду определенным или полностью 

определенным (иначе соответствие называется частичным).
2) Если ПргО‘ У, соответствие называется сюръективным.
Другими словами, если соответствие Q cXxY всюду определено -  это значит, что при 

соответствии задействованы все элементы из X, если соответствие сюръективно, то это 
значит, что при сопоставлении задействованы все элементы из Y. х, х2

Пример. Между множествами X и Y установим соответствие
QicXxY, Qi={(x2, уг), (ха, yi), (хз, уг)} и рассмотрим его свойства. Q'
HpiQi={x2v хз}^Х=ъ Qi -  не всюду определено,
np2Qi={y2, yi}^Y^>Q? -  не сюръективно. *  »  к
Множество всех yeY, соответствующих элементу хеХ, называется образом х в Y при 

соответствии Q.
Множество всех хеХ, соответствующих элементу yeY, называется прообразом у  в X 

при соответствии Q.
Q cXxY

здесь находятся здесь находятся 
прообразы образы
элементов из элементов из
Пр20  npiQ

{xi, х з} -  прообраз уг при соответствии О?, {y i, уг} -  образ Xi при соответствии Оз
3) Соответствие Q называется функциональным (или однозначным}, если образом 

любого элемента из flp iQ  является единственный элемент из Пр20  (каждому элементу 
из npiQ соответствует только один элемент из ПргО).

4) Соответствие Q называется инъективным, если прообразом любого элемента из 
Пр26  является единственный элемент из npiQ (каждому элементу из ПргО соответству­
ет только один элемент из npiQ),

5) Соответствие Q между X и Y называется взаимно однозначным (биективным), 
если оно всюду определено, сюръективно, функционально и инъективно.

Пример. Рассмотрим CUcXxY, 04= {(xi, yt), (хг, уг), (хз, уг)} -  всюду определено, 
функционально, но не сюръективно, значит, не биективно.
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Установим соответствие QgcXxY, Qs={{xi, уг), (хз, у з ) , (хз, y i)} -  всюду определено, 
сюръективно, функционально, значит, биективно.

Функцией называется функциональное соответствие.
Если функция f устанавливает соответствие между множествами X и Y, то это запи­

сывается так: f: X-»Y.
Каждому элементу х из своей области определения функция f ставит в соответствие 

единственный элемент у из области значений. Это обозначается так: f(x) = у.
Пример. Рассмотрим соответствие fi:X-»Y, Х={х1,х2,хз,х4}, Y -{y it/2,y3,y4}, 

fl = ■£(Х1,У2),(ХЗ,У3)?(Х4ГУ2)}.
f i~  функциональное соответствие, следовательно, это функция.

Пусть f : X-»Y.
Всюду определенная функция называется отображением X в Y (например fi).
Если отображение сюръективно, т.е. каждый элемент из Y имеет прообраз в X, то 

имеет место, отображение Х на Y. . .
Отображение f: А->А называется преобразованием множества А.
Пусть А -  конечное множество. Преобразования-этого множества, являющиеся биек­

тивными, называются перестановками (иногда-подстановками).
Пример. А={1,2,3}. Перестановку обычно записывают в виде матрицы, 1-ая строка ко­

торой содержит все элементы множества А, а под каждым элементом 1-ой строки (во 2- 
ой строке) записывается значение перестановки-тоже элементы множества А. 

f \ 2 f r
а ,

3 1 2
означает, что а(1)=3, а(2 )-1 , а(3 )-2 . Любая перестановка может быть

разложена в произведение независимых циклов, например:
р  23456"| 

326541
=  (136)(2)(45).

Отношения
Бинарным отношением R в множестве М называется подмножество его квадрата: 

R cM 2. Т.к. элементами Ш  являются упорядоченные пары, то бинарное отношение есть 
множество упорядоченных пар.

Элементы а и b находятся в отношении Я  если (a,b}eR (другая запись: aRb).
Аналогично задаются отношения на прямом произведении отличных друг от друга 

множеств: RcAxB , если А^В.
Пусть а, Ь, с -  любые элементы из множества М, R cM  -  бинарное отношение.
Свойства бинарных отношений.
•  Рефлексивность: V a e M  aRa -истинно.
•  Антирефлексивность: V a e M  aRa-лож но.
Все элементы главной диагонали матрицы рефлексивного отношения равны 1.
•  Симметричность: Va, ЬеМ: если aRb -  истина, то bRa -  истинно.
•  Антисимметричность: Va, ЬеМ: если aRb -  истинно и bRa -  истинно, то а=Ь.
Матрица симметричного отношения симметрична относительно главной диагонали.
•  Транзитивность: Va, b, сеМ : если aRb и bRc -  истинно, то aRc -  истинно.
Отношения делятся на различные виды в зависимости от того, обладают или не об­

ладают они некоторыми свойствами. Рассмотрим два основных вида отношений.
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1. Отношение эквивалентности.
Некоторые элементы множества можно рассматривать как эквивалентные в том слу­

чае, когда любой из этих элементов при некотором рассмотрении может быть заменён 
другим. В этом случае говорят, что данные элементы находятся в отношении эквива­
лентности (для обозначения используется символ ~),

Отношение называется отношением эквивалентности, если оно рефлексивно, сим­
метрично и транзитивно.

Разбиение множества по заданному отношению эквивалентности
Представление множества М в виде объединения попарно непересекающихся под­

множеств Wit называется разбиением множества М: (J M ; =М, WlkTlMi”  0 ,  если Ы .
i

Пусть на множестве М задано отношение эквивалентности R, Выполним следующее 
построение. Выберем элемент a ie M  и образуем класс Mi (подмножество множества М), 
состоящее из ai и всех элементов, эквивалентных ат Затем выберем элемент a2?M i и 
образуем класс Мг, состоящий из аг и всех элементов, эквивалентных гщ и тд . Получит­
ся система классов Mi, Мг,...(возможно бесконечная} такая, что любой элемент из М 
входит б один из классов, т.е, j jM |  =М.

Каждому отношению эквивалентности на множестве М соответствует некоторое раз­
биение множества М на классы.

2. Отношение порядка.
Часто возникают отношения, которые определяют некоторый порядок расположения 

элементов множества. Если можно расположить элементы множества М в некотором 
порядке, то говорят, что на множестве X можно ввести отношение порядка.

Отношение называется отношением нестрогого порядка, если оно рефлексивно, ан­
тисимметрично и транзитивно (для обозначения используется символ <).

Отношение называется отношением строгого порядка, если оно антирефлексивно, 
антисимметрично и транзитивно (обозначается символом <).

Элементы а и b сравним ы по отношению порядка R, если выполняется aRb или bRa.
Множество М, на котором задано отношение порядка, называется полностью упо­

рядоченным, если любые два элемента из этого множества М сравнимы, и частично 
упорядоченным в-противном случае.
Для множества, на котором задан частичный порядок элементов, можно ввести понятие 
нижней и верхней грани. Нижнюю грань образуют все несравнимые между собой ми­
нимальные элементы, а верхнюю грань - все несравнимые между собой максималь­
ные элементы множества.
Пример. Пусть на множестве {(1,3),(1,5),(2,2), (2,3),(2,5),(4,3),(4,4),
(4,5),(5,3)} задан частичный порядок, по которому сравниваются 
векторы одинаковой размерности; Нижняя грань этого множества - 
{(2,2), (1,3)}. Ее элементы не сравнимы между собой, т.к. при 
сравнении их первых компонент получаем, что 2>1, но при сравне­
нии вторых - 2<3. Остальные элементы множества больше, чем 
элементы нижней грани. Верхняя грань -  ((3,5),(4,4),(5,3)}.
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Пример выполнения Задания 1
1. Дано: U — {х | х — целое, 0 < х < 9}, А -  {0, 3, 5, 6,7, 9}, В -  { x e ll | х -  нечетное},
С = {3 ,6 ,8 , 9}, D = {xeNt j 4 <  х <  9}; M cC, |M j=3,6еМ , (D \B)nCcM , {2,3 ,4}пМ =0. 
Укажем, из каких элементов состоят множества U, В, D, заданные описанием;
U = {х j х -  целое, 0 й  х <  9} = {0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 , 6, 7, 8, 9} (все целые числа, удовлетво­

ряющие заданному неравенству),
В -  {xeU  (х -  нечетное} = {1 ,3 ,5 ,7 .9 }  (все нечетные числа из универсума),
D = {xeN [ 4 < х <  9} = {4, 5 ,6 ,7 , 8 ,9 } (все натуральные числа, удовлетворяющие за­

данному неравенству).
Элементы множества М определим в соответствии с заданными условиями:
-  М сС , значит, в М могут быть только элементы из множества {3 ,6 ,8 ,9 }.

. -  |М]=3, значит, в Ы в точности 3 элемента.
-  6еМ , значит, в U  есть элемент 6: { 3 , ®  8 ,9 }.
-  (D \B)nCcM , (D \B)nC=({4,5 ,6 ,7 ,8 , 9}\{1, 3,5, 7 ,9})п{3, б, 8, 9} = {4,6,8}п{3,6,8,9} = 

= {6 ,8}, {6 ,8}сМ , значит, в М есть также элемент 8: {3, (§),(§), 9}.
-  {2,3 ,4}оМ =0, значит, в М нет элементов 2 ,3 ,4 : {3, ® ,® ,  9}.
Т,к. множество М состоит из трех элементов, окончательно получаем: М = {6,8, 9}.
2, Представим выражение, задающее множество Ms, диаграммой Эйлера.
Ms = М1Ш 3 =0 \ В и  С . Результирующую диаграмму получим последовательно:

1} D 2 ) Е к Х  3) В и С  4) D \ В и  С 5 ) D \ B u C
Такой же результат можно было бы получить и проще, предварительно упростив ис­

ходное выражение: D \ В u  С =  [избавляемся от знака разности по свойству разности] 

=  D п  В u  С = [избавляемся от операции двойного дополнения по свойству инволютив- 
ности]= D г г  (В u  С )= [понижаем знак дополнения по закону де Моргана] =  D. и  В и  С -
[избавляемся от двойного дополнения по свойству инволютивности]- D O B u C .

3. Приведем выражение, задающее множество Мб, к виду «объединение пересечений 
элементарных множеств», используя свойства операций над множествами.

Me =  М 2 п М 4 =  В n D A A = [избавляемся от операции симметрической разности] -  
- В п  «□ \ А) о  (A \D ) ) = [избавляемся от операции разности по свойству 11] = 

= В п  (Р  n A ) u ( A n D ) ) = [избавляемся от двойного дополнения по свойству 10] = 
=  В п  (Р  п А ) и ( А п D))= [раскрываем скобки по свойству дистрибутивности 4] = 
-  (В г г (D n  А)) и  (В n  (A n  D)) =  '(B n D n A ) o ( B n  А о О ). .Полученное ' Выражение 
имеет вид. «объединение пересечений элементарных’ множеств» и при этом более не 
может быть упрощено.

17



4. Запишем выражения, подставив в них данные своего варианта, и найдем значения 
получившихся выражений.

а) Пр2,зМП Пр1,з{МзхМбхМб) = Прг,з{МхМхМ) \ Пр1,з(МзхМ5хМе) = (М хМ )\ (МзхМб). 
Найдем значения прямых произведений МхМ и МзхМб.

5. Даны множества X = У={1, 2, 3 ,4 ,5 } и соответствия Qi с  X х  Y, i = 1 ,.... 4.

Определим, обладают ли соответствия Qi, Ог, Оз, Ск свойствами всюду определенно­
сти, сюръективности, функциональности, инъективности, биективности.

Сначала изобразим каждое из соответствий графически:
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Свойства соответствия Gi:
а) всюду определено, т.к. область определения СЬ совпадает с X: ripiQ i={1,2>3>4>5}sX. 
6} не сюръективно, т.к. область значений Qi не равна множеству Y: np2Qi={2,4,5}*Y,
в) функционально, поскольку образ любого элемента из области определения соот­

ветствия содержит только один элемент из области значений соответствия.
г) не инъективно, т.к. для элемента 2 из области значений соответствия Qi его про­

образ {1 ,2 ,3 } состоит более чем из одного элемента.
д} не биективно, поскольку соответствие не является сюръективным.
Т.к. соответствие Qi всюду определено и функционально, но не инъективно, выпол­

ним для него задание 4.1, то есть построим разбиение области определения соответст­
вия на классы эквивалентности по отношению «два элемента эквивалентны между со­
бой тогда и только тогда, когда они принадлежат прообразу одного и того же элемента». 

Область определения FlpiQi = {1,2,3,4,5} разбиваем на такие классы эквивалентности:
1 -и  класс: прообраз элемента 2 из области значений соответствия - {1 ,2 ,3 } ,
2 ~й класс: прообраз элемента 4 из области значений соответствия -  {5},
3 -й  класс: прообраз элемента 5 из области значений соответствия -  {4}.

Свойства соответствия Q?:
а) не является всюду определенным, поскольку область определения соответствия 

Огне равна множеству X: FlpiQ2 = {1, 2 ,3 ,4 } ф  X.

1 2 3 4 5  1 2 3 4 5  1 2 3 4 5  1 2 3 4 5
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б) не сюръективно, т.к. область значений Qг не совпадает с Y: Прг02={2,3}^Y.
в) не функционально, поскольку образ элемента '2 из области определения соответ­

ствия состоит более чем из одного элемента;: {2 ,3 } с  ПргОг.
г) не инъективно, поскольку, например, для элемента 2 из области значений соот­

ветствия прообраз состоит более чем из одного элемента: {2 ,3 ,4 }.
д) не биективно, т.к. соответствие Ог, например, не всюду определено.

Поскольку соответствие Ог не инъективно и не функцио- t  , ,
нально, то выполним для него задание 4.3, то есть найдем 5 ~~ г~ ) — \— 
нижнюю и верхнюю.грани множества Ог. 4 ~ т  f f ~
Нижняя грань множества Ог: {(1,3), (2,2)};. все остальные *
элементы Ог больше, чем элементы его нижней грани. ' |
Верхняя грань множества Qz: {(2, 3), (4,2)); все остальные . ~"| |
элементы Ог меньше, чем элементы его верхней грани. | 1 г  з 4 а

Свойства соответствия Оз:
а) не всюду определенно, т.к, область определения соответствия не равна множеству 

Х:Пр10з = {1 ,2 ,3 ,4 } * Х .
б) сюръективно, т.к; область значений Оз совпадает с Y: ПргОз = {1, 2 ,3 ,4 ,5 } = Y.
в) не функционально, поскольку для элемента 3 из области определения соответст­

вия Оз образ состоит более чем из одного элемента: {1 ,2 } с  ПргОз.
г) инъективно, поскольку прообраз каждого элемента из области значений соответ­

ствия отстоит в точности из одного элемента.
д) не биективно, т.к. соответствие не всюду определено й не функционально.
Т.к. соответствие Оз сюръективно и инъективно, но не функционально, то выполним 

для него задание 4.2, то есть построим разбиение области значений соответствия на 
классы эквивалентности по отношению «два элемента эквивалентны между собой тогда 
и только тогда, когда они принадлежат образу одного и того же элемента».

Построим разбиение области значений ПргОз = {1,2,3,4,5} на классы эквивалентности:
1 ~й класс: образ элемента 1 из области определения соответствия -  {4},
2 - й класс: образ элемента 2 из.области определения соответствия -  {3},
3 -й  класс: образы элемента 3 из области определен йя соответствия - {1 ,2 } ,
4 -й  класс: образ элемента 4 из области определения соответствия -  {5}.

Свойства соответствия CU:
а) всюду определено, т.к. область определения.Сксовпадает с X; Пр10д={1,2,3,4,5}=Х.
б) сюръективно, поскольку область значений Ск совпадает с Y; Прг04={1,2,3,4,5}=Y.
в) функционально, поскольку образом любого элемента из области определения со­

ответствия является единственный элемент из области значений соответствия.
т) инъективно, поскольку прообразом любого элемента из области, значений соот­

ветствия является единственный элемент из области определения соответствия,
д) биективно, т.к. соответствие Ск всюду определено, сюръективно и функционально. 
Поскольку соответствие Ск является биекцией, то выполним для него задание 4.4, то 

построим соответствующую ему перестановку на множестве X  и разложим ее на циклы:
1 2  3 0 )  л  (1 2 3 4 5'
3 5"" Окончательно, «3 £ г  , 2 = (1,3,4)(2,5)-

19



Задание 2. Графы
Дан смешанный граф D (множество вершин N/={1,2,3,4,5,6,7}, множество ребер и дуг

Е, а также их веса см. в таблице VI; пары, задающие дуги, выделены жирным шрифтом).
Построить граф D и соответствующий ему неориентированный граф D '.
1. Найти диаметр, радиус и центры графа D' (с помощью матрицы расстояний).
2. Найти хроматическое число графа D' и получить его функцию раскраски.
3. Найти цикломатическое число графа О'и построить его минимальное основное дерево.
4. Найти все кратчайшие (по числу включенных дуг и ребер) пути графа D из вершины v 

в вершину w, используя алгоритм поиска в ширину (алгоритм фронта волны).
5. Найти все легчайшие (по весу включенных дуг и ребер) пути графа D из вершины v в 

w, используя алгоритм поиска в глубину.
6. Найти и построить все компоненты сильной связности графа D, а также выписать их 

матрицы смежности. Ту компоненту сильной связности, в которой число вершин наи­
большее, обозначить Ds.

7. По структурной матрице компоненты сильной связности Ds найти все простые пути из 
вершины v в вершину w.

8. Используя результаты пункта 7, найти вс§ наборы ребер компоненты сильной связ­
ности Ds, обладающие следующим свойством: одновременное удаление ребер, вхо­
дящих в один такой набор, исключает возможность перехода из вершины v в верши­
ну w (число ребер в каждом найденном наборе должно быть минимальным).

9. С помощью структурного числа компоненты атльнои связности Ds найти все ее про­
стые пути в вершину w и циклы, не проходящие через вершину w.

Таблица VI. Графы
№ Множество ребер и дуг Е V w Веса дуг и ребер
1 ,(1.2) (1,4) (2,3) (2,6) м (3,6) (3,7) № (5,2) (5,7) (65) (75) 2 7 2 3 4 5 1 3 5 3 4 2 1|6
2 (1.4) (2,3) (2,4) (3,1) (35) (3,7) Й.З) (5,4) (5,6) (5,7) (7,1) (7,4) 5 1 4 3 2 2 3 4 1 5 6 3 7 2
3 (1.2) (2,4) (2,7) (3,6) (4,1) (45) (5,1) (55) (5,7) (7,1) (75) (7,6) 5 2 6 3 4 9 1 4 7 2 3 3 2 8
4 (1,4) (1.7) (2,1) (2,4) (2,6) ( M l (3,5) (45) (4,7) (5,4) (55) (75) 1 3 8 4 2 1 3 4 9 5 2 2 8 8
5 (1,4) (1.7) (2,1) (2,3) ( M l (3,5) £451 ( M l (4,7) (5,7) ( M l (6,7) 3 4 8 2 5 6 1 7 4 6 3 1 1 4
6 (1,4) (1,5) (1,7) (25) (3,4) (3,6) (4,2) (4,7) (5,3) (55) (5J) (6,1) 5 1 2 1 3 5 6 2 6 3 1 4 5 7
7 (1,4) (1.5) (1,6) (2,1) (25) (2,7) (3,7) Ш (45) (5,3) (5.4) (5,6) 2 4 7 1 2 4 6 3 2 4 2 5 3 3
8 (2,4) (2,6) (2,7) (3,1) (4,1) (45) (45) (5,2) (6,7) (75) (7.4) ( Щ 6 5 2 3 1 3 4 1 6 2 5 2 2 6
9 (1,3) (1,4) (15) (25) (25) (3,2) Ш (3.7) (55) m (6,4) (7,4) 1 6 4 1 7 2 2 2 7 3 5 1 4 6
10 (2,4) (2-6) (2.7) (3,2) (3,4) (3,6) (4.1) (4,7) (5,4) (5,6) (6,1) (6,4) 3 7 2 1 4 6 6 1 4 5 7 2 6 3
11 (1-4) (2,5) (2,6) (3,2) (3,4) (35) (3,7) (4,2) (4,5) м (55) (6,D 4 1 7 2 5 3 4 3 1 6 9 3 1 4
12 (2,5). (2.7) (3,2) (35) (35) (4,1) (4,3) (4,7) (55) (6,2) (6,7) (7,1) 5 7 6 6 3 4 3 2 2 4 9 5 2 7
13 (1.4) (15) (■1,7) (2,3) (25) (25) (3,1) ( M l М ( M l M M 2 1 3 1 5 6 3 4 2 2 1 1 4 1
14 (1.3) (1.4) (15) (2,3) (25) (2,7) Щ m (5,4) (6,2) m (75) 2 4 2 2 1 5 1 3 5 3 4 2 4 6
15 (1,2) (2,5) {4,1) (4,2) (4,5) (45) (5,1) (5,3) m (6,2) (65) (7,1) 6 1 1 3 3 1 3 4 1 5 6 6 7 2
16 (1,3) (1.6) (2,1) (25) (25) (2,7) (3,4) (35) м (6,4) (6,7) (75) 1 7 1 5 4 9 1 6 7 2 5 3 2 8
17 (1.3) (1,5) (3,2) (3,4) (3,5) (3,7) (4,1) (4,7) (5,2) (5,7) (6 5 ) (6,4) 4 5 5 4 2 1 5 1 9 5 2 2 8 7
18 (1.2) (1,5) (1.6) (2,4) (25) (3,1) ( M l (3,4) (4.1) (4,6) (4,7) (5,7) 4 2 8 2 1 6 1 7 4 6 3 6 1 4
19 (2,И (2,3) (25) (2,6) (3,1) (3,4) (3,5) (45) (5.4) (M l (65) (Ml 3 6 2 1 3 5 6 4 1 3 1 4 5 7
20 (1,4) (2.5) (25) (2,7) М (35) (55) (5,7) m (65) (6,7) (75) 2 3 7 5 2 4 6 5 2 4 2 5 1 3
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Теоретические сведения и примеры выполнения Задания 2
Система, образованная множеством V с заданным на нем бинарным отношением 

R cV 2, называется графом G=<V. R>, V - множество вершин, R- множество рёбер графа. 
Графически это изображается с помощью точек, произвольным образом расположенных 
на плоскости и соединяющих их линий: точки соответствуют вершинам, линии - ребрам 
графа, причем не важно, какого вида линии (прямые, кривые, длинные, короткие} соеди­
няют заданные пары точек, Важно показать сам факт соединения пар вершин ребрами.

Если r={vi, ч) - ребро, то вершины пт, mj - концы ребра.
Если вершина является концом ребра, то данные вершина и ребро инцидентны.
Две вершины называются смежными, если они соединены ребром.
Два ребра называются смежными, если они имеют общую вершину,
Направленное (ориентированное) ребро называется дугой. Граф; все ребра которого 

ориентированы, называется орграфом.
Граф, содержащий и дуги, и ребра, называется смешанным.
При решении многих задач графы задаются специальными матрицами или списками.
В смешанных графах для их матричного представления каждое ребро заменяется 

двумя противоположно направленными дугами, соединяющими те же вершины, что и 
заменяемое ребро.
Матрица смежности вершин графа на п вершинах - это матрица A=[aj], i,j=1,2.....л, где

aiJ_ Г 1, есш  существует дуга (Vi, Vj),
10 , если из вершины vi в вершину Vj не ведет дуга.

Структурная матрица графа на п вершинах - это матрица S=[Sij], l,j=1,2,...,n, где 
Г1, если i=j,

sii= п rij, если существует дуга (yi, vj),
чО, если из вершины ^  в вершину V; не ведет дуга.

Введем в рассмотрение объекты,.которые можно выделить в графе. Пусть G-<V, R>.
Маршрутом в графе G, соединяющим вершины v0 и называется чередующаяся 

последовательность вершин и ребер v0, n; Vi, г г , г к ,  в которой любые двэ соседних 
элемента инцидентны. Для графа, не имеющего петель и кратных ребер, при задании 
маршрута можно указывать только последовательность вершин (или только последова­
тельность ребер). Если начальная и конечная вершина маршрута совпадают (v0=vk), то 
маршрут называется замкнутым.

Если все ребра маршрута различны, то маршрут называется цепью. Если все вер­
шины в цепи различны, то она называется простой цепью.Замкнутая цепь называется 
циклом. Замкнутая простая цепь называется простым циклом.

Для орграфов цепь называется путем, а цикл - контуром.
Длиной маршрута называется количество ребер в нем.

Расстояния в графах. Диаметр, радиус, центры графа
Вершины V', v "eM  называются связанными, если существует маршрут с началом V и 

концом V". Г раф называется связным, если все его вершины связаны между собой.
Пусть G - связной неориентированный граф, v1 и v" - любые две его вершины. Тогда 

существует связывающая их простая цепь с минимальным количеством ребер. 
Минимальная длина простой цепи с началом v' и концом v " называется расстоянием 
d(v', v") между этими вершинами: При этом d(v, v )= l
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Диаметр графа G d ^ m a x  cs(V, v"), где максимум берется по всем парам вершин v', 
v"eG, т.е. диаметр -  это максимальное из расстояний между всеми вершинами графа.

Пусть v - произвольная вершина графа G. Максимальным удалением в графе G от 
вершины v называется величина r(v)=max d(vy), где максимум берется по всем верши­
нам v'sG (v’̂ v). Вершина v называется центром графа G, если максимальное удаление 
от нее принимает минимальное значение: r(v)=min r(v'), где минимум берется по всем 
v'eG (\fev). Центр не обязательно должен быть единственным.

Максимальное удаление r(G) от центра называется радиусом графа G, т.е. радиус 
равен расстоянию от центра графа до максимально удаленной от него вершины.

Хроматическое число графа и его функция раскраски 
Хроматическим числом x(G) графа G называется минимальное число красок, которое 
потребуется, чтобы раскрасить все вершины графа так, чтобы никакая пара смежных 
вершин не была окрашена одним цветом. Функцией раскраски графа называется 
функция, которая каждой вершине графа ставит в соответствие определенный цвет так, 
чтобы все смежные вершины были окрашены в разные цвета.

Алгоритм поиска хроматического числа и получения функции раскраски графа Р~.
Полагаем i :=1, D'.
Шаг i. Выбираем любую вершину графа подграфа и строим множество Mi, в которое 

относим выбранную вершину и добавляем другие вершины подграфа Di так, чтобы каж­
дая вновь добавленная вершина не была смежной ни с какими другими вершинами из 
Mi. В Mi должно оказаться максимально возможное количество вершин подграфа Di, по­
парно не смежных между собой. Удаляем из подграфа D, все вершины, оказавшиеся в. , 
множестве Щ. Если вершин больше не осталось, то i := i+1, полученный после удаления 
вершин подграф называем Di и переходим к i-му шагу. Иначе, хроматическое число най­
дено и равно i, функция раскраски всем вершинам из множества Mi ставит в соответст­
вие один и тот же i-й цвет.

Циклом этическое число графа и его минимальное остовное дерево
Остовным деревом связного графта с п вершинами и m ребрами (m>n) называется 

его связный подграф, построенный на тех же п вершинах, что и исходный, но число ре­
бер в котором равно п-1 (т.е. при построении остовного дерева часть ребер из исходного
графа удаляется).

Минимальное остовное дерево графа -  это остовное дерево^ суммарный вес ребер 
которого является наименьшим по сравнению с суммарным весом ребер остальных ас- 
товных деревьев этого графа.

Цикломатическое число v(G ) связного графа G e n  веришами и m ребрами вычис­
ляется по формуле: v(G)=m-n+1. Оно показывает, сколько ребер следует удалить из 
графа, чтобы получить его остовное дерево.

Поиск путей минимальной длины. Алгоритм фронта волны
Маршрут в графе G из вершины v  в вершину w, где v^w, называется минимальным, 

если он имеет минимальную длину среди всех путей графа G из v  в w.
Любой минимальный путь является простой цепью.
Вершина w графа G достижима из вершины v, если либо w=v, либо существует мар­

шрут из v в w.
Пусть G=<V,R> - граф с п>2 вершинами и v, w  -  заданные вершины из V, где v^w.
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Алгоритм поиска минимального пути из v в w в графе G (алгоритм фронта волны) 
Шаг 1. Помечаем вершину V. Записываем множество вершин, смежных с v. Полученное 
множество обозначаем Fi(v). Помечаем все вершины из Fi(v). Полагаем к=1 
Шаг 2. Если Fk(v)=0 или выполняется, что к=п-1 и wgFk(v), то вершина w не достижима 
из v, и работа алгоритма на этом заканчивается. Иначе переходим к шагу 3.
Шаг 3. Если wgFk(v), то переходим к шагу 4. Иначе существует путь из v в «длины к, и 
этот путь является минимальным. Последовательность вершин v W1W2...WMW, где щ - 
любой элемент из R(v), смежный с wm, и  есть искомый минимальный путь из v в w. На 
этом работа алгоритма заканчивается.
Шаг 4 . Записываем'множество вершин, смежных с каждой из вершин множества Fk(v), и 
удаляем из него все вершины, помеченные ранее. Полученное глножвство обозначаем 
Fw(v). Полагаем k:=k+1 и переходим к шагу 2.

Связность. Компоненты связности
Граф называется связным, если любая пара его, вершин соединена маршрутом. 
Связный ориентированный граф называется сильно связным. Орграф называется 
слабо связным, если соответствующий ему Неориентированный граф связный. 
Максимальный по включению вершин связный подграф графа называется его компо­
нентой связности. Максимальный по включению вершин сильно связный подграф орг­
рафа называется его компонентой сильной связности.
Граф называется несвязным, если число его компонент больше одной.
Матрицей сильной связности орграфа D e n  вершинами называется квадратная мат­
рица S=[sj] порядка п, у которой s p l ,  если вершина Vi достижима из вершины v, и одно­
временно вершина у  достижима из у, и Sj=0 - в противном случае.
Утверждение. Пусть D=<V, R> - n-вершинный орграф с матрицей смежности А. Тогда
1) Т = sign (Е+А+А2+...+А11'1); здесь sign(x)=1, если х>0 и sign(x)=0, если х~0.
2) З ^& ГП Т  т -  транспонирование, & - логическое умножение.

Алгоритм выделения компонент сильной связности.
Пусть D=<V, R> - орграф с  матрицей сильной связности S и матрицей смежности А. 
Алгоритм позволяет определить число компонент сильной связности орграфа D, а также 
найти матрицы смежности этих компонентов.
Шаг 1. Полагаем о=1. Si=S.
Шаг 2. Включаем в множество вершин Vp очередной компоненты сильной связности орг­
рафа D вершины, соответствующие единицам первой строки матрицы Sp. В качестве АР 
берем подматрицу матрицы смежности А, находящуюся на пересечении строк и столб­
цов соответствующих вершин из Vp.
Шаг 3. Вычеркиваем из %  строки и столбцы, соответствующие вершинам из VP. Если в 
результате такого вычеркивания не останется ни одной строки (и, соответственно, ни 
одного столбца), то р - количество компонент сильной связности и Ai,...,Ap - матрицы 
смежности компонент сильной связности D i,... ,Dp орграфа D.
В противном случае обозначим оставшуюся после вычеркивания из Sp соответствующих 
строк и столбцов матрицу через Sp-i, присваиваем р:=р+1 и переходим к шагу 2.

Поиск простых путей в графе с помощью структурной матрицы
Для поиска всех простых путей в графе из вершины v в вершину w строим структурную 
матрицу этого графа, затем получаем ее минор, вычеркнув строку с номером w и стол­
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бец с номером V. Раскрываем полученный определитель. Упрощаем его: удаляем из ка­
ждого слагаемого пары вида rij rji; в полученном выражении из нескольких одинаковых 
слагаемых оставляем одно; большее слагаемое «поглощаем» меньшим - если все со­
множители меньшего слагаемого присутствуют в большем, то большее слагаемое уда­
ляем, а меньшее оставляем. Каждое из оставшихся слагаемых -  один из искомых путей. 
Если в получившемся выражении заменить все знаки умножения пересечением, а знаки 
сложения и вычитания - объединением, то дополнение полученного объединения, при­
веденное к виду «объединение пересечений», даст все наборы ребер, каящый из кото­
рых обладает следующим свойством: удаление из графа всех ребер набора исключает 
возможность перехода из v в w. Если же хотя бы одно ребро набора не удалять, то воз­
можность перехода сохраняется.

Поиск путей и контуров в графе с помощью структурных чисел
Дан граф G = <V,R>, jV[ = п. Пусть из i-й вершины графа G исходит pi дуг.
Определим 1-е элементарное структурное число графа G как выражение вида

Si=i  jV:1...V„j,
где Vii„.,ViPi - обозначения всех вершин, в которые ведут дуги из вершины i. 
Произведение i-ro и j-ro элементарных структурных чисел графа G определим как
новое структурное число, равное .

i V |1 . . . V ip i  . i V i l . . V i1 V i2  ■, - V i2 ■ 4

j V j !  "  j V j1 . ■v iPi v f l  ■■-Vipi - V JPi

Запись после второго знака равенства представляет собой структурное ч и с т  в раскры­
том виде,, столбцы которого образованы всеми возможными парами (tkjm), к=1,...р, 
m=1,.,.,pj такими, что i t  jm. Другими словами, в правой части должны быть вычеркнуты 
все те столбцы, у которых имеется два одинаковых элемента.
Аналогично определяется произведение трех элементарных структурных чисел и т.д. В 
любом таком произведении каждый столбец справа от вертикальной черты должен со­
держать только различные элементы, иначе столбец должен быть вычеркнут. 
Структурное число графа S(G) определим как произведение всех его элементарных 
структурных чисел Si. И ,...,л .

1 v i i .. :viP1
2  V21..-V2P2

S(G) = (S i )(S2)...(S*)= .

П Vnl.. .V,-p,
Раскрыв данное структурное число, получим все возможные перестановки на множестве 
вершин графа G. Каждая из этих перестановок соответствует некоторому множеству 
контуров графа G, такому, что каждая вершина графа G принадлежит только одному из 
контуров этого множества.
Производная по I от структурного числа S(G) - это структурное число графа, который 
получен из G путем удаления всех дуг, исходящих из вершины i. Обозначение для такой 
производим: 9S(G)/Si. dS{G)ld\ получается из 8(G), если вычеркнуть из него i-ю строку. 
Раскрытие такого структурного числа позволяет получить все пути, ведущие в вершину i, 
а также контуры графа, в которые не входят дуги, исходящие из вершины i.
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1. Н адем  диаметр, радиус и центры гр а ф а р \
Анал изируем расстояния в графе (длины кратчайших простых цепей):
. из 1 в 2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 : расстояние до каждой из оставшихся вершин равно 1;
. из 2 в 3 ,4 ,5 , 6, 7: расстояние до вершин 3 ,4 ,5  равно 1; кратчайшие цепи до 6-й и 7-й 

вершины - 2 н И -> 6  и 2->1 ->7, тогда расстояние до 6 и 7 равно 2;
. из 3 в 4 ,5 ,6 ,7 :3 -»2 -> 4  (длина -  2); 3 -»5  (длина - 1 ) ;  3—>5—>6 (длина -  2); 3 - И  ->7 

(длина -  2}, тогда расстояние до 5 равно 1, расстояние до 4 ,6 ,7  равно 2.
. из 4 в 5 ,6 ,7 : расстояния равны 2, т.к. кратчайшие цепи 4->2н>5; 4 - И  -*6 ; 4—>1—>7.
.  из 5 в 6 ,7 : расстояние из 5 в 6 равно 1, из 5 в 7 -  2 (кратчайшая цепь - 5 -»6-»7).
. из 6 а 7: расстояние равно 1.

Матрица расстояний R симметрична относительно главной диагонали. Поэтому заполним получен­
ными расстояниями верхний треугольник матрицы над главной диагональю, а оставшуюся часть мат­
рицы заполним симметрично относительно главной диагонали. Добавим столбец “max”, в котором ука­
жем максимальное значение каждой строки.

1 2 3 4 5 6 7 max
1
2
3

R=4
5
6
7

1 1 1 \ \ 1 1 1
1 1 1 1 1 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2
1 1 2 1 2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 2 2
1 2 2 2 1 1 1 2
1 2 2 2 1 2 1 2

Диаметр графа -  максимальное из расстояний между 
двумя его вершинами, тогда d(D')=max{1,2 ,2 ,2 ,2 ,2,2}-2. 
Радиус графа - минимальное значение из максимальных 
расстояний от каждой вершины графа, значит, 
r(D') = min {1, 2, 2,2, 2, 2, 2} = 1.
Центр графа -  вершина, расстояние от которой до других 
вершин не больше радиуса, тогда вершина 1 - центр графа.

2. Найдем хроматическое число графа Р> и построим его функцию раскраски.
К  D i:=D ', М? = {1} 1=2, Ог получен из Di 

удалением вершины 1, 
Мг={2,6У ‘

i=3, Озполучен из Ог 
удалением еершин 
2,6, №з= {3,4,7}

i=4, D4 получен из Оз 
удалением вершин 
3,4,7, Мд- {5}

3
2

г

.3
2

3

4

7

4

/  Г

4

5
в

5
6

5
7 5*
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После выполнения четвертого шага.и удаления последней, 5-й, вершины, получили 
подграф с пустым множеством вершин. Значит, хроматическое число x(D ’) найдено и 
равно i=4. Функция раскраски: f(1) = 1, f(2) = f(6) = 2, f(3) = f(4} = f(?) = 3, f(5) = 4. x(D'}=4.
3. Найдем цикломатическое число и построим минимальное остовное дерево графа D’ . 

Цикломатическое число графа равно v(D ') = 12-7+1=6.
Построение минимального остовного дерева графа,

Упорядочим ребра графа D' в порядке неубывания их весов
(весребра, 2 3 3 | 3 ] 4 5 5 5 1 а 6 : 6 6 I
I ребро |{5 ,6) (1. 2)j {1 ■ 4 )j (2.4)1(2, 3)|(1, 3) (1, 6)1(3,5)1(6, 7) ■(1.5) (2,5) И
Будем добавлять последовательно ребра в граф, начиная с первого ребра в получен­

ном перечне, при этом соблюдая условие: добавление очередного ребра не должно 
приводить к появлению цикла в графе. Добавляем ребрё в граф до: тех пор, пока число 
ребер не станет равным п —1 = 7 —1=6 ,  т.е не окажется на 1 меньше числа вершин.

пустой граф: добавляем ребро (5,8): добавляем ребро (1,2): добавляем ребро (1,4):
2

з.

•1

А

^  7

Ь

5

2

з.

•1

4

7

. 5

2
з- ^ Ч

>•1

4

7

S

2

3

4

7

добавить ребро (2, 4) 
нельзя, т.к. в графе поя­
вится ци кл  1 — »2—>4—>  1:

добавляем ребро (2,3): добавить ребро (1,3) нель­
зя, т.к. в графе появится 

цикл 1ч.2->3->1:

добавляем ребро (1,6):

г

7

6

Л

А ^

7

6

А

S

2

г

7

добавить ребро (3,5) нельзя, 
т.к. в графе появится цикл 

1 —>2—̂3—>5~^б—>1:

добавляем ребро (6,7), 
это последнее необхо­
димое ребро (шестое)

i 2

; Ч -

__ - —
4 ; /

Г  /
| /  7

5 r ~ ~ J ^в

В результате получено минимальное 
остовное дерево графа D'. Общий сум­
марный вес ребер этого дерева равен 
2+3+3+4+5+5-22.
Цикломатическое число графа v(D’)= 6.
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4. Найдем кратчайшие пути графа из в е р т ш  4 в вершину 7 по алгоритму фронта ваты. 
Выпишем матрицу смежности вершин графа D:

1
2
3

А=4
5
6 
7

1 2 3 4 5 6 7 1) Создаем список помеченных вершин, обозначив его spv.
0 1 1 0  1 1 1  
1 0  1 1 1 0  0 
1 0 0 0 1 0 0 
1 1 0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 1 0

Заносим вершину 4 в список помеченных вершин: spv = {4}. 
Записываем множество вершин, смежных с 4: Fi{4)={1,2} -  это 
видно из 4-й строки матрицы (в столбцах 1 и 2 стоят единицы, 
значит, из 4-й вершины в 1-ю и во 2-ю ведут дуги). Помечаем 
все вершины из Ft{4), тогда spv= {4,1,2}. Полагаем к=1.
2) Поскольку Fi(4) *  0  и п - 1  = 7 - 1  = 6, то переходим к 
следующему шагу.

3) Т.к. 7е  Fi{4), переходим к шагу 4.
4) Записываем множество вершин, смежных с каждой из вершин множества Fi(4), и 
удаляем из него все вершины, помеченные ранее. Полученное множество обозначаем 
Fj(4). F2(4) = ({2,3,5,6,7} и  {1,3,4,5}) \  {4,1,2} = {3,5,6,7}. fc=k+1 =2. Переходим к шагу 2.

(смежны с 1) {смежны с 2) помеченные 
2') Поскольку F2{4) *  0  и к *  6, то переходим к следующему шагу.
3') Поскольку конечная вершина выстраиваемого пути 7 е  F2(4), то найден кратчайший 
путь из 4 в 7 длины к=2, Выпишем последовательность вершин, образующих этот путь. 
Вершины выбираем последовательно из множеств Fi(4)={1,2}, F2{4)={3,5,6,7} так, чтобы 
любые две соседние вершины в получаемой последовательности были смежными. Из 
имеющихся элементов можно образовать следующие последовательности с началом в 
4 и концом в 7: 4—>1 —>7 (допустимая последовательность, каждый элемент смежен со 
следующим за ним) и 4 ->2 -»7  (не допустимая последовательность, т.к. 2 и 7 не смеж­
ны, что видно из матрицы А). Таким образом, найден единственный кратчайший (по чис­
лу включенных дуг) путь длины 2 из 4 в 7 :4—>1—>7.
5. Определим легчайший путь из вершины v = 2 в вершину w = 3, используя алгоритм 
поиска в глубину:

1 шаг: Начнем поиск с верши ны v = 2.
2 шаг: Выберем смежную с вершиной 2 вершину 1 (вес пути 2-+1 равен 3).
3 шаг: Выберем смежную с вершиной 1 вершину 3 (вес пути 2 -И -+ 3  равен 3 + 5 = 8). 

Поскольку построен путь из вершины v в вершину w, стоимость которого равна 8, то 
объявим его рекордом -  промежуточным решением. Продолжим поиск с вершины 1.

4 шаг: Выберем следующую смежную с вершиной 1 вершину 5 (вес пути 2 -И -+ 5  ра­
вен 3 + 6 = 9). Поскольку вес пути больше значения рекорда, т.е. вес нового возможного 
пути из вершины v в вершину w будет не меньше 9, то продолжать поиск в этом направ­
лении смысла нет, поэтому возвратимся к вершине 1, но т. к. нет больше не пройденных 
вершин, смежных с вершиной 1, то возвратимся к вершине 2.

5 шаг: Выберем следующую смежную с вершиной 2 вершину w = 3 (вес пути 2-»3 ра­
вен 4). Поскольку новый путь из вершины v в вершину w, стоимость которого равна 4, 
меньше значения рекорда, то новый путь объявим рекордом. Продолжим поиск с вер­
шины 2.

6 шаг: Выберем спедуюидао смежную с вершиной 2 вершину 4 (вес пути 2 ->4 равен 3).
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7 шаг: Выберем смежную с вершиной 4 вершину 1 (вес пути 2 >4—>1 равен 3 *  3 = 6). 
Поскольку вес пути больше значения рекорда, т.е. вес нового возможного пути из вер­
шины v в вершину w будет не меньше б, то продолжать поиск в этом направлении смыс­
ла нет, поэтому возвратимся к вершине 4, но т, к. нет больше не пройденных вершин, 
смежных с вершиной 4, то возвратимся к вершине 2.

8 шаг Выберем следующую смежную с вершиной 2 вершину 5 (вес пути 2 -»5  равен 
6). Поскольку вес пути больше значения рекорда, т.е. вес нового возможного пути из 
вершины v в вершину w будет не меньше 6, то продолжать поиск в этом направлении 
смысла нет, поэтому возвратимся к вершине 2, но т. к. нет больше не пройденных вер­
шин, смежных с вершиной v -  2, то процесс поиска завершен.

Результаты работы алгоритма представим в виде дерева решений;

Таким образом, путь с легчайшим весом есть путь 2 -*3 , вес которого равен 4.
6, Найдем компоненты сильной связности графа D. Выпишем матрицу смежности вер­
шин А и матрицу сильной связности S графа D.

вая по рисунку графа D взаимную 
достижимость вершин. Например, 
S34-1, т.к. из 3 в 4 существует 
путь (3->1->2-»4) и наоборот, из 
4 в 3 существует путь (4-»2-»3). 
Но $36=0, т.к. из 3 в 6 существует

1 .2 3 4 5 ■6 7 1 2 3 4 5 6 7
1 ‘ •0 1 1 0 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 0 О’
2 1 0 1 1 1 0 0 2 1 1 1 1 1 0 0
3 1 0 0 0 1 0 0 3 1 1 1 1 1 0 0
4 1 1 0 0 0 0 0 , S=4 1 1 1 1 1 0 0
5 1 1 0 0 0 1 0 5 1 1 1 1 1 0 0
6 0 0 0 0 0 0 1 6 0 0 0 0 0 1 1
7 0L 0 0 0 0 1 7 0 0 0 0 0 1 1

1) Полагаем p=1,Si=S.
2) Включаем в множество вершин Vt первой компоненты сильной связности графа D 
вершины, соответствующим единицам первой строки матрицы Si: Vi={1,2,3,4,5}. В каче­
стве At берем подматрицу матрицы смежности А, находящуюся на пересечении строк и 
столбцов соответствующих вершин из \Л,
3) Вычеркиваем из Si строки и столбцы, соответствующие вершинам из V t  Обозначаем 
оставшуюся после вычеркивания из Si соответствующих строк и столбцов матрицу че­
рез $2. Увеличиваем р на 1; р:~р+1=2 и переходим к шагу 2 алгоритма.
2') Включаем в множество вершин V2 второй компоненты сильной связности графа D 
вершины; соответствующим единицам первой строки матрицы S2: V2={6,7). В качестве Аг 
берем подматрицу матрицы смежности А, находящуюся на пересечении строк и столб­
цов соответствующих вершин из V2,
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3 ‘) 8 результате такого вычеркивания не осталось ни одной строки (и, соответственно, 
ни одного столбца), значит, р=2 - количество компонент сильной связности и At, Аг - 
матрицы смежности компонент сильной связности Di, D2 графа D.

1 2 3 4 52 3
1 1 1 1 1 1 0 0  1 0 1 1 0 1
2 1 1 1 1 1 0 0 2 1 0 1 1 1 
3 1 1 1 1 1 0  0 А я З  1 0 0 0 1 

Si=4 1 1 1 1 1 0 0  4 1 1 0 0 0
5 1 1 1 1 1 0 0  5 1 1 0 0 0
6 0 0 0 0 0 1 1 
7 [ 0  0 0 0 0 1 1

Компоненту сильной связности графа D, имеющую наибольшее количество вершин 
(Di) обозначим Ds.
7. Найдем все простые пути, ведущие из v = 2 в w = 3, по структурной матрице графа Ds, 
Составим структурную матрицу S графа Ds, (дуге, идущей из t в ], присваиваем имя rij):

Так как необходимо найти все пустые пути в графе 6$ из 
вершины v = 2 в вершину w = 3, то удалим из структурной 
матрицы 3-ю строку (т.к. все искомые пути будут заканчи­
ваться в вершине 3, и возможность выхода из 3-й верши­
ны нас не интересует) и 2-й столбец (т.к. все искомые пути 
начинаются в вершине 2 и возможность попасть

во 2-ю вершину нам не нужна). Вычислим определитель полученной матрицы, раскрыв 
его сначала по 5-й строке, а затем применив правило треугольника: 

г13 0 г151

1 2 3 4 5
1 ' 1 г12 г13 0 г15
2 г21 1 г23 г24 г25

$ - 3 г31 0 1 0 г35
4 г41 г42 0 1 0
5 г51 г52 0 0 1

det

1
г21
г41
г51

г23
О
0

г24
1
0

г25
0
1

'г13 0 г15^ '  1 г13 . 0 ^
=  H ) 4+1-r51-det г23 г24 г25 +  H ) 4+4-det г21 г23 г24

1 ° 1 0 J чг41 0 и

= —г51 -(т13-г24-0 + 0-0-г25 + г23-г16-1-Ч>-т24-г15-г13-г25-1—0-0-1) + (1-123-1 + r13-f14-r24+ 
+г21 - 0-0—0 -г23=г41 -1 • 0-/24-1 -г21 -г13) =-r51-(r23-r15-r13-r25) + (г23+г13-г41 -г24—г21 -г13)= 
=-г51-г23-г15 + г51-г13*г25 + r23 + г13-г41-г24-г21-г13.
В общем случае, над вычисленным определителем надо проделать следующую после­
довательность действий;
1) из каждого слагаемого удалить пары вида rij-rp, так как для графа это означает про­

хождение по одному и тому же ребру из вершины i в вершину j и обратно. При по­
строении простого пути такие переходы должны быть исключены.

2) заменить знаки «+» и «™», стоящие между слагаемыми, на знак объединения и ,  а 
знак умножения «•» заменить знаком пересечения гг. Должно получиться выраже­
ние, состоящее только из обозначений ребер и знаков объединения и пересечения,

3) упростить полученное выражение, используя свойство идемпотентности (из несколь­
ких одинаковых слагаемых остается только одно) и свойство поглощения (меньшее 
выражение, у которого все сомножители входят в некоторое большее выражение, 
потощает это большее выражение, например, 167пг74|и  !г67пг71пг74Ыг67пг741).
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В результате получится выражение, представляющее собой объединение пересечений, 
такое, которое уже нельзя упростить, применяя свойства операций над множествами.

Каждое из пересечений соответствует одному из возможных искомых простых путей, 
соединяющих две заданные вершины, При этом полученное таким способом выражение 
позволяет определить все возможные в данном случае простые пути.
Преобразуем полученное в нашем случае выражение по сформулированным правилам:

* удаляем пары вида rij-rji:
- J « 1 - r2 3 ^  + r51-r13-r25 + г23 + П3-г41-г24-г21-г13 

получаем: -г23 + г51-г13-г25 + г23 + г13-г41 - г24—г21 - г13
■ заменяем знаки:

г2 3 и г5 1 п г1 3 п г2 5 и г2 3 и г1 3 п г4 1 п г2 4 и  г21пг13
■ применяем свойство идемпотентности:

т2 3 и г5 1 о г1 3 гт г2 5 и г1 3 п г4 1 п г2 4 и  г21пг13
Свойство поглощения здесь применять не пришлось. Теперь каждому из пересечений 

поставим в соответствие путь с началом в 2 и концом в 3, упорядочив обозначения дуг.
1- й простой путь: г23 => 2 -н>- 3;
2- й простой путь: г51гтг13пг25 = г25пг51пг13 => 2 -»  5 ->1 - >  3;
3- й простой путь: П 3пг41пг24  = г24пг41о ПЗ => 2 4 ->1 3;
4- й простой путь; г21пг13 :=> 2 - И  3.
Результат; 2 -~н 3 ,2  -»  5 - И ..>3,2 ->  4 -» 1  > 3 ,2  ->1 -> 3 .

8. Найдем все наборы ребер (дуг), одновременное удаление которых исключает воз­
можность перехода из вершины v=2 в вершину w=3 в графе Ds, причем число ребер (дуг) 
в каждом наборе должно быть минимальным.

Для того, чтобы найти все наборы ребер, удаление которых разорвет связь между 
вершинами v = 2 и w = 3, найдем дополнение к выражению, полученному в предыдущем 
пункте (дополнение к объединению пересечений ребер, дающее все пути в графе из 
v = 2 в w = 3). Дополнение выражения х вместо х будем обозначать (х)\ При преобра­
зованиях будем применять законы де Моргав, свойства дистрибутивности и поглощения. 
(r23wr51 n r13nr25ur1  Зпг41 n r2 4 u r2 1  п г1 3)'=(r23wr1 Зг.(г51 гл г25 и  г41пг24 и  г21))'= 
-г23'п(г13Чы(г51пг25иг41пг24^г21)')=г23’пг13 ’и г2 3 'п ((г5 1 п г2 5 )'о (г4 1 о г2 4 }'п г2 1 >  
= г23'г)г13'иг23'п(г51’иг25 ')п(г41'иг24')/-тг21' = г23' п г1 3' и г23 ' п г2 1' п (г5 1' п г 4 Г  и  
и  г 5 1 п  г24 'и  г25'гт г41 'и  г25'гч г24') = [удалим все знаки дополнения, т.к. каждый из 
них относится теперь только к обозначению дуги и не влияет на преобразования] -  
=jr23nf t  $ Jr23nr21 гт51 n r4 lju |r2 3o r21 пгб  1пг^м[г23пг21 n r2 5 n r4 tU i2 3 o f2 1 pr25nr24j.

Каждому пересечению поставим в соответствие набор ребер;
1- й набор ребер: г23пг13..=> (2, 3), (1,3);
2- й набор ребер: г23лг21пг51пг41 => (2,3), (2,1), (5,1), (4,1);
3- й набор ребер: r23r,r21nf51r,r24 => (2, 3), (2,1), (5,1), (2, 4);
4- й набор ребер: г23пг21стг25пг41 => (2,3), <2,1), (2, 5), (4,1);
5- й набор ребер: г23пг21аг25пг24 => (2,3), (2,1), (2,5), (2,4).
Каждый из найденных наборов обладает следующим свойством: если удалить из 

графа 0 5 все ребра набора, то нельзя будет перейти из вершины 2 в вершину 3. Если же 
хотя бы одно ребро из набора не удалять, то возможность перехода из 2 в 3 остается.
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9. Найдем простые пути в вершину w=3 и циклы, не проходящие через эту вершину, ис­
пользуя структурное число графа.

Составляем вспомогательную таблицу, где для каждой вершины графа Ds выпишем 
саму вершину и все смежные ей вершины:

1|1 2 3 5 [ Затем получим новую таблицу из вело- 1 1 2 3 5
2 1 2 3 4)5 могапгельной,удаливизнеестрокусно- 3S(Ds) 2 1 2 3 4 5
3 1 3 5 меройw = 3: S3 ~ 4 1 2 4
4 1 2|4 5 1 2 5
5||1 2|5

Далее формируем новую таблицу, объединяя элементы строк 1 и 2, удаляя при этом

По последней таблице формируем соответствия Р, на {1,2,3,4,5}х{1,2,3,4,5} (некото­
рые из них - это перестановки на {1,2,4,5}),

Каждое соответствие Р; представим в виде матрицы, первая строка которой -  это 
транспонированный первый столбец полученной таблицы (одинаковый для всех Pi), а 
вторая -  транспонированный 0+1)-й столбец этой таблицы.

Каждое соответствие разложим на циклы и (или) пути, Циклы записываем в круты х 
скобках, пути -  в квадратных.

Каждое соответствие, где в нижней строке есть w=3, позволяет получить путь из вер­
шины, номер которой присутствует в верхней строке и отсутствует в нижней строке, в 
вершину w (по которой брали производную). Так, Ргдает путь с началом в 4 (номер 4 от­
сутствует в нижней строке) и концом в 3 (номер 3 присутствует в нижней строке): 
Рз=[42513], Соответствующий путь: 4—>2—>5—>1 —>3.

Некоторые соответствия дают одинаковые пути, например, Рз и Р25.
Каждая перестановка, в которой в нижней строке отсутствует w=3, позволяет получить 

циклы (контуры), не проходящие через вершину w-З. Так, Р22 дает контур 1—>2—>4—>1.
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Pf

Pf

Рз=

Pf

Ps=

Ps=

Pf

р8=

Р9"

Рю=

1 2  ± 5
3 4 1

1 2 ^ 5
3 52 1

1 2 1 15
5 у ; 1

1 2 5
5]4 1
ф 5
2 3 ' 1
1 2 ^ 5
2 5 1
1 2 5
3 2” 1

1 2 1 5
3 5П 1
1 2 ^11-5
5 ! 2 1

1 2 1 5
5 .3 . 1 1

~(2,4)[5,1,3] 

=[4, 2,5,1, 3] 

=0, 5)14.2, 3] 

=(2,4)0,5) 

=(4)[5,1,2,3] 

=(1 .2.5)(4) 

“(2)(4)[5,1.3] 

={4)[2. 5,1,3] 

=0.5)(2)(4) 

:=(1. 5)(4)[2, 3]

= [5,2,4,1,3]

Р 12“

Pl3=

Р«=

Р 15"

Pl6=

PlF

Рзв-

P 19-

Pzor

Pzi-

Рг2=

Ф
3

!|4 
) 1

5
2

1
5

! 4j 
И

5
2

1 4
Г7

5
2

1 1 4 5
1 \ А 2

ф
4 

5 4
5
2

1 4 5
з 4 2
1
? !

415
Ь~4 \ 2

1)2(4 5
5 4 2
1

- I4
5

5 *|4 2"

1(1
2 ‘

2 4]5
3 "ТТб

Ф
2 р

2‘|4|5
Ш Т 5

-(2,5)[4,1,33

=[4,1.5,2, 3]

= 0 ,5 , 2,4)

=(1)(4)[5, 2,3] 

=(1)(4){2, 5) 

=(4)15,2.1,3] 

=(4)(2, 5)[1,3] 

=(1,5.2)(4)

=(4)11.5,2.3]

=(5)(4,1,2,3] 

=(1.2.4X5)

Ргз=

Рг4=

P2S=

Ргв=

Pj7=

Ргв=

Ргэ=

Рзо=

Рз1=

Рзг=

Рзз=

Рз$—

1 2 4 5
3]2 1 J3
1 2 4 5
3 4 1 5
1 2 4 I
1 3 2 5
1(2 4 5
114 2 5
1(2 4 5
3 1 2 5
1|2 4 5
3|4 2 5
1 2 4 5
1 2 4 5
1 2 4 5
1 3 4 5
1 2 4 5
2 1 4 5
1 2 4 5
2 3 4 5
1 2 4 5
3 1 4 5
1 2 4 5
3 2 4 5

={2)(5)[4,1,3] 

=(5)[2, 4 ,1 ,3] 

=0X5)14,2,3] 

*(1)(2.4)(5) 

=(5)[4, 2,1,3] 

=(2,4)(5)[1,3] 

={1)(2)(4)(5) 

=(1)(4)(5)[2,3] 

=(1. 2X4X5) 

={4)(5){1, 2,3] 

=(4X5)12.1.3] 

=(2)(4)(5)[1,3]

Анализируя полученные результаты, имеем:
1 все простые пути в вершину w = 3 2) все циклы, не прохо­

дящие' через w = 3:из вершины. 1: из вершины 2: из вершины 4: из вершины 5;
1-»3
1н>2->3
1-»5-»2-*3

■

2~>3 
2 - И —̂ 3 
2 -И —И-->3 
2—>5-> 1 ~>3

4—̂-1 -—̂3 
4—у2.—>3 
4—>1 ->2->3 
4 —>2.—̂ 1 —>3 
4—̂  1 --^5—>2-*3 
4—>2—>5—>1—+3

5—>2—►З 
5-И -> 2-»-3  
5->2-И ->-3  
5 -> 2 -» 4 -И -» 3

1—>2~>1 
1—>5—>1
1 -  >2-й~»1 
1 —>*2—>-5—>1 
1 —>5—>2—>1
1 —»5~*2-»4—̂  1
2 -  >4->2 
2 > 5 - > 2
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Задание 3. Логические функции
Логическая функция f{a,b,c,d) задана выражением (см. таблицу VII).

1. Привести выражение, задающее функцию f(a,b,c,d), к минимальной ДНФ, используя 
законы булевой алгебры.

2. Построить таблицу значений заданной функции.
3. Записать СДНФ и СКИФ функции f(a,b,c,d).
4. Получить минимальную ДНФ функции f(a,b,c,d), используя карты Карно.
5. Получить минимальную ДНФ функции f(a,b,c,d) методом Куайна-Мак-Класки.
6. Привести выражение, задающее минимальную ДНФ функции f{a,b,c,d), к КНФ.
7. Построить бинарную диаграмму решений функции f{a,b,c,d) с минимальным числом 

узлов в ней, выбрав оптимальный порядок расположения переменных по уровням.
По построенной минимальной бинарной диаграмме решений получить представле­
ние функции f(a,b,c,d) с помощью условного оператора if.

Таблица VII. Логическая функция f(a,b,c,d):
№ f(a,b,c,d)
1 (a v  М  & b)) & (Н а  & (—,b v  d)) v c )  v  - .с  v  (a v  (b & -.d))
2 (-ib  v  d) & ((—.d & c) v  (a & c) v  (—.d & ~.c) v  (a & -ю }) & (b v  d)
3 (a & c) v  ((b v  - id )  & {—ia v  -id ) & (d v  b) & (- ia  v  d)} v  (a & -iC)
4 ((з v  b) & {—ib  v  —id) & (~rb v  —iC) & (~iC v  d)) v  ( (-s b v c ) & (c  v  d))
5 (c v  - id ) & (a v  c) & {—-b & c & d )v  (—id & -,a ) & H b  & c & d) v  i-,c
б (—.a v  -ib ) & (—ib v c ) S  (a v с) & Н а  v  b v  - ,c  v d )  & (d v  (d & c))
7 H a  & b) v  (c & -ib ) & (H a  & d) v  (c & d)) & H b  & c & d) v  ->b v  -iC
8 (f—,d & b) v  (c & b)) & H b  v  -,c ) & (c v  -ia ) v  (H d  v  -,c ) & (c v  a))
Э H (c  & d)) & (a v  c) v  - ib  & H e  v  a) v  (c & - ia ) & (c v  -,d) & H d  v  a)
10 (H e  v d) & (d v  a)) v  ((b v  -.b) & (—.c v  a) & H e  v  -,d) & H d  v  a))
11 f(a v  c) & {a v  d)) & (((c v  (c & b)) & -hC) v  —is) v  (c & -^b) & —id
12 (H b  v  -.c) & (a v  b)) v (d & —ic) v  ( (H b  & - ia ) v  c) & (a v  b))
13 ((a v  (c v (b  & с))) & H (c  & d)) & (c & -id )) & (c v  H d  & -ю ) v  d)
14 (a v  —ic) & (H a  & d) v  (b & d) v  H a  & —id) v  (b & —id)) & (a v  c)
15 ((“ tC & —id) v  (b & c)} & (—i3 v  —id) & ({(—iC v  —ib) & d) v  (c & b))
16 (a v  b) & (- ib  & c & d) v  H a  & - ib  & c & d) v  -,b  v  ~>c v  d & (a v  b)
17 (a & b) v  (a & -ib ) v  (H a  v b) & (c v -,d ) & H a  v  -,b ) & (d v c))
18 (H b  & c) v  H e  v  d) v  -па) & H a  v  b v  - ic  v  d) & H e  v  d) & a
19 (b & d) v  ((c v  -id ) & (a v c) & H d  v  - ,c ) & (a v  -ic )) v  H b  & d)
20 (a & -id ) v  { (H e  & - ib ) v  d) & (c v  b)) v  (H d  v  -iC) & (c v  b))
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Т е о р е ти ч е с ки е  св е д е н и я  и  пр и м ер ы  вы пол нения З ад ан и я  3

1. Минимизация булевых функций с  использованием законов булевой алгебры
Основные законы булевой алгебры.
Здесь f l , f2, f3 -  любые булевы функции.
1. Аащ иш ивост ь:

fl&( fa & f3) = (fl& fe)S f3 = fl& f2& ft fiv (f2 v f3 ) = (f iv f2 )v f3 = 'fiv fe v f3
2, Коммутативность:

fl&  fe = ft flV  f2 = f2V fi
3, Дистрибутивность 

конъюнкции относительно дизъюнкции: 
дизъюнкции относительно конъюнкции:

4. Идемпотентность f i& f i  = fi
5. Двойное отрицание: fi = f r
6. Свойства констант: fi& 1= fi

fi&0=6

ft&{ f2 V f3} = (fl& f2)v(fl&f3) 
fiv( f2& f3) = (fiv fe)&(fiv f3) 
fiv fl = fi

fiv1 = 1 0 = 1
frvO = ft 1 = 0

7. Законы де Моргана: f i  & f2 =  f, v  fi, ^  fi v  f2 = f i  & 2
8. Закон противоречия: f i&  fi = 0
9. Закон «исключенного третьего»: f i v  f i  = 1

На основе этих законов выводятся свойства, которые используют, упрощая формулы:
10. Поглощение: Доказательства свойств:

1} Ь = fi f iv №  f i = Ы и ш г = M (1 v h )  f i« f  = fi,
m к! и on)] „

2) f i& ( f iv f2) = fi f i& ( f iv f2) = f i& U v f M  = b v f & f i  = fi.
11. Склеивание:

1) fi & h  v ft & fz = fi

2 )  f t  V f i &  f2  =  f i  v  f2

3 )  f i  &  fe  V  f i  &  ь  v  f2  &  f i  “

= f t  &  f i  V  f i  &  f i

f 2 =  m ( f i v  f2)  =  m  -  f i .
__  ?3 | _ _  |9 ] [fi]

f i  V  f l & f l  =  ( f i v  f t ) & ( f l  v f l )  =  1 & ( f i v f l )  =  f i  V  f l .  

f l  & f l V  f i  &  f i  V  f2 &  f i ' i =

=  f i  &  fz ( h v  Ц  V  u & b v  f t  =
Г3> Л- • • -  13]
=  f l & f 2 & h v f l & f 2 &  k v f t & f l v f l S ,  f i  =
131 —  —  [ J j

=  f l & f 3 & f 2 V f l & f 3 v f l & k &  f s v f 2 &

=  f i  &  £ j  V  f l &  1 з .
Приведенные законы и свойства используются при угощ ении формул, т. е. для по­

лучения эквивалентных формул, содержащих меньшее количество символов.
Порядок действий определяется скобками и следующим приоритетом операций: 
отрицание; конъюнкция; дизъюнкция.

Пример. Макошально упростим выражение
(b&-!ci)v((cva}&(av-,c)&(a&b)&(-.bva))v(b&cf). 

а) Выделим в данном выражении подвыражения, соединенные одинаковым знаком (зна­
ком дизъюнкции): ф  ________ (S _______  ©

( Й З м  (cva) &( av-ic)&(a&b)&(—.bva)) v(b&?).
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По закону 2 коммутативности дизъюнкции, выражения Ф и ©  можно поменять местами: 
®  Ф  | ®

((cva)&( a v - ic)&(a&b)&(-.bva'))V (br& ^ ) v r(b&d),
По закону (1) ассоциативности дизъюнкции, порядок выполнения операций v  над выра­
жениями (D, © ,  @ отрегулируем скобками:

__________ fig_____________ .  ̂ (D ' @
((cva)&( av-,c)&(a&b)&(-.bva))v ( ( b Q ) v  (Ш ) ) .

Упростим сначала подвыражение ((b&-.d)v(bSd)). По закону (3) дистрибутивности конъ­
юнкции относительно дизъюнкции, вынесем b за скобки:

((b & id )v  (b&d)) = b&(—id v  d).
По закону «исключенного третьего» (3), ( - id v  d) - 1 .  Тогда

{(b&-id}v (b&d)) = b & (-d v  d) = b&1 = (по свойствам констант (6}) ~ b.
Этот же результат можно получить проще -  по свойству склеивания (11):

({b&—.d)v (b&d)) = b.
Упростим теперь подвыражение © . Так как выражения (ova), ( av-,c), (a&b), (^b v a ) со­
единены знаком конъюнкции, по закону (1) ассоциативности, расставим скобки, которые 
определят дальнейший порядок действий:

((cva)&( av-,c)) & ((a&b)&(-,bva)}.

(cva)&( av-vc) Ф  (avc)&{ a v -ic ) Ф  av  (c & -ic ) ©  a v  0 ©  a. ■

(a&b)&(-.bva) ©  (a&b}&(av-.b) ©  a&b&a v  a&b&-,b (2P  a&a&b v  a&(b&-.b) © i ©

(a&a)&b v  a&Q a&b v  0 ©  a&b, .
Или, по-другому, используя свойство поглощения (10):

(a&b)&(~ibva) ©  (b&a)&(av-,b) Ф  b&(a&(av-,b}) Ф 0' b&a ©  a&b.

Итак, подвыражение ®  запишется в виде: (а) & (а&Ь) Ф  (а&а) & b Ф  а&Ь.
Тогда исходное выражение сведется к такому представлению:

a&b v  b ©  bv(a&b) ©  (b&1) v  (b&a) ©  b&(1 v  а) ©  Ь&1 ©  Ь.
Этот же результат проще получить, используя свойство поглощения:

a&b v  b ©  bv(a&b) b.
Пример. Максимально упростим выражение

-i( - ic v a ) v  -i{(c&-,a)&(~ia&d)vdv(d&c)) & (- .c v - i d) v  d.

a) —i(—iCva) v  —i((c&—ia)&(—ia&d)vdv(d&c)) &(—iCv— d) v  d ©  f—,—,с&—,3) v

v-.((c&-ia)&(-.a&d)vdv(d&c)) & ( - ,c v - i d) v  d ©  c&-.a v  -,((c&-.a)&(-.a&d)vdv(d&c)) &

&(—iCv—i d) v  d © = ©  c&-.a v  ->((-,a&-,a)&(c&d) v d  v  (d&c)) &(-> c v - ,  d) v  d Ф  c&-.a v

v —1(—i9&G&d v  d v  d&c) &(—,cv—i d) v  d "© c&—is v —i((dvd&—iS&c)v (d&c)) &(—iCv—i d) v  d—

c&-.a v - i ( d v  (d&c)) & ( —rCv—, d) v d  c&-^a v - , { d)& (-iC v-i d )  v d  © ^  =c&-ia v

V - .  d V  d Ф c&—13 V  h  d V  d) ©  c&—.a v 1 © 1 .
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2. Построение таблицы значений булевой функции
Будем рассматривать множество В = {0,1}, элементы которого являются формальны­

ми символами, не имеющими арифметического смысла (0 -  ЛОЖЬ, 1 -  ИСТИНА).
Булевой (логической) функцией от л переменных называется функция f(xi,X2.....Хп),

которая вместе со своими аргументами xi, хг,..... х„ принимает значения из множества В.
Булевы функции двух переменных:

X
L <|н ф2 фэ фа < h фе ф7 ф8 Ф« фи Фн ф « Ф« ф*4 ф<5

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 л 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

lL & — X ■ н У © V ф ~ У ч— X I 1

функция название функция название
фо(х,у) = 0 константа нуля Ф в(х,у)= х - » у левая импликация
ф*2(х,у)= х" =-,х отрицание х 4в(х, у} = х Ф у стрелка Пирса
ф<(х, у) = х & у  = хпм'ккиш1иа М * .  у) = X | у штрих Шеффера

= х л у Ы * .  у) «  1 константа единицы

<̂_ п X < *-< ДИЗЪЮНКЦИЯ Фг(х, У) = X Л- У левая коимпликация
фв(х, у) = х Ф у сложение по модулю 7 ф4(х, у) = х <-- у правая импликация
фэ(х,у)= х ~ у эквиваленция ф н{Х ,У ) = ХЧ4-У правая коимпликация

Пример. Построим таблицу значений для 1(х,у,г) = -,{х-н>~.у) Ф (z ©  (z&y ~ ~ix)). 
Знание особенностей логических функций 2х переменных позволит ускорить процесс 

построения таблицы значений заданной функции и проверку результата. Приведем ряд

Т.к. порядок расположения наборов в таблице всегда одинаков, при задании функции 
ее значениями для сокращения записи столбец со значениями функции транспонирует­
ся и записывается в виде строки.
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Например, рассмотренная выше функция задается так f(x,y,z) = (1011 0100). 
оения т.

f(x,y,z): 0 1
00 Ц0Д0) f(0,0,1)
01 {(0,1,0) «0,1,1)
10 f(1,0,0)
11 q u o ) f(1,1,1)

! > ч У  00 01 10 11
00 |«0,0,0,0) «0,0,0,1) «0,0,1,0) «ОД 1,1)
01 «0,1,0,0) «0,1,0,1) «0,1,1,0) «о,1,1,1)
10 «1,0,0,0) «1,0,0,1) «10,1,0) f(1,0,1,1)
11 «1,1Д0) «1,1,0,1) «1,1,1,0) «1,1,1,1)

Если выражение, задающее функцию, представить в нормальной форме (дизъюнк­
тивной или конъюнктивной), то построение таблицы значений функции упростится.

Пример. Построим таблицу значений заданной функции f(a,b,c,d) с учетом ее пред­
ставления в виде минимальной ДНФ.
f(a,b,c,d)- (-iCvd)&(dva))v((av-ib)& (- ,cva)&^(cvd)&(-.dva))va&(bv- ,a)=dv ,b& ,cva&b. 

Эта таблица заполняется следующим образом. По выражению, за­
дающему функцию f(a,b,c,d), определяем, на каю к наборах ее зна- 
чение равно 1.
Так как функция представлена в виде ДНФ, то, по свойству констант 
(fiv1 = 1), для того чтобы значение всего выражения, задающего 
функцию, равнялось 1, достаточно, чтобы хотя бы одно из его 
дизъюнктивных слагаемых имело значение, равное 1. Выражение 
d v -M -rC v a & b  имеет 3 дизъюнктивных слагаемых; d, —ib&—с и 
а&Ь. Значит, f(a,b,c,d) =1 только в следующих случаях:

либо при d = 1, т.к. тогда f(a,b,c,d) -  1 v - .b & ^ c v a & b -  1,

а ь с d t(a,b,c,d)
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 1
2 0 0 1 0 0
3 0 0 1 1 1
4 0 1 0 0 0
5 0 1 0 1 1
6 0 1 1 0 0
7 0 1 1 1 1
8 1 0 0 0 1
9 1 0 0 1 1
10 1 0 1 0 0
11 1 0 1 1 1
12 1 1 0 0 1
13 1 1 0 1 1
14 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1

- либо при —ib&—.с =1, т.к. тогда f(a,b,c,d) = Iv d v a & b  = 1,

- либо при а&Ь =1, т.к. тогда f(a,b,c,d1 = 1 v  ' d v - .b & -,C f 1.

Определим, на каких наборах эти слагаемые принимают единичные 
значения.

а&Ь =1 тогда и только тогда, когда а=1 и Ь =1 одновременно, т.к. 1&1 =1. При этом пере­
менные с и d (от которых также зависит функция), отсутствующие в этой конъюнкции, 
могут принимать любые значения. Значит, а&Ь =1 на наборах 1100, 1101, 1110, 1111. 
Аналогично, - М - , с  =1 на наборах 0000, 0001, 1000,1001. Для d = 1 наборов будет 
больше, т.к. для трех остальных переменных а, b и с имеется 8 разных наборов: 0001, 
0011, 0101, 0111, 1001, 1011, 1101, 1111.
На остальных наборах значение заданной функции равно нулю. 
При заполнении таблицы не обязательно полностью определять 
наборы, на которых функция принимает единичные значения. 
Например, в нашем случае достаточно проставить единичные 
значения функции в тех строках таблицы, где а=1 и b =1 одно­
временно (12-я, 13-я, 14-я и 15-я строки), где Ь=0 и с =0 одновре­
менно (0-я, 1-я, 8-я и 9-я строки) и где d = 1 (строки с номерами 
1,3,5,7,9,11,13,15).

Другой вариант таб- 
лицы:__________ _

— s^foo 01 10 11

00 1 1 1 0 1
01 р 1 0 1
10 1 1 0 1
11 1 1 1 1 1
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3. Получение СДНФ и СКНФ булевых функций
Элементарными конъюнкциями называются конъюнкции переменных или их отри­

цаний, в которых каждая переменная встречается не более одного раза. Дизъюнктив­
ной нормальной формой (ДНФ) формулы называется формула, имеющая вид дизъ­
юнкции элементарных конъюнкций. ДНФ формулы называется совершенной дизъюнк­
тивной нормальной формой (СДНФ), если каждая элементарная конъюнкция ДНФ 
формулы содержит символы всех переменных, от которых данная функция зависит.

Элементарными дизъюнкциями называются дизъюнкции переменных или их отри­
цаний, в которых каждая переменная встречается не более одного раза. Конъюнктив­
ной нормальной формой (КНФ) формулы называется формула, имеющая вид конъ­
юнкции элементарных дизъюнкций. КНФ формулы называется совершенной конъюнк­
тивной нормальной формой (СКНФ), если каждая элементарная дизъюнкция КНФ 
формулы содержит символы всех переменных, от которых данная функция зависит. .

Пример. Получить СДНФ и СКНФ для функции f(x,y,z), заданной таблицей значений.
Для построения СДНФ по таблице значений рассмотрим только все те на­
боры, на которых функция принимает единичные значения. Каждому ну­
лю из набора поставим в соответствие отрицание соответствующей пе­
ременной, а единице -  саму переменную; таким образом, по каждому на­
бору построим конъюнкцию переменных и их отрицаний:
Ю00—>х y Y jj0 1 0 -> К 7 ? ] ;iQ11 -ч> х у zj;|100->х 7  zj;l101-»xyzj;l1 1 0 -» x y z l 

,  Соединив полученные конъюнкции знаком дизъюнкции, получим СДНФ 
функции:f(x,у,z) = х  у г v  x y z  v  x y z  v  x 7  2 v  x y г v  x y z .

Далее- no таблице значений построим СКНФ. Для этого рассмотрим только все те на­
боры, на которых функция принимает нулевые значения (у нас это 001 и 111).Каждой 
единице из набора поставим в соответствие отрицание соответствующей переменной, а 
нулю -  саму переменную; таким образом, по каждому набору построим дизъюнкцию пе­
ременных и их отрицаний: ( 0 , Q, 1 ) - >xvy  v  Х;  (1,1,1)~ > x v y v Z .

Соединив полученные дизъюнкции знаком конъюнкции, получим СКНФ для нашей 
функции: f(x,y,z) = (х v  у v  Z ) & ( X v y v z ) ,

Пример. Получим СДНФ и СКНФ для функции f(x,y,z) = 2  v  х у v  х 7 по ее формуле, 
не выполняя построения таблицы значений. 
f(x,y,z)~ 2 V  Х у v x y  = ( x v x ) ( y v y ) z  v  x y ( z v z ) v x y ( z v z ) =
=х у Z У Х  У 2 v X y Z v  X У  Z V  X' у Z V  X V Z V x y z  V X X Z .
= x y z v x y  z v X y Z v x  у  z v X y z v x y z -СДНФ,
f(x,y,z)= 2 v  X y v X 7 = ( Z  v  x y ) v x y  = ( z  v  K ) ( z  v y )  v x y  =
=((z V X ) ( Z  v y ) v x ) ( ( z  V x ) ( z  v y ) v  7)  =
= { z  V  X v X) ( Z  v y  v x ) ( z  V  x V  y ) ( z  v y v  y )  =
=(z v1 }{2 vy.vx)= (2 V x v y ) ( l  v.1) = ( z  v y  v x ) ( z  v  it v  у) -СКНФ.

: Пример. Получим СДНФ и СКНФ функции .f(x,y,z), используя предельные разложения 
Шеннона.

X Y 1 f(x,y,z)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 Л 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Формула предельного дизъюнктивного разложения Шеннона, дающая СДНФ функции:
jffx,y,z) -  v  xG,& у°2& z°; , где дизъюнкция берется по всем наборам (01,02,03) таким, 
что f(m,02,03)= 1.



Формула предельного конъюнктивного разложения Шеннона, дающая СКНФ функции:

f(x,y,z) = &(x-,q V  \ п а У  z ^ 03 j  где конъюнкция берется по всем наборам (си,02,03} та­
ким, 4 T o f(a i,02 ,< T :t)= 0 .

Здесь
если сг= 0 , 
если а  =  1.

Запишем СДНФ для заданной функции f(x,y,z), принимающей значение 1 на наборах
(0,0,0), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0): . .

f(x,y,z) = X°&y0&ZdV, X°&y1&Z0V x°&y1&z1v  X1&y°&Z°V x’ & y ^ z ’ v  X1&y1&Z° =
= -iX & -iy& ^ZV  —iX&yA—iZV -iX&y&ZV X&-,yS-iZV xS-iV&ZV X&y&-,Z.

Запишем СКНФ для заданной функции f(x,y,z), принимающей значение 0 на наборах
(0,0,1), (1,1,1):
f(x,y,z) = (x"°vy"°vz~'l)&(x~'i vy"'1vz~'1)=(x1v y 1&vz0)&{x°vy0vz (l)= (xvyv-,z ) & (-iXV-^yv-iZ).

4. Построение минимальной ДНФ функции с помощью карт Карно

а —?а a

ь a&b&c&d -.a&b&c&d -,a&b&-.c&d a&b&-.c&d d

-.a&b&c& id —,a&b&—,c&—d а&Ь&“*тС&—id
- i d

~ i b
а&—ib&c&—id -,a&~ib&c&-id ->a&-ib&-iC&-,d
а&—ib&c&d — ib&c&d — i C&d 8&—ib&—iC&d d

с —iC

a a

b
н и 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 d

1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0
- i d

- i b
1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 G 1 1 0 0 1 d

C — tC

Таблица 1 Таблица 2
Карта Карно для функции четырех переменных f(a,b,c,d) представляет собой таб­

лицу, где предусмотрены ячейки для всех возможных конъюнкций четырех переменных 
а,Ь,с,d и их отрицаний (см. таблицу 1).

Каждой ячейке таблицы 1 взаимно однозначно соответствует набор из нулей и еди­
ниц (см. таблицу 2). Таблица устроена таким образом, что любая пара соседних по гори­
зонтали или по вертикали наборов отличается друг от друга только в одном разряде.

Заметим, что карта Карно представляет собой таблицу с пустыми внутренними ячей­
ками. В таблицах 1 и 2 внутренние ячейки заполнены только для того, чтобы показать их 
соответствие конъюнкциям и наборам из нулей и единиц.

Карту Карно удобно заполнять, пользуясь таблицей 1, если функция представлена в 
виде СДНФ, и пользуясь таблицей 2, если функция задана таблицей значений.

Для получения минимальной ДНФ функции:
1) карты Карно заполняем единицами следующим образом: в ячейку записываем 1, 

если соответствующая элементарная конъюнкция присутствует в СДНФ функции, или на 
соответствующем наборе функция принимает единичное значение;

2) строим покрытия воех единиц максимально возможного размера (длина стороны 
покрытия обязательно является степенью двойки -  2°=1,21=2,22= 4 ,2 3=8 и т.д.); количе­
ство покрытий должно быть минимальным; при построении покрытий карты Карно мож­
но мысленно склеивать около горизонтальной оси, около вертикальной оси и около обе­
их осей сразу; покрытия могут перекрываться; лишних покрытий строить не нужно, иначе 
получаемая ДНФ не будет минимальной;
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3) каждому покрытию ставим в соответствие элементарную конъюнкцию переменных 
по следующему правилу; если переменная попадает на покрытие и с отрицанием, и без 
отрицания, то такая переменная в конъюнкцию не входит; остальные переменные попа­
дают в конъюнкцию. Чем больше покрытие, тем меньше переменных входит в конъюнк­
цию, так для функции 4-х переменных покрытию 1x1 соответствует конъюнкция 4-х пе­
ременных, покрытию 1x2 - 3-х переменных, покрытию 2x2 - 2-х переменных и т.д.

Пример. Получим минимальную ДНФ функции f(a,b,c,d), используя карты Карно 
(таблицу значений.функции см. выше).

Результат; минимальная ДНФ функции f(a,b,c,d) = d v -M -iC v a & b .

5. Получение минимальной ДНФ функции методом Куайна-Мак-Класки
Рассматриваем только те наборы, где значение функции равно 1.
Группируем наборы по количеству единиц в них. Далее объединяем наборы из со­

седних групп. ■
Объединению подлежат только те наборы, которые различаются лишь в одном раз­

ряде (соседние наборы). В объединяемых набора* разряд, в котором есть различие, за­
меняется другим символом (например, Например. 010 и 011 объединяются в 01+.

Если для каких-то строк таблицы такое объединение невозможно, переносим эти 
строки в следующую таблицу, не производя над ними никаких действий вплоть до шага, 
где требуется устранить избыточность.

Группируем строки с одинаковой позицией знаков "+" в них. Объединяем наборы в 
пределах каждой группы, если это возможно , (объединяемые наборы должны разли­
чаться только в одном разряде). Из нескольких одинаковых строк (если такие есть) ос­
тавляем одну. Выполняем операции, описанные в этом абзаце, до тех пор, пока это 
возможно.

Далее устраняем избыточность: если в некоторой строке все присутствующие в ней 
номера имеются в других строках, то эта строка является избыточной, и ее удаляем.

Полностью реализация метода показана на примере функции f(a,b,с,d), таблицу зна­
чений которой получили выше.

f(a,b,c,d)= ({-icvd)& (dva))v((av-1b)&(-icva)&-.(cvd)&(~idva))va&(bv‘-,a)
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1) Выпишем из таблицы значений f(a,b,c,d) только те 2) Группируем наборы по количеству единиц в 
наборы, на которых значение функции равно единице них:

3 ь с d f а ь с d
0 0 0 0 0 1 без 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 С одной 1 1 0 0 0 1
3 0 0 1 1 1 8 1 0 0 0
5 0 1 0- 1 1 с двумя 1 _ з . 0 0 1 1
7 0 1 1 1 1 5 0 1 0 1
8 1 0 0 0 1 9 1 0 0 1
9 1 0 0 1 1 12 1 1 0 0

11 1 0 1 1 1 с тремя 1 7 0 1 1 1
12 1 1 0 0 1 11 1 0 1 1
13 1 1 0 1 1 13 1 1 0 1
14 1 1 1 0 1 14 1 1 1 0
15 1 1 1 1 1 счетырьмя 1 15 1 1 1 1

3) Строим таблицу (строки фор- 4) Группируем наборы с одина- 5) Составляем новую таблицу,
иируются из соседних наборов) ковой позицией знаков (+) в них: где строки формируются из со-

а ь с d

0,1 0 0 0 +

0,8 н- 0 0 0
1,3 0 0 + 1
1,5 0 4 0 1
1,9 4 0 0 1

8,9 г 0 0 4-
8 , 1 2 1 4- 0 0

3,7 0 4 1 1

3,11 -1- 0 1 1

5,7 . 0 1 + 1

5,13 + 1 0 1

9,11 1 0 4 1
9,13 1 4 0 1
12,14 1 1 4 - ' 0

7,15 4 1 1 1
11,15 1 4*

1
1 1

13,15 1 4 1
14,15 1 1 1 +

6) В новой таблице из нескольких 
одинаковых наборе» оставим один:

а b 0 d
0,1 0 0 0 4-
8,9 1 0 0 4-

14,15 1 1 1 4

1,3 G 0 4- 1
5,7 С 1 4- 1

9,11 1 0 4- 1
12,14 1 1 4- 0
13,15 1 1 4- 1
1,5 0 4 0 1

8,12 1 4 0 0
3,7 0 4* 1 1

9,13 1 4- 0 1
11,15 1 4- 1 1
0,8 4 0 0 0
1,9 + 0 0 Л

3,11 4- 0 1 1
5,13 4- 1 0 1
7,15 4 1 1 1

седних наборов
а ь по d

0,1,8,9 4- 0 0 +
1,3,5,7 0 + 4- 1

1,3,9,11 +' 0 4- 1
5,7,13,15 4- 1 4 1
9,11,13,15 4 + 4- 1
12,14,13,15 1 1 + 4-

1,5,3,7 О 4- 4- 1
1,5,9,13 4- 4- 0 1

8,12,9,13 1 4 0 4

3,7,11,15 4- 4 1 1*
9,13,11,15 1 4- 4- 1

0,8,1.9 4- 0 0 4-

1.9,3,11 4- 0 4- 1
1,9,5,13 4* 4 0 1

3,11,7,15 4- 4- 1 1
5,13,7,15 4- 1 4» 1

14,15 1 1 1 4

7) Группируем наборы с одинако­
вой позицией знаков (+) в них:

8) Объединяем строки, на­
боры в которых различают­

а b С d
0,1,8,9 4- 0 0 4

1,3,5,7 0 4- 4- 1
1,3,9,11 4* 0 4- 1

5,7,13,15 4 1 4 1
9,11,13,15 1 4- 4- 1

1,5,9,13 4- 4- 0 1
8,12,9,13 1 4- 0 4-

3,7,11,15 4- •+■ 1 1
12,14,13,15 1 1 4 4-

14,15 1 1 1 4-

■0,1,8,9 4" 0 0 •4

1,3,5,7 0 + 4- 1
9,11,13,15 1 4- + 1

1,3,9,11 4 0 + 1
5,7,13,15 4- 1 4- 1
1,5,9,13 4 4* 0 1

3,7,11,15 4* 4- 1 1
8,12,9,13 1 4 0 4-

12,14,13,15 1 1 4*. 4-

14,15 1 1 1 4-

ся между собой только в 
одном разряде:

а Ь С d

0,1,8,9 4* 0 0 4

1,3,5,7,9,11,13,15 4 4 4 1
1,3,9,11,5,7,13,15 4 4 4 1
1,5,9,13,3,7,11,15 +• 4 + 1

8,12,9,13 1 4 0 4

12,14,13,15 1 1 4 4

14,15 1 1 1 4
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9) Из нескольких строк таблицы таких, что 
записанные в них наборы одинаковы, ос­
тавляем одну:

а ь С d
0 ,1 ,8 ,9 + 0 G +

1,3,5,7,9,11,13,15 ч- + + 1
8,12,9,13 1 4- 0 +

12,14,13,15 1 1 + +
14,15 1 1 1 4-

10) Устраняем избыточность: 0,1,8,9 -  не 
является избыточной, т.к. 0 не встречает­
ся больше ни в какой группе; 
1,3,5,7,9,11,13,15 -  не является избыточ­
ной, т.к., например, 11 нигде больше не 
встречается; 14,15 -  избыточна, т.к. эти 
номера есть в 12,14,13,15; 8,12,9,13 -  из­
быточна, т.к. 8 и 9 есть в 0,1,8,9, а 12 и 13 
есть в 12,14,13,15. Удалив лишние стро­
ки, получаем:

3 ь с d конъюнкции:
0,1,8,9 + 0 0 [•+• —ib&—iC

1,3,5,7,9,11,13,15 4- + * 1 d
12,14,13,15 1 1 4 * 8$Ь

Результат: минимальная ДНФ функции f(a,b,c,d) = dv-,b&->cva&b.

6. Привести выражение, задающее минимальную ДНФ функции f(a,b,c,d), к КНФ

Пусть минимальная ДНФ функции f(a,b,c,d) = dv-,b&-.cva&b.
Используя законы булевой алгебры, приведем данную ДНФ к КНФ. 
f(a,b,c,d) ~ cfv-,b&-,cva&b = (d v “ M -iC va )& ( d v -M - iC v b )  =

=(dvav-M --.c}& {d vbv-ib& -iC )~  ((dva)v(-ib8c—iC))&((dvb)v(~-ib&—ic)) — 
=(dvav-ib}& ( d v a v -.c  )& (dvbv-,b)& ( d v b v - ,c )  =
=(dvav-,b)&( d v a v - ic  )&( d v b v - ,c ) -  это и есть КНФ функции f{a,b,c,d).

7, Построение минимальной бинарной диаграммы решений (БДР) функции

БДР булевой функции п переменных f(xi,...,x„) представляет собой дерево со сле­
дующими свойствами:

•  Вершины соответствуют переменным, от которых зависит функция, и расположены 
по уровням. Каждому уровню соответствует одна переменная.

•  Из каждой вершины выходит две дуги. Одна соответствует нулевому значению пе­
ременной (пунктирная линия), а вторая - единичному (сплошная линия).

•  БДР имеет 2Л листьев, каждый из которых соответствует одному из значений функции. 
Суть.задачи о минимизации БДР состоит в том, чтобы минимизировать число вершин

в БДР. При этом порядок расположения вершин по уровням может быть произвольный. 
Для фиксированного порядка расположения переменных'по уровням:
1. Строим полную БДР.
2. Двигаясь по уровням сверху вниз, для каждого уровня выполняем 2 действия:

а) находим вершины, от прохождения которых не зависит значение функции, и 
удаляем их;

б) находим одинаковые поддеревья и из нескольких одинаковых оставляем одно.
3. Приводим БДР к конечному виду (для заданного порядка переменных она будет 

содержать минимальное число вершин).
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4. Меняем порядок переменных и выполняем шаги 1-3 для нового порядка располо­
жения переменных по уровням. Эти действия выполняем для всех возможных переста­
новок переменных, от которых зависит функция.

5. Выбираем тот порядок расположения переменных по уровням, который будет оп­
тимальным {т.е. при котором БДР функции будет содержать минимальное количество 
вершин), если же таких вариантов несколько, то выбираем любой из них.

Для построения минимальной БДР функции f(a,b,c,d} оптимальным порядком распо­
ложения переменных по уровням является следующий: 1-й уровень -  d, 2-й уровень -  Ь, 
3-й уровень -  а, 4-й уровень -  с.

Если порядок переменных соответствуем стандартному, тому, что использовался при 
построении таблицы значений функции f(a,b,с,d), то f(a,b,c,dH 1101 010111011111).

Если же порядок переменных изменен, то изменится и строка, задающая значения 
функции. При выбранном порядке переменных О ДЬдс)3 (1010 0011 1111 1111).

На рисунках, иллюстрирующих процесс построения минимальной бинарной диаграм­
мы решений, используются следующие обозначения: р1=а, р2~Ь, рЗ-с, p4-d.
1) Для выбранного 
порядка переменных 
строим полную БДР, 
т.е. такую, где коли­
чество листьев (ви­
сячих вершин) равно 
16 - по числу всех 
значений заданной 
функ-ции. Заметим, 
что, записывая зна­
чения функции, нуж­
но обязательно учи­
тывать новый поря­
док переменных.

2) Для единичного 
значения р4 видим, 
что от значения пе­
ременной р2 значе­
ние функции не за­
висит, поэтому этот 
узел в дереве уда­
ляем.
На этой же диаграм­
ме видно, что значе­
ние функции при р4=1 
не зависит также и 
от значений р1 и рЗ, 
поэтому эта узлы 
тоже будут удалены.
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3) При р2=0 для раз- ! 
личных значений р1 
видим, что исходящие 
из этого узла ребра 
ведут в вершины, в 
которых начинаются 
одинаковые поддере­
вья. Поэтому из двух 
одинаковых подде­
ревьев оставляем од­
но, а узел р1 удаляем, 
т.к, от значения этой 
переменной не зави­
сит значение функ­
ции. При р2~1 значе- 

: ние функции не зави- 
| сит от значения рЗ -  
I удаляем эти узлы.

Таким образом, в полученной бинарной диаграмме решений осталось только 5 узлов, 
и эта диаграмма функции f(a,b,c,d) по числу узлов является минимальной.

Представление функции f(a,b,c,d} с помощью условного оператора if  по построенной 
минимальной бинарной диаграмме решений имеет вид:

if d then
f:=true

else
if b then

if a then 
f:=true 

else
f:sfafse

end if 
else

if c then
f:"fal$e

else
f:=true

end if
end if

end if

Для определения оптимального порядка расположения переменных по уровням в ло­
кальной сети университета имеется программа, которая расположена по адресу: 
l):\ VT&PM\ ZAOCH_F\ ММИП\ MinBDR\
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