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1,1. Задача о наилучшей загрузке станка
Задача. Станок налажен на обработку деталей определенной группы. Выделен фонД" 
времени 7 непрерывной работы станка сданной наладкой. Известно число л деталей в 
группе, длительность обработки Ь и ценность с; каждой детали в группе ( М ,...п). Пред­
полагается, что всю группу нельзя обработать в  течение выделенного фонда времени, 
длительное™ обработки деталей могут быть разными, очередность обработки деталей 
не важна. Нужно отобрать из группы детали для загрузки станка в течение выделенного 
фонда времени так, чтобы общая ценность отобранных деталей была максимальной. 
Задания для выполнения.
1. Составить и записать математическую модель поставленной задачи в соответствии с 

данными своего варианта.
2. Найти все решения данной задачи методом ветвей и границ.
3. Решить поставленную задачу в Excel с помощью надстройки «Поиск решения», 

сформировав О т ч е т  по результатам.

Решение задачи (пример! Запишем математическую модель задачи:
5-xi + 4-хг + 2-Хз + 3-Х4 + 6-Х5 max
30-xi + 40-Х2+ 20'Хз+ 20-Х4 + ЗОх§< 70, % е{0,1}, 1=1.... 5,

Найдем удельную ценность каадой детали (ценность на единицу времени). В таблице 
слева в последнем столбце найден порядок деталей в группе в соответствии с убывани­
ем их удельных ценностей. Разместим детали в полученном порядке (в таблице справа).
i Ci ti Ci/ti Порядок Примечание. Если несколько деталей i Ci ti Ci/ti
1 5 30 0,167 © имеет одинаковую удельную ценность 5 6 30 0,2 ©
2 4 40 0,1 © (в примере -  2-я и 3-я), то они счита- 1 5 30 0,167 ©
3 2 20 0,1 © ются равноценными и между собой 4 3 20 0,15 ©
4 3 20 0,15 - © могут быть расположены в произволь- 2 4 40 0,1 ©
5 6 30 0,2 © ном порядке. 3 2 20 0,1 ©
Учитывая этот порядок, найдем верхнюю оценку общей ценности выбранных деталей 
(ценность большая, чем эта оценка, уже не может быть получена в процессе решения 
задачи). Последовательно выбираем детали в указанном порядке, пока общее время 
обработки при выборе очередной детали не превысит заданного (70). Б. нашем случае 
5-я и 1-я детали выбираются целиком, поэтому X5-x i~1. Их обработка займет 
30'Xs+-30-xi=60 единиц времени, а следующая, 4-я деталь, требует для своей обработки 
20 единиц времени и не может быть целиком обработана за оставшиеся 70-50=10 еди­
ниц времени. Поэтому берем только часть 4-й детали, такую, которая может быть обра­
ботана в точности за оставшиеся 10 единиц времени, т.е. м  = 1/2. При этом последние в 
списке 2-я и 3-я детали вообще не могут быть выбраны, т.к, выделенный фонд времени 
исчерпан, поэтому хг=хз=0. Тогда общее время обработки выбранных деталей соста­
вит 30-Х5+30-Х1+20-Х4+40-хг+20-хз=30-1+30-1+20-1/2+40-0+20-0=70, а их суммарная цен­
ность -  6-Х5+5-Х1+3-Х4+4-Х2+2-хз= 6'1+5-1-ьЗ-1/2+4-0+2-0=12 1/2. Т.е. верхняя оценка об­
щей ценности равна 12 1/2. Эта величина является именно оценкой, т.к. при ее вычис­
лении использовалось дробное значение х ,(И ). В процессе решения задачи эта вели­
чина может только уменьшиться (в лучшем случае, суммарная ценность окажется рав­
ной 12). Бее полученные в данном рассухщении результаты сведены в таблицу №0:
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i Ci Ь Xi Sft-Xi) £fo-Xi)
5 6 30 1 30 6
1 5 30 1 60 11
4 3 20 1/2 70 12V2
2 4 40 0 70 121/2
3 2 20 0 70 121/2

Здесь 2(ti’Xi) -  суммарное время обработки деталей, а £(о-х,} -  их суммарная ценность, 
Начнем процесс применения метода ветвей и границ. Ветвление будем вести по деталям, 

для которых в процессе решения будут получаться дробные значения xi. Например, в таб­
лице МаО дробное значение получено для детали номер 4 (хИ /2). Поэтому далее будем 
рассматривать 2 случая; Х4= 1 или ха= 0, т.е. либо брать в обработку 4-ю деталь, либо нет. 

Процесс решения будем сопровождать построением дерева решений. В корневой вер­
шине дерева указываем верхнюю оценку общей ценности, полученную в таблице с но­
мером 0 (у нас это 12 V 2 ), На каждой последующей вершине дерева будем указывать 
значение выбранного х* (Xi=0 или хр1) и соответствующую оценку суммарной ценности
{или ее точное значение при целочисленных X i, N .... 5). Ту из открытых вершин дерева,
где оценка общей ценности окажется больше, выбираем для дальнейшего ветвления,

Из вершины дерева НЕ строим ветви, если для нее выполняется одно из условий;
-  в этой вершине нет решений (превышено выделенное время обработки деталей);
-  в этой вершине найдено значение целевой функции при целочисленных значени­

ях X i, i=1.... 5;
-  в этой вершине полученная оценка меньше, чем уже найденное значение целе­

вой функции при целочисленных значениях X i, i=1 5.

Построение таблиц
В таблице 0 дробное значение принимает Х4 = 1/2, Значит, выполняем ветвление по дета­

ли номер 4, Этому ветвлению будет соответствовать новая таблица №1. Ее получаем так;
- Исходные данные (столбцы i, о, Ь) будем брать из предыдущей таблицы №0,
- Строку, соответствующую 4-й детали, запишем в качестве 1 -й строки новой таблицы,
- Остальные строки таблицы 0 сместим на одну вниз, не изменяя их порядок.
- Добавляем столбцы xi, S(ti-Xi), S(Ci-xi) для Х4 = 1 и такие же столбцы для х$=0.
- Для Х4 = 1 заполняем сначала столбцы х, и S(ti-Xj):

полагаем Х4= 1 (это обязательное условие), тогда E(ti-Xi)=20-1=20, из 70 единиц вы­
деленного фонда времени остаются свободными 50 единиц; 
деталь 5 требует 30 единиц времени для обработки, на данный момент имеется 50 
свободных единиц времени, значит, полагаем xs = 1, тогда £(ts-Xi)=2G-1+3G-1=50, из 
70 остаются свободными 20 единиц времени;
деталь 1 требует 30 единиц времени для обработки, а на данный момент имеется 
только 20 свободных единиц времени -  меньше, чем нужно. В этом случае полагаем

*  = S S f g S m g g r  1  £(t-Xi)=20-1+30-1 +30-2/3=70, «ы-

деленный фонд времени исчерпан, значит, 2-ю и 3-ю детали не берем: хг=0, хз = 0.
По найденным х  заполняем столбец Е(сгх;) и получаем оценку суммарной ценности 
взятых деталей при Х4 = 1: S(ci-Xi) = 3-1+6'1+5-2/3+4-0+2-0-121/3.
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Для %=0 заполняем сначала столбцы х; и £ф.х):
полагаем Х4 = 0 (это обязательное условие), тогда Б(1гХ)=20'0=(), из 70 единиц выде­
ленного фонда времени все 70 остаются свободными;
деталь 5 требует 30 единиц времени для обработки, на данный момент имеется 
70 свободных единиц времени, значит, полагаем х$ = 1, тогда E(ti-Xj)=20-0+30-1=30, 
из 70 остаются свободными 40 единиц;
деталь 1 требует 30 единиц времени для обработки, на данный момент имеется 40 сво­
бодных единиц времени, значит, полагаем xi = 1, тогда 2(ti-xi)=2Q-0+3O-1+3O-1=6Q, из 70 
остаются свободными 10 единиц;
деталь 2 требует 40 единиц времени для обработки, на данный момент имеется 
10 свободных единиц; полагаем Х2=10/40=1/4, тогда 2(ti-Xi}=20-0+30-1+30-1+40-1/4=70,

. фонд времени исчерпан, значит, хз=0.
По найденным х, заполняем.столбец £(CfXj) и получаем оценку суммарной ценности 
взятых деталей при Х4 = 0: £(c,-Xi) = 3-0-+б-1+5-1+4-1/4+2-0=12.

И при Х4 = 1, и при Х4 = 0 получены не точные значения суммарной ценности, а ее оцен­
ки, т.к. в обоих случаях при их вычислении использовались дробные значения хк

Строим соответствующее ветвление на дереве, а затем из всех открытых в данный 
момент вершин выбираем ту, у которой оценка больше (в данном случае это вершина с 
оценкой 12 */з}. .

Значит, далее будем рассматривать таблицу 1 при хд = 1 (т.е, таблицу, где получена 
оценка, соответствующая выбранной вершине). В этой таблице дробное значение при­
нимает xi = 2/3, значит, ветвление будем вести , по 1-й детали. Этому ветвлению будет 
соответствовать новая таблица (с номером 2). Ее строим аналогично предыдущей таб­
лице, но для нее нужно учитывать новое обязательное условие: Х4 = 1 (и для xi = 1, и 
для xi = 0).

Остальные таблицы строятся с помощью аналогичных рассуждений. Все таблицы, ко­
торые пришлось построить при решении данной задачи, приведены ниже.

В верхней части каждой таблицы (начиная с таблицы с номером 2) указываются обяза­
тельные условия, при которых ведутся расчеты в таблице. В качестве этих условий бе­
рутся значения Xi, расположенные выше по дереву по отношению к рассматриваемой 
вершине (по которой ведется ветвление). Значения й, которые являются обязательными 
условиями ветвления и не могут быть изменены при заполнении таблиц, выделены в 
них жирным шрифтом.

В каждой таблице, начиная с первой, указано, из какой предыдущей таблицы она была 
получена.

В завершении по таблицам, содержащим решения (у нас это таблицы №5 и №8), запи­
сываем ответ к поставленной задаче. В ответе должен быть указан каждый набор дета­
лей, имеющий максимальную суммарную ценность, а также общее время обработки 
всех деталей, входящих в набор,

Примечание. Расчетные таблицы могут быть построены вручную либо с использовани­
ем MS Excel.
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1,2, Пример оформления решения задачи о наилучшей загрузке станка

Математическая модель:
ilci ti Ci/ti 0) i Ci ti Xj S{tfXi) E(Ci-Xi)
1:5 30 0,167 © 5 ,6 BOM 30 6

5-Х1+4-Х2+2-ХЗ+3-М+6-Х5 -»шах 2 4 40 0,1 © 1 5 30 1 60 11
30-Х1+40'Хг+20’Хз+20’Х4+30-Х5 < 70 3 2 20 0,1 © 4 3 201/2 70 12%

Х| е{0,1}, И , . ..,5. 4 3 20 0,15 Ф 2 4 40 0 70 121/2
5 6 30 0,2 © 3 2 20j 0 70 121/2

D X4=1
из т.0' X4=1 X4=0 ИЗТ.1) X1 = 1 X1=0
i Ci ti Xi Eti-»Eci-Xi Xi Eti-xECi-x i Ci ti Xi Sti-x ECi-x Xi Eti-XECi-xi
4 3 20 1 20 3 0 0 0 1 5 30 1 30 5 0 0 0
5 6 30 1 50 9 1 30 6 4 3 20 1 50 8 1 20 3
1 5 302/3 70 12 V3 1 60 11 5 6 302/3 70 12 1 50 9
2 4 № 0 70 121/3 1/4 70 12 2 4 40 0 70 12 1Й 70 11
3 2 20 0 70 121/a 0 70 12 3 2 20 0 70 12 1 70 11
3}____ X4=1, X1=1 4)____ 4X4=0
из t,2) x5=1 X5-O ИЗТ.1 X2=1 X2=0
i Ci ti XiS'Mi ECi-x; Xi Cti-xiECi-Xi i 0 ti Xi Eti-x ECi-x, Xi Eti-Xi Cq-Xi
5 6 3C 1 30 0 0 0 2 4 «)1 40 4 О 0 0
1 5 3C 1 60 1 30 5 4 3 2C0 40 4 0 0 0
4 3 2C 1 80 1 50 8 5 6 3C 1 70 10 1 30 6
2 4 4Cнет решений 1/2 70 10 1 5 :зс0! 70 10 1 30 11
3 2 2t 0 70 10 3 2 2C)0 70 10 1/2 70 12

5) X4=0, X2=0 6)____ X4=0, X2=0, X3=1
из t.4) X3= Хз=0 из т.5) X1==1 X1==0
i Ci i. Xi Eti-x ECi-X, X Eti- c i Ci ti Xi Eti-x ECi-x̂ jsti-xEq-x
3 2 20 1 20 2 0 0 0 1 5 30 1 30 5 0 0
2 4 40 0 20 2 0 0 0 3 2 20 1 50 7 20 2
4 3 20 0 20 2 0 10 0 2 4 40 0 50 7 t 20 2
5 6 30 1 50 8 1 30 : 6 4 3 20 0 50 7 t 20 2
1 5 30 2/3 70 11 Vs 1 60 . в 5 8 30 2/3 70 11 50 8

X4~0, X2=0, Хз=1, X1-=1 8) x<=1 X1=0
ИЗТ.6 x5=1 X5=0 из т.2’ X2=1 X2=0
i Ci ti Xi Eti-x EQ-Xi Xi Cti-xfCCi-Xi i Ci ti Xi Eti-x iCCj'X Xi Eti-xECi-Xi
5 6 3C 1 30 0 0 0 2 4 40 1 40 4 0 0 0
1 5 3C 1 60 1 30 5 1 5 30 0 40 4 0 0 0
3 2 2C 1 80 1 50 7 4 3 20 1 60 7 1 20 3
2 4 4C 0 нет 01 50 7 5 6 301/3 70 ■9 t 30 9
4 3 2t 0 решений 0 50 7 3 2 20 0 70 9- 1 70
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Все вершины, на которых можно было получить максимальную ценность, рассмотрены.

Ответ; 1-е решение - (х*. хг, хэ, Х4, xs) -  (1,0,0, 0,1), общее время обработки равно 60;
2-е решение - (x-i, хг, хз, Х4, xs) -  (0, 0, 1, 1, 1), общее время обработки равно 70. 
Максимальная общая ценность выбранных для обработки деталей равна 11.

Примечание, Поясним построение-дерева решений. При кахщой вершине указан ее но­
мер в квадратных скобках. Ветвления на дереве соответствуют таблицам.
На 1-м ветвлении (Х4=1, Х4=0) для дальнейшего рассмотрения выбираем вершину [1,1], 
где Х4~1, т.к, оценка суммарной ценности (121/з) в этом случае больше, чем при Х4=0 
(12). Из вершины [1.1] выполняем 2~е ветвление.
После 2-го ветвления открытыми остаются вершины [2.1], [2.2] и [1.2] с оценками сум­
марной ценности 12,11 и 12 соответственно. Из них для дальнейшего ветвления выби­
раем любую из вершин с наибольшей оценкой (12), например, [2.1], где xi=1.
После 3-го ветвления вершину [3.1] не рассматриваем: здесь при X4~xi=X5-1 время об­
работки выбранных деталей превышает заданное-нет решений (н/р); открытыми остают­
ся [3.2], [2.2] и [1.2]. Выбираем вершину[1.2], где естьшансы получить ценность, равную 12. 
После 4-го ветвления в [4.1] при целочисленных xi получаем ценность, равную 10. Для 
рассмотрения выбираем [4.2], где есть шансы получить большую ценность, равную 12. 
На 5-м ветвлении в вершине [5.2] получаем 1-е решение -  это набор с ценностью, рав­
ной 11. Здесь получено точное значение ценности (при целочисленных »}, которое яв­
ляется максимально возможным (см. открытые вершины [3.2], [2.2], [4.1], [5.1]).
Те вершины, где оценка ценности (10 в [3.2]) или ее точное значение (10 в [4.1]) меньше, 
чем уже найденное максимальное значение ценности (11 в [5.2]), далее не рассматриваем. 
В данный момент только в вершинах [2.2] и [5.1] остается шанс получить максимальную 
ценность, равную 11. Для дальнейшего ветвления выбираем [5.1] (с большей оценкой), 
Аналогичным образом рассуждаем, выполняя оставшиеся ветвления на дереве решений.
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1.3. Пример решения задачи о наилучшей загрузке станка в Excel
5*xi + 4-Х2+ 2-хз + 3-Х4 + 6jX5 —> max 
30-xi + 40-X2 + 20-хз+ 20-X4+30-Xs< 70,» e{0,1}, i=1,,..,5. 

Найдем максимальную ценность деталей при заданных условиях, 'используя надстройку 
«Поиск решения» (при этом будет найден только один из наборов (xi, хг, хз, Х4, х?)).

* Подготовим исходные данные на рабочем листе Excel
а) Введем числовые данные (диапазон для неизвестных Xi оставляем пустым);

1 ii 1 ■ 21 3 4 \ 5
2 ;cl 5 4 : г г\ б

3 X) 30 40 : 20 20 ; 3°

4 ix i

I,,, j
LJ

б) Введем формулы для £ {c i-X i} и 2 {t-X j):

А ' В ; С D Е
1 ;i ;2 ;2 3 н 5
2 |d :5 |4 2 ;з 15
3 щ 30  _ _ 40 т _ 28 ..!го__ 130
4 |К1 ____:...

;=СУММПРОИЗВ(В2;га;$В84;$У^4!

В

■ Подготовим исходные данные в окне «Поискрешения».
а) В меню Сервис выберем команду «Поиск решения». Если эта команда в меню 

Сервис отсутствувтло/|редв^_рита11ьно подал^чи^^ ^ ^ ^ ^ ^ р |цс, Надстройки):

Доступные надстройки;  ̂ л - 
С  VBA для псиошника по Интернету 
С  ^Инструменты для евро
С  М «твр подстановок 

■ (Мастер суммирования 
Пакет анализа 
Пакет анализа - VBA

Отмена "j,

O6gop,.,

б) В окне «Поиск решения»:
■ укажем целевую ячейку с  формулой, задающей целевую функцию, чей макси­
мум требуется найти (у нас это ячейка G2, содержащая формулу 2(cj-Xi));

- укажем, что требуется найти именно максимальное значение;
- укажем изменяемые ячейки с неизвестными значениями Xi, 1=1,,., ,5 (у нас это 
диапазон ячеек 84:F4); так мы разрешаем Excel изменять значения в этих ячей- 
ках, подбирая наиболее подходящие для решения данной задачи;

Пеааск решения я т

Установить целевую ячейку? j.|GS2. Ш QsESUSbiiJ
Равной: (е>) накшмал&нону: знач&нию 0  знэченшз? |0 __ j Е»йаа!№»йЭ

'■О вддопальному значению
Изменяя ячейки? • • ”

___
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- добавим ограничения из математической модели задачи:
I(ti-Xi) < 70: ■   .........  XI г {0,1}, г-1,...,5:

„ ......додовдоие стран ✓ г

Ссылка на ячейку̂  Ого-значев*
^ z z z ж

[ с«ь?й̂ *ма ячейку;

& S 5 u u  1‘ч 5 » Й  d&sksti ййш«Ы

- выберем а Параметрах окна поиска решения Линейную модель:
П о и »  ptm aww ^

Установить целевую ячейку: ЬфбуД. ....l§jgj

Равной: ®Гдакя«альшну зшченмк>

. . ■ . ■© инвинаштеку значение 
Изтгендаячейюз: ..................

Orpehi мення:....; -■■;■“

ШЛ
жкаченикк |0

____ Ш Ш У] ------------- ,

: у
[ $БМ; SFf4 -  .авэмчное 
! !?£ЗрЗ <= 70

Максимальное время:.:.: ^100_ ,

Щ̂ едбльнее числоАтерМйй: 11D0 ;
Стн:скг1ггьнал п&грешйоОтй:; j0,000001 Т ;>£■ ] Загрузить недель̂ .

атклонвнмврЩ:';|s_.............. . _J% ”:ii'; ] Сохранить недель... j

. Сходимость:*, у  ■ ■. . -у.-: 10,0001 ]•.'••••,••: [ Справка 1

Е ! р * е й н м  модель}1 .: : : т Q  Автоматическое масштабирование 

[: [ У  Неотрнцателььще значения.-■ .. |_J Показывать везультаты.итераций
d(̂ i»!r̂ TK:''T;,vrJ. | РаЙестИ:У:.:<7;' •'•: : Г.:птгл:пес.дн̂ •:-. : ;• ;"• • 

©прямкс-..:‘
© ̂ нтра/1ЬНЬ1й'

•2.! ГИ..:2И1"ТЧ : • .:..
0'йеа'драт|1Ч1«я::;:!;;;

(*■/ Ньютона
О сопряа:енкых градиентов:

Получим решение, щелкнув кнопку Выполнить в окне «Поиск решения»:
А  8 с D Е , F

1 1 1 . 2! 3 4*1 ’ 5.

2 d  5; 4; 2 ъ 5

3 t i  30 40 Щ 20| 30

4 эв . i; Ом От 0\ 1:

'Решение найдено. Всечираиичения-и условия 
оптимальности выполнены.:, . у т л  у  -г- <■:■

: © ' СохраЫть найденное решение : v  

;- О  Восстановить исходные значенияНайдено одно из возможных 
решений задачи: в обработку 
берем 1-ю и 5-ю детали, т.к.
(х1,Х2,хэ(Х41Х5}=(1Д 0)011). Максимальная суммарная ценность выбранных деталей 
равна 11; при этом они могут быть обработаны за время, равное 60.

Создадим О тч е т  по результатам , выбрав в появившемся окне «Результаты 
поиска решения» Тип о тч е та  - Результаты . Созданный отчет появится на но­
вом листе рабочей книги.
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2.1, Составление расписания горячей обработки (РГО)
Задача. На линии горячей обработки, состоящей из к станков, нужно обработать партию 
из т  деталей. Все детали должны проходить по линии в одном направлении через каж­
дый станок. Заданы длительности обработки деталей каждым станком. Каждая деталь 
может ожидать обработку только перед первым станком линии, а перед остальными -  
ожидание недопустимо (войдя в линию, каждая деталь должна обрабатываться непре­
рывно ~ одним станком за другим). Требуется составить расписание горячей обработки 
данной партии деталей за минимальное время (минимальное по длине расписание). 
Задания для выполнения.
1. По заданной матрице Р получить матрицу Wo размерности (m+1)x(/n+1), где w$ - время 
мевду моментами начала обработки 1-м станком деталей Di и Dj по любому компактному 
расписанию, где детали идут одна за другой в порядке Di, Dj. (m+1 )-я деталь -  фиктивная.
2. Для полученной матрицы Wo найти оптимальный порядок обработки деталей за ми­
нимальное время. Построить диаграмму, соответствующую найденному порядку.
3. Решить поставленную задачу в Excel с помощью надстройки «Поиск решения»,
Пример расписания обработки де­
тали Di на линии с тремя станками 4 6 1 3  
Mi, Мг, Мз (матрицей Рзаданы дли- р = 2 4 5  6 1 
тельности обработки деталей Di, 5 2 4 2  
D2, Di, D4 на каждом станке):

Пример расписания обработки деталей Di, Da, Da, D4 в порядке Di->D2-»D3-»D 4, имею­
щего наименьшую длину среди всех расписаний, по которым детали обрабатываются в 
указанном порядке (компактное расписание), время обработки всех деталей -  27 единиц:

W12 l Wn [ №34

т 1

04|05 0б107[08|09|10|11|12 Ь Ш Щ $ 2 4 :
Для 4-х деталей число всех компактных расписаний равно 4! (числу всех перестановок 
этих деталей). Минимальное по длине расписание совпадает с одним из компактных. 
Чтобы найти такое расписание, сведем задачу составления РГО к задаче коммивояжера. 
Введем в рассмотрение величины щи которые равны длине интервала между момента­
ми начала обработки первым станком (Mi) деталей Di и Dj по любому компактному рас­
писанию, в котором эти детали следуют одна за другой в порядке Di, Dj. Величина №, не 
зависит от временных характеристик деталей Di лри Щ  Щ  а зависит только от дли­
тельностей обработки деталей Di, Dj. Примеры величин ^  приведены выше на рисунке. 
Здесь, с учетом порядка обработки, представлены йщ=4, №23=9, и/з<г=3.
Чтобы учесть полное время обработки той из реальных деталей, которая обрабатыва­
ется последней, введем в рассмотрение фиктивную деталь, которая входит в линию по­
следней и проходит обработку на всех станках мгновенно (за 0 ед. времени). Если в пи­
нии к станков, а число всех деталей равно т ,  то величины w, вычисляются по формуле:

;ш х{ур ,
й-1

8=1
, 1,2,.. .,т.

Полученные таким образом величины об­
разуют матрицу размерности mxm.
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Решение задачи. Добавим; в исходную  матрицу Р  последний столбец, содержащий время 
обработки фиктивной детали кавдым из станков (все элементы этого столбца равны 0), 
Получим матрицу величин wq по заданной матрице Р  в Derive. Вводим матрицу Р. Для 
этого в строке ввода в квадратных скобках перечисляем через запятую элементы мат­
рицы Р, отделяя строки друг от друга точкой с запятой:

■р:=Е4,6,1,3,0; 2, 4, 5,6,0; 5, 2,4, 2,0]
Нажав клавишу Enter, получим:

□  4 6 1 3 0 П  
#1: р :=□ 2 4 5 6 0 □

□  5 2 4 2 0 П
Далее вводим выражение для получения матрицы W: 

vector(vector{max(vector(sum(p sub s sub i, s, 1, h) -  sum(p sub s sub j, s, 1, h-1), h, 1,3)), j, 1, 5), i, 1,5}, 
где 3 -  число станков, a 5 -  чисто деталей, включая фиктивную. Нажав Ctrl+J, получим:

#2: VECTOR

#3

VECTO R  M AX VECTO R

4
6
1
3
О

5 4 
9 7 
5 3 
8 6 
о о

11
12
10
11
0

I

, р .1 S.I

h -1
■ L  Р , М .  
S=1 SJ

s j j .  j, 1, s j ,  i, 1, s j

1 ОС- 4 5 4 11
2 6 СО 9 7 12
3 4 1 00 3 10

Wo=4 5 3 8 00 11
5 0 0 0 0 00

Запишем полученную матрицу, заменив элементы главной диагонали знаком со :
.1 2 3 4 5 Значения 5-го столбца можно вычислить по матрице Р:

4+2+5=11 -  время обработки 1-й детали на всех станках;'
6+4+2=12-время обработки 2-й детали на всех станках;
1+5+4=10 ~ время обработки 3-й детали на всех станках;
5+3+8=11 -  время обработки 4-й детали на всех станках.
Значения 5-й строки равны 0, т.к. фиктивная деталь проходит 

обработку на всех станках мгновенно, за время, равное 0. .
Далее решаем задачу коммивояжера для полученной матрицы методом ветвей и гра­
ниц. Приведем алгоритм, состоящий из 9 шагов (в-пунктирной рамке), поясняя выполне­
ние каждого шага на примере.
Т.'~(То‘ м а т Щ ё ^ ’п о п у ™  этого" иГз ка~адо~й 7^рокй_ма'т-

рицы Wo вычтем минимальный'элемент этой строки, а затем из каждого столбца по­
лученной матрицы вычтем минимальный элемент этого столбца. В приведенной 
матрице в каждой ее строке и каждом ее столбце должен быть хотя бь: один эле-

_ мент,фавный_нулю. Пода/аем^=ОХпеременщ .^отвечает _за_ нумерацию метриц).........
Шаа 1 в нашем примере:
1 2 3 4 5 Выпишем для каждой строки ее минимальный элемент:

1
2
3

Wo=4
5

со 4 5 4 11 
6 со 9 7 12
4 1 «  3 10
5 3 8 * 1 1
О 0 0 0 со

4 - минимальный элемент 1-й строки; 
6 - минимальный элемент 2-й строки; 
1 - минимальный элемент 3-й строки; 
3 - минимальный элемент 4-й строки.
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Если минимальным элементом строки (столбца) является 0, то его вычитание'не изме­
нит строку (столбец). Поэтому выписываем только ненулевые минимальные элементы. 
Вычитая из каждой строки минимальный элемент этой отроки, из Wo получим преобра­
зованную матрицу (слева):

1 2 3 4 5 Далее выпишем для каждого столбца его минима- 1 2 3 4 5
i f  ОО 0 1 0 7 ‘ льный элемент. При этом имеет смысл рассматри- 1 'соО 1 0 1 ‘
2 0 <*,3 1 6 вать только те столбцы, которые не содержат ну- 2 0 ооЗ„ 1 0
3 3 0 со 2 9 левых элементов, У  нас таким является последний Wo‘= 3 3 0 со 2 3
4 2 0 боо 8 столбец. Вычитая из последнего столбца его мини- 4 2 0 5 с» 2
5 0 0 0 0 со мальный элемент (8), получим приведенную матри- 5 0 0 0 0 ос

6 цу Wo' (записана справа).
2. Сумма всех вычтенных чисел даст нижнюю оценку Со общего времени обработки де­

талей. В ходе решения величина Со может только увеличиться или остаться прежней.
Шаг 2 в нашем примере: Со = 4 * 6  * 1 + 3 + _ |L  “  20.

________________  то, что _вы_чш по строкам _ .1? ..ч х ов^ л и гю ™ л б ^ !^
3. Если размерность рассматриваемой приведенной матрицы больше 2-х, то в этой;

матрице для каадого нуля подсчитаем его степень. Степень нуля равна сумме мини-] 
маяьного элемента строки, в которой находится ноль, и минимального элемента | 
столбца, в котором находится ноль. При выборе минимального элемента сам нуле-1 
вой элемент, для которого вычисляется степень, не учитывается. ВЫЧИСЛЯТЬ СТЕ-] 
ПЕНИ НУЛЕЙ МОЖНО ТОЛЬКО В ПРИВЕДЕННЫХ МАТРИЦАХ! ;
Если размерность рассматриваемой приведенной матрицы Wh* равна 2-м, то работа* 
алгоритма заканчивается. Записываем найденный цикл: в последовательность обра-1 
бота деталей, полученную на предыдущих шагах, добавляем еще 2 недостающих; 
перехода, соответствующих нулевым элементам матрицы Wh*. Затем исключаем из| 
цикла фиктивную деталь. Цикл при этом окажется разорванным, и вместо него м ы ; 
получим искомую последовательность горячей обработки деталей за минимальное; 
время, равное величине Си. Последовательность начнется с той детали, которая; 
следует непосредственно за фиктивной, и закончится той деталью, которая лредше-; 
ствовала фиктивной детали в цикле. Порядок обработки деталей внутри последова-1 
тельности будет таким же, как и в разорванном цикле. Далее, с учетом найденного] 
порядка обработки, строим компактное расписание обработки деталей. При этом по] 
матрице Wo можно определять время которое проходит от начала обработки де-| 
тали / до начала обработки следующей за ней детали / на первом станке .Длина тако- ] 
го компактного расписания должна равняться Сн - минимальному времени, за кото-]

_ рое ̂ ржнр.обр_а_боуахь всюпартию деталей_на_линии горячей обработки., _ _  _  ....... ■
Шаг 'З в примере. Размерность Wo* больше 2-х, значит, вычисляем степени нулей.
1 2 3 4 5 Поясним на примере, каким образом вычисляются степени нулей.

Wo*:

оо0° 1 0° 1 
0>со 3 } 01 
3 02ос 2 3 
2 Ги 5 ос. 2 
0°0°0| 0°оо

Степень нуля, стоящего в 4-й строке и 2-м столбце, равна 2+0=2, т.к, 
минимальным элементам 4-й строки (кроме рассматриваемого нуля) 
является 2, а минимальным элементом 2-го столбца (кроме рассмат­
риваемого нуля) является 0 (любой из оставшихся в этом столбце).
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4ГВыб"йраём нольТнгмбблшеТстёпёньюГ^^
бой из них. Пусть выбранный ноль находится в строке / и столбце /  Тогда множество! 
всех решений разбивается на два непересекающихся подмножества: в одном сразу; 
после обработки детали / следует обработка детали /  (А у ) ,  а в другом такая после-; 
довательность обработки запрещена (/Ау). |

Ш§Г?~в" нашемпрйме”рё: иГнёскЬлькйх"нулёй"с‘ одж  
нькз, равной двум, выберем ноль на пересечении 4-й строки и 2-го столбца. Зна­
чит, множество всех решений разобьется на два непересекающихся подмножест­
ва: первое содержит переход 4-М, а второе запрещает этот переход: 4А2. 

"бГ'Дда'случая ' А  /стро'им из'рассматриваемой приведенной матрицы новую матрицу 
Wt+1,1 следующим образом: в рассматриваемой приведенной матрице удаляем строку 
/и столбец/ При этом в новой матрице Ww,i запрещаем переход, образующий цикл, 
в котором не все детали участвуют (для этого соответствующий элемент матрицы 
заменяем знаком да). Ситуации, которые возникают при добавлении нового перехода:

® Вновь добавляемый переход А  у не имеет общих точек с переходами, добавлен­
ными ранее (на предыдущих шагах). Тогда {для исключения цикла) элемент, стоя­
щий в строке у и столбце /', заменяем знаком да.

* Вновь добавляемый переход /-а- у имеет общие вершины с переходами, добавлен­
ными ранее. Тогда соединяем переход с уже существующими переходами по общим
вершинам. - либо так: из Г . . . - А и /А / получаем |f \ .. - А  - А  (соединяем по /);
либо так: из 
либо так: из

А . / и [ А / получав*л i—̂ j (соединяем по у );
А . . . / ' / \ . . - А |  и  ̂/ получим А / ( с о е д и н и в  по i и /).

Для исключения цикла делаем запрет по концам цепочки, в которую добавили пере-: 
ход А /  в направлении, противоположном стрелкам. Укажем для трех случаев, рас- i 
смотренных выше, какой элемент матрицы заменяется знаком со: ;
для цепочки вида * ...  ̂/ заменяем знаком со элемент в строке у и столбце у";
для цепочки вида 1 - Г заменяем знаком оо элемент в строке Г и столбце /;
для цепочки вида / \ . . - * А  А - / ' заменяем знаком да эл-т в строке Г и столбце / ’

6. Для случая / А /  строим из рассматриваемой приведенной матрицы новую матрицу j 
Wt+1,2; переписываем рассматриваемую приведенную матрицу и запрещаем в ней пе- j 

___рехрд из / в. L т,е. _з л ем е нтв стр оке / и сто лбу g ̂ заменяем знаком gp- _ _______________ ;
4А>

1 3 4 5
1 СО 1 4 И -
2 0 3 да 0

W «=3 3 со 2 3
5 0 0 0 да

2

В примере выполняем шаги 5 и 6 алгоритма: 
Шаг 5. В матрице Wn, полученной из Wo* вы­
черкиванием 4-й строки, и 2-го столбца, за­
прещаем знаком л  переход из 2 в 4 (по кон­
цам дуги 4—>2 в противоположном направле­
нии, чтобы далее не образовался цикл, не со­
держащий обозначения всех пяти деталей).

4-М
1 2 3 4 5

1 да0 1 0 1
2 0да3 1 0

W12=3 3 0 оо 2 3
4 2 00Л'_5 да2
5 0 оА\0 0 со

2

Шаг 6, В матрице W 12, полученной переписыванием W ,  запрещаем знаком *  пере- 
J3. Я  (т х  дассмаж вается . ситуации когда переход _из 4 в_ 2_запре,щен_)_._

7. По матрице Wt+i,i получаем оценку Ct+1,1, которая показывает нижнюю оценку общего

3 СЛУМ̂ !? l ®сл У ДРт?{!11(?^Р?%1ыза.ется Деталь/

13



Для этого находим сумму, которую нужно вычесть из строк и столбцов матрицы Wt+щ, 
чтобы получить соответствующую приведенную матрицу Ww,i* (см. шаг1 алгоритма). 
Эта сумма, добавленная к оценке, полученной на предыдущем шаге, дает Ct+1,1.

8. По матрице Wt+1,2 получаем оценку Си,г, которая показывает нижнюю оценку общего 
времени обработки деталей, если после детали / не обрабатывается деталь j. Для 
этого находим сумму, которую нужно вычесть из строк и столбцов матрицы Wt+1,2, 
чтобы получить соответствующую приведенную матрицу Wt+1,2* (см. шаг 1 алгоритма). 
Эта сумма, добавленная к оценке, полученной на предыдущем шаге, дает Сид. 
Рассматриваем оценки Сн .ь  Ct+1,2, а при t>1 -  также и те оценки, которые были полу­
чены нз предыдущих шагах, но к данному моменту еще не выбирались. Из всех этих 
оценок выбираем наименьшую. Далее будем работать с матрицей, по которой полу­
чена эта наименьшая оценка (т.к. как нас интересует минимальное время обработки) 
и рассматривать соответствующую ей приведенную. Если имеется несколько одина­
ковых наименьших оценок, то из них выбираем ту, которая соответствует матрице, 
имеющей меньшую размерность. Эту матрицу и выбираем для дальнейшего рас- 

J J f l l t  __t _на _1J_ и_пе|»хо£уим jc шагу_3
Выполним шаги 7,8 и 9 алгоритма в нашем примере,

Шаг 7, Матрица Wn содержит нули в каждом из столбцов, но в 4-й строке нет нуле-, 
вых элементов, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу W n‘, необходимо 
вычесть из 4-й строки ее минимальный элемент, равный 2. Вычтенное число (2) до­
бавим к предыдущей оценке Со, равной 20. Получим оценку Ci 1=20+2=22, которая по­
казывает нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей в случае, если 
сразу после детали номер 4 будет обрабатываться деталь номер 2 (4-^2).
Шаг 8. Матрица W 12 содержит нули в каждом из столбцов, но в 4-й строке нет нулево­
го элемента, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу W12*, необходимо вы­
честь из 4-й строки ее минимальный элемент, равный 2. Вычтенное число (2) доба­
вим к предыдущей оценке Со, равной 20. Получим оценку С 12=20+2=22, которая пока­
зывает нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей в случае, если за­
претить обработку 4-й детали непосредственно после 2-й детали (4 Ш ) .
Чтобы отобразить процесс разбиения множества всех решений / O h
на подмножества, будем строить дерево решений, указывая в щ г
каждой вершине разрешенный или запрещенный переход и со- / С А _ ■ 
ответствующую ему нижнюю оценку времени.
Шаг 9. Из двух открытых вершин выбираем ту, которой соответствует меньшая оцен­
ка (т.к. нас интересует минимальное время обработки всех деталей). В нашем случае 
обе наименьшие оценки одинаковы (Cn=Ci2=22). В таком случае выбираем вершину, 
которой соответствует матрица меньшей размерности -  это матрица Wn. t := 0+1=1,

. Возвращаемся к шагу 3 алгоритма и рассматриваем приведенную матрицу Wn’.
Шаг 3, Размерность матрицы Wn* больше двух, поэтому вычисляем

W»*-

1 3  4 5 
00 1 ОМ 
0° 3 % 0-
Ч 45 а? 1
0»0’ 0Q оо

степени нулей этой матрицы.
Шаг 4. Выбираем ноль с наибольшей степенью. Таких нулевых эле­
ментов с максимальной степенью, равной 1, несколько. Можем из них 
выбрать любой, например, стоящий в 3-й строке и 4-м столбце.
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Значит, множество всех решений разобьется на два непересехающихся подмножест­
ва: первое содержит переход 3- >4 (при условии, что переход из 4 в 2 разрешен), а 
второе запрещает переход: 3-7x4 (при таком же условии: 4-х2),
Выполним далее для нашего примера шаги 5 и б алгоритма, т.е. по матрице W n‘ 
найдем матрицы W21 (для 3—>4) и W22 (для 3-М ).

1
Wii= 2 

5

3~>4—х2 
i 3 5
со 1 1
Q со О 
О 0 00

Шаг 5. В матрице №21, которая получена из W h * 
вычеркиванием 3-й строки и 4-го столбца, запреща­
ем переход из 2 в 3: т х  добавляемый переход 
3-х4 имеет общую вершину 4 с переходом 4-»2, 
добавленным ранее, то, соединив их по этой общей 
вершине, получим цепочку 3-х4-~>2, по концам ко­
торой из 2 в 3 запрещаем переход, чтобы не полу­
чить цикл, содержащий не все детали.

4->2, 3-&4
1 3  4 5

1 00 1 0 1
W22= 2 0 3 оо 0

3 1 оооо 1
5 0 0 0 со

Шаг 6. В матрице W22, полученной переписыванием W n\ запрещаем переход из 3 в 4. 
Выполним для нашего примера шаги 7, 8 и 9 алгоритма: уточним оценки для W21 и 
W22 и выберем наименьшую из оценок, соответствующих висячим вершинам на дереве, 
Шаг 7. Матрица W21 не содержит 0 в 1-й строке, поэтому, чтобы получить приведен­
ную матрицу W21', вычитаем из 1-й строки ее минимальный элемент (1). Это число 
добавим к предыдущей оценке, равной 22. Получим оценку С21=22+1~23 -  нижнюю 
оценку общего времени обработки всех деталей, если сразу после Оз обрабатывать 
D4 (3—>4), при этом 4—>2.
Шаг 8. Матрица W22 не содержит нуля в 3-й строке, поэтому, чтобы получить приве­
денную матрицу W22\  надо вычесть из 3-й строки ее минимальный элемент, равный 
1. Вычтенное число (1.) добавим к предыдущей оценке, равной 22. Получим оценку 
022=22+1=23. Она дает нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей в 
случае, если запретить обработку детали D4 сразу после детали D3 (3-7x4), при усло­
вии, что 4-х2.
Наращиваем дерево решений из висячей 
вершины с меньшей оценкой (Си), выбранной 
на предыдущем этапе.

W 12*=3

4
5

Шаг 9. Из оценок C2i=23, С22=23, Ct2=22, соответствующих висячим вершинам дере­
ва, выбираем наименьшую. Наименьшей является оценка Си~22. Далее будем ра­
ботать с матрицей, для которой получена эта оценка, т.е. с матрицей W12. 1 := 1+1=2. 
Переходим к шагу 3 алгоритма и рассматриваем приведенную матрицу W i2*.

Шаг 3. Размерность W12’ больше 2-х, поэтому ищем степени нулей. 
Шаг 4, Единственный нулевой элемент с максимальной степенью, 
равной 2, находится в 3-й строке и 2-м столбце. Значит, множество 
всех решений разобьется на два непересекающихся подмножест­
ва: первое содержит переход 3 -х2  (при условии, что 4-/>2), а вто­
рое запрещает этот переход: 3-7>2 (при том же условии).

1 2 3 4 5
00 0° 1 0° 1 

0°оо 3 1 0« 
3 0г со 2 3 
0°ОО 3 ОО0° 
0° 0° О10°оэ
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4-/>2,3—>2 Выполним далее для нашего примера шаги 5 4-42,3-42
1 3  4 5 и 6 алгоритма, т.е, по матрице W12 найдем 1 2 3 4 5

1 со 1 0 Т матрицы W31 (для 3—>2) и V fe  (для 3-42). . ,  1'со 0 1 0 1п
W3i=2 0 со 1 0 Шаг 5. В матрице W31, которая получена из 2 0 оо 3 1 0

4 0 3 оо 0 Wi?* вычеркиванием 3-й строки и 2-го столбца, VV32-  3 3 00 00 2 3 2
5 0 0 0 оо знаком оо запрещаем переход из 2 в 3. 4 0 00 3 00 0

Шаг б. В матрице Ww. полученной перепись!- 
ванием W 12*, запрещаем переход из 3 в 2. 5 0 0 0 Ооо

Шаг 7, Матрица W31 содержит нули в каждой из строк и в каждом из столбцов, поэто­
му совпадает со своей приведенной матрицей W3T. Соответствующая этой матрице 
оценка С31 совпадает с предыдущей оценкой, равной 22, и дает нижнюю оценку об­
щего времени обработки всех деталей в случае, если сразу же после детали с номе­
ром 3 будет обрабатываться деталь с номером 2 (3—>2), при условии, что 4-42.
Шаг 8. Матрица W32 содержит нули во всех строках, кроме 3-й, значит, чтобы полу­
чить приведенную матрицу Щ г , нужно вычесть из 3-й строки ее минимальный эле­
мент, равный 2. Вычтенное число добавим к предыдущей сценке, равной 22. Полу­
чим Сз2=22+2-24, дающую нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей, 
если запретить обработку 2-й детали сразу после 3-й (3-42), приусловии, что 4-42. 
Наращиваем дерево решений из висячей 
вершины с меньшей оценкой (С12), вы­
бранной на предыдущем этапе.
Шаг 9. Из оценок Сг1=23, С 22—23, Сз1=22,
Сзг=24, соответствующих висячим верши- W21 
нам дерева, выбираем наименьшую.
Это оценка Сз1- 22. Далее работаем с соответствующей матрицей W31. t :~2+Т=3. 
Переходим к шагу 3 алгоритма и рассматриваем приведенную матрицу W311.

1 3  4 5 Шаг 3. Размерность УУяб больше двух, поэтому ищем степени нулей.
1

W3r= 2
4
5

°оЩ|0  ̂ 1 
0°' cfei 1 0°
0°ф 00 0°

Шаг 4. Нулей с максимальной степенью, равной 1, два. Выберем, на­
пример, ноль в. 5-й строке и 3-м столбце. Тогда мн-во всех решений 
разобьется на два непересекающихся подмножества: 1-е содержит 
переход 5-*3 (при этом 4-42,3 -*>2), 2-е запрещает этот переход: 5-43..

Выполним далее для нашего примера шаги 5 и 6 алгоритма, т.е, ло матрице \А/зТ 
найдем матрицы (для 5->3) и W42 (для 5-43). _______________

442,-5-»3~~>2 Шаг 5, В матрице W41, полученной из W31* вычерки- 4-42, 3—>2,5-43
1 4 5 ванием 5-й строки и 3-го столбца, запрещаем переход 1 3  4 5

1 00 0 1 из 2 в 5. Т.к. добавляемый переход 5->3 имеет об- 1 « 1 0  1
W«=2 0 1 со щую вершину 3 с цепочкой 3->2, полученной ранее, W42— 2 0 со 1 0

4 0 со 0 то, соединив их по вершине 3, получим цепочку 4 0 3 ооО
5- ->3-»2; по концам ее из 2 в 5 запрещаем переход. 5 0 со 0 со

Шаг 6. В матрице W42, полученной переписыванием \А4Г, запрещаем переход из 5 в 3.
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Шаг 7. Матрица W41 содержит нули в каждой строке и в каждом столбце, поэтому 
совпадает со своей приведенной матрицей W41’ . Соответствующая этой матрице 
оценка С<и совпадает с предыдущей оценкой, равной 22, и дает нижнюю оценку об­
щего времени обработки всех деталей, если сразу же после детали 5 будет обраба­
тываться деталь 3 (5-»3), учитывая, что 3-->2, 4 4 2 .
Шаг 8. Матрица W42 содержит нули в каждом из столбцов, но в столбце с номером 3 
нет нулевого элемента, поэтому, чтобы получить приведенную матрицу У%з*, необхо­
димо вычесть из 3-го столбца его минимальный элемент, равный 1  Вычтенное число 
(1) добавим к предыдущей оценке, равной 22. Получим оценку С42-22+-1-23, которая 
показывает нижнюю оценку общего времени обработки всех деталей в случае, если 
запретить обработку детали с номером 3 непосредственно после детали с номером 5 
(543), при условии, что 4 4 2  и 3->2. ~
Наращиваем дерево решений из висячей 
вершины с меньшей оценкой (С31), выбран­
ной на предыдущем этапе.
Шаг & Из оценок С21—С 22—С42—23, 032—24,
Си 1=22 .выбираем наименьшую. Это оценка 
С<и=22. Далее будем работать с соответст­
вующей матрицей, т.е, с W41. t := 3+1 «4.
Переходим к шагу 3 алгоритма. Рассмотрим приведенную матрицу W4t‘ . .
ШагЗ. Размерность больше двух, поэтому ищем степени нулей.

1 4 5 Шаг 4. Выбираем 0 с максимальной степенью, равной 2, который нахо-
1
2
4

со Сй 1
О1 со

о°Що1

дится во 1-й строке и 4-м столбце. Мн-во всех решений разобьется на два 
подмножества: 1-е содержит переход 1 - й  (при условии, что 5—>3—>2 и 
4 4 2 ), а 2-е запрещает этот переход: 1 4 4  (при тех же условиях).

Выполним шаги 5 и 6, т.е. по W41* найдем матрицы W51 (для 1- й )  и W52 (для 1-М).
4 4 2 ,1 —+4, 5—̂ 3—>2 

1 5
О оо 
00 О

W5i=2
4 W52-

4-4-2,1-44 

2 4 6
1 00 со 1
2 0 1 оо

О 00 О 
1

4

Шаг 5. В матрице Wst, полученной из W41* вы­
черкиванием 1-й строки и 4-го столбца, за­
прещаем переход из 4 в 1: т.к. добавляемый 
переход 1—>4 не имеет общих вершин с полу­
ченной ранее цепочкой 5 4 3 -4 2 , то запрещаем 
переход по концам вновь добавляемой дуги 
1 ->4 в противоположном направлении, из 4 в 1.

Шаг 6. В матрице W&, полученной переписыванием Ws\ запрещаем переход из 1 в 4. 
Шаг 7, Матрица W51 содержит нули в каждой строке и в каждом столбце, поэтому 
совладает со своей приведенной матрицей Wsi*. Соответствующая этой матрице 
оценка Csi совпадает с предыдущей оценкой, равной 22, и показывает общее время 
обработки всех деталей, если сразу же после детали номер 1 будет обрабатываться 
деталь номер 4 (1—>4), при условии, что 4-42 и 5—>3->2.
Шаг 8, Матрица W52 в 1-й строке не содержит нулевого элемента, поэтому, чтобы по­
лучить приведенную матрицу W52*, необходимо вычесть из 1-й строки ее минималь­
ный элемент, равный 1. После этого действия в W52 остается 4-й столбец, не содер­
жащий нуля. Вычитаем из 4-го столбца его минимальный элемент (1). Получим оцен­
ку C s2~22+1+1=24, которая показывает нижнюю оценку общего времени обработки...



всех деталей в случае, если запретить обработку детали с номером 4 непосредст­
венно после детали с номером 1 (1-М), при условии, что 4-А2 и5н>3н»2. 
Наращиваем дерево решений из висячей 
вершины с меньшей оценкой (С-и), вы­
бранной на предыдущем этапе.
Шаг 3. Размерность W51' равна двум. На 
этом работа алгоритма завершена.

1-+4,5—>3—>2 
1 5

Wsi‘=
О со
00 О

По матрице W51' видно, что в ней разрешены те переходы, которых не хватает для полу­
чения из цепочек 1-+4 и 5^3~»2 полного цикла: 2~»1 и 4-»5. Добавим переходы 4-»5 
и 2-»1 к построенным ранее цепочкам 1->4 и5-+3-*2 и получим цикл, в котором участ­
вуют все детали: |г > 4-> 5^ 3-^ . При этом полное минимальное время обработки этих 
деталей в указан ном порядке соста вляет Csi=22 единицы. Проверим это, используя ис­
ходную матрицу Wo. Каждому переходу /-»/ в найденном цикле соответствует число -  
элемент щ  матрицы Wo.

^ Й — ""
Найдем их сумму: 4+11+0+1 +6-22 -  общее время обработки получено правильно.
Но в полученном цикле присутствует фиктивная 5-я деталь. Удалив ее из цикла вместе с 
стоящими непосредственно слева и справа от нее стрелками (цикл при этом разорвет­
ся), получаем окончательно искомый порядок обработки заданных четырех деталей за
минимальное время, равное 22: 1~ й^ &^ 3-+ 2.v~—— ,— — .—"

Оз—̂ D2—̂ Di —>D4 -  найденный порядок обработки.

Построим компактное расписание, соот­
ветствующее найденному оптимальному Di Da D3 0  ̂ 1

1 2 3 4 5 
“ со 4 5 4 11’

порядку обработки. Для этого обратимся Mi 4 6 1 3 !  2 6 оо 9 7 12
к матрицам Р и Wo. Р = М2 2 4 5 6 W0= 3 4 1 оо 3 10
По матрице Р определяем время обра­ Мз . 5 2 4 2 ]  4 5 3 8 оо 11
ботки каждой детали на каждом станке. 5 0 0 0 0 со
По матрице Wo определяем время, которое проходит от начала обработки одной детали 
до начала обработки следующей за ней детали первым станком. Имеем: W32“ 1, w2i=6, 
wn-4, w«=11. При построении диаграммы учитываем, что обработка детали на очеред­
ном освободившемся станке начинается топью после того, как ее обработка на преды­
дущем станке полностью завершена.

Время обработки по полученному расписанию действительно составляет 22 единицы.
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2.2. Пример оформления решения задачи о составлении РГО
Примечание, В данном Примере построение дерева решений показано поэтапно, В 
своей работе стр о й те  одно дерево решений, постепенно наращивая его.
Решение. Матрица Р, задающая длительности обработки деталей каждым станком:

Di d2 D3d 4
Ml 4 6 1 3
Мг 2 4 5 6
Ms 5 2 4 2

Запишем матрицу величин Wj, полученную в Derive по матрице Р с добавленным 5-м 
столбцом для фиктивной детали, а элементы главной диагонали заменим знаком од:

1 2 3 4 5 ■ Приведенная матрица Wo* (справа): 1 2 3 4 5
1 CO 4 5 4 11' 4 1 од 0 1 0 Г
2 g од 9 7 12 6 Строим корневую вершину дерева: 2 0 да 3 1 0

Wo= 3 4 1 CO 3 10 1 /йерёч, { тения \ Ц СО 3 0 о д 2  3
4 ■5 3 8 oo 11 3 Щ / 4 2 0 5 да 2
5 0 0 0 0 oo 5 0 0 0 0 да

б " Со-* +6+1+3+6=2С
Находим степени нулей в Wo’ h выбираем 0 с наибольшей степенью:

1 2 3 4 5 
1[со№ 1 0 4  
2 0° ос! 3 1 01 

Wo‘= 3 3 О2 од 2 3
4 2,0‘  5 од 2
5 0 ! 0:' О' 0п од

Рассматриваем 2 случая■
fX>

4-»2

■ 4->2 и 4-6-2 и строим очередной ярус дерева решений:

1 3 4 5
1 00 1 0 1
2 0 3 оо 0

W ti=3 3 со 2 3
5 0 0 0 оо

1
2

Wiz= 3
4
5

011=20+2=22

44>2
1 2  3 4 5 
од 0 1 О Г  
О оо 3 1 О 
3 Q од 2 3 
2 да 5 со 2 
О О 0 Ооо

С«=20+2=22
Т.к. оценки обеих висячих вершин одинаковы, а размерность матрицы Wn меньше, чем 
размерность матрицы Wt2, то переходим к приведенной матрице Wn*:

1 3 4 5
1 СО 1 01 1

W11*= 2 О» 3 зё О'
3 ' X 01 I I
5 0® О1:® ОО



Рассматриваем 2. случая -  3-»4 и 3 - М  и строим очередной ярус дерева решений:

4—>2, 34>4 
1 3 4 5 .
00 1 0  1 

W22= 2 0 3 со О
1 OQCO 1
о о о »

С2г=22+1=23
Т.к. оценка для матрицы W12 наименьшая, переходим к приведенной матрице W12’:

1 2 3 4 5
1 0Qк 1 Ов 1
2 0" со 3 1 00

W12 = 3 3 Щ00ШР
4 0» 'ас. 3 00 Ос
5 0»0f010° оо

Рассматриваем 2 случая -  3-*2 и 3 - М  и строим очередной ярус дерева решений:

4 М ,  3—>2 
1 3  4 5

W31M
5

СО 1 0 1 
О 00 1 О
О 3 со О 
О 0 0 оо

W32’” з
4
5

Сз1=22+0=22
Т.к. оценка для матрицы W31 наименьшая, то переходим к приведенной матрице \УзГ:

1 3  4 5

4 М , З М
1 2 3 4 5

со 0 1 0 1 
О со 3 1 О 
3 оо оо 2 3 
О оо 3 оо О 
О О О 0 оо 

Сзг=22+2=24

1
W3T= 2

4
5

00 1; О1 1
0° сс 1 00 
0*'$оо О»

Рассматриваем 2 случая -  5->3 и 5-&3 и строим очередной ярус дерева решений:
( X v 

4 М , 5—>3—>2 
1 4 5 
00 0 1 
О 1 00 
О 00 О

1
W4t= 2 

4

(Тн=22+0=22

4 М ,  3—>2, 54>3 
1 3  4 5
□о 1 0 1'
О 00 1 О
О 3 оо О
О СО 0 00 
■ 1

Ci2=22+1=23
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Оценка для W41 наименьшая, значит, переходим к W41*:
1 4 5

1 
2 
4

Рассматриваем 2 случая -  1 - й  и 1 -М , и строим очередной ярус дерева решений:
fiK'v __

4 Й 2 , 5 -» 3 -» 2 ,1 -й  4У>2,5->3->2,1^64
1 5 .w « 1 4 5

01f|cc
0°Й01

WsP
Wg2=

С51=22+0=22

Оценка для W51 наименьшая, значит, переходим к W5O

СО 00 1 
О 1 со
О  00 О 

1
С 52=22+1+1=24

W5i*=

,1 5
О оо 
оо О

К данному моменту получено: 1 - й ,  5 ^ 3 ^ 2 . Добавив 2 перехода, разрешенных в W51* 
{2->1 и 4-+5), получим цикл, содержащий все детали: 1—>4—>5—>3—̂ 2.

Удалив фиктивную деталь из цикла, получаем окончательно искомый порядок обработки
1 ->4- 6̂С>3—>2
ч-------s-----

D3->D2->Di-^D4 -  порядок обработки.
Построим компактное расписание, соответ­
ствующее найденному порядку обработки. 
Обратимся к матрицам Р и Wo. По матрице 
Р определяем время обработки каждой де­
тали на каждом станке.

D i D2 D3 D4

Р = №
5]

1i
2

Wo=3
4

1 2 3 4 5
со 4 5 4 11
6 00 9 7 12
4 1 00 3 10
5 3 8 оо11
О О О 0 со

№
mi... .........Ж21 \ Wu j Vto

D3 о 2 I | D i т м т ж .

м 2 D , D 1 □ 4 W 0 2

Мз

оГ{^|ю|04 да]с®
D 3  ■ Щ  D2 

ю р р о р р 14115116 (17 П

Время обработки по полученному расписанию составляет 22 единицы. Задача решена. 
Примечание. Приведем пример того, как рассчитываются величины №. Найдем W22.

h=2 hj3

W23 = k | S P s2 -  2 р»з)= max(pf2-0r (p12+p22)-pi3, (P12+P22+P32)-(P13+P23)) =
4 Ls=1 s=H J

= max( 6 ~ 0, ( 6 + 4}-1, (6 + 4 + 2) -(1 + 5)) = max(6,9,6}=9. 
Это же значение W23 = 9 можно получить, построив фрагмент диаграммы для D2-+D3.
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2,3, Реализация решения задачи составления 
расписания горячей обработки (РГО) в Excel 

Для решения задачи составления РГО реализуем следующую математическую модель, 
Переменные задачи: /
xiy,!,k^T/n,i*k, -  логическая переменная, определяющая наличие душ (i,k) в цик­

ле, т.е. равна 1, если дуга присутствует в цикле или равна 0 в противном случае; 
u,,i=2j), -  параметр связанности вершин в цикле.
Целевая функция:

общее время прохождения цикла.

(ограничение 1)
все переменные равны нулю или единице;

(ограничение 2)
из каждой вершины выходит только одна дуга; 

(ограничение 3)
в каждую вершину входит только одна дуга; 

(ограничение 4)
все циклы ~ полные, т.е, состоят из п вершин.

Для решения задачи составления РГО необходимо подготовить данные и формулы в 
таблице Excel к, используя надстройку Поиск решения, получить решение.

1, Введем матрицу W, предварительно полученную в Derive.
•• А Б . ;Т О £ Г G Н I ; J

■- 5{.емя с г  на-idia ^рпз^отри дете>^ Р 1£2.нэчзпа с брэбот-'и детали D jнапервоглстанке:
2 > S 4 3
Э г 1 шооо 4 5 4 п
4 i ...л 6 1GCC0O 9 7 12
5 i w* Ш 4 i 100CGG 3 10
о 5 3 8 laOGGO 11
? : ш О о а О 10QQOC

Здесь на главном диагонали вместо знака <х> необходимо поставить достаточно 
большое, по сравнению с исходными данными, число (например, 100 000).

2. Определим диапазон для искомых значений-матрицы X = (x lk ), /,к = 1,...,п:

А • 8 С Е) . 6 ' г  G . H  . J
3 Признак того. о5избатагваетс«4етг|ль Df саазу же поела детали в!» иди мет:

<*Sкш%
is-к

Ограничения задачи:
| х1Ле $ Л -

о __
£Х=1,/=:и;

£ х№=1Д = 1,п;

u,-uk + (n-l)-xrt<n-2, 

2<htk<n.
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3.

Для этой матрицы должны выполняться требования, которые будем задавать в 
виде формул на рабочем листе и в виде ограничений в окне Поиск решения: 
а) в силу ограничения 1 элемент х ш , i , k - l , n ,  матрицы X  впоследствии окажется

равным либо 1 (если сразу же за О/обрабатывается Dk), либо 0 (в противном случае); 
б) все элементы главной диагонали матрицы X  должны равняться нулю, т.к. недо­
пустима ситуация, когда после детали D i обрабатывается эта же деталь Dr, 
е) формулы, представляющие собой суммы по строкам и суммы по столбцам мат­
рицы X, позволят позже задать ограничения 2 и 3, а именно:

-п осле  обработки детали Di должна обрабатываться в точности 
одна из имеющихся деталей, за исключением детали D i (это ус­
ловие равносильно тому, что сумма элементов в ш  строке матри­
цы X  должна равняться единице); 
формула в Н11: {=СУММ(С11:6111, тиражируем ее на Н11:Н15.

Е*.

У  х = 1 к =Тп ■ "■ пеР0А обработкой детали Dk должка обрабатываться в точности 
frf '* ' одна из имеющихся деталей, за исключением детали Dk (это ус-
"** ловие равносильно тому, что сумма элементов к-го столбца мат­

рицы X  должна равняться единице); 
формула в C1G: |=СУММ{С11:С151 тиражируем ее на C16:G16.

Введем формулу, задающую выражение для целевой функции Z, определяющую об- 
щее время обработки всех деталей, В ячейку Н17: FcyMMnPOH3B(C3:G7;C11 ;G15)|

я я . . . ..f.> А  • S ! (. 0  Е £• . G

17; j . :Общв^2врамяобрабогк>7йсехлетелей;
X» : i Количество л всех , деталей !вклю«ая4*иктмвную^
ху ; : Сумма всех Эатем&нго»глеенойдиаганэяиматрицы х;

4. Укажем количество всех -деталей, включая фиктивную, т.е. зададим размерность 
. матрицы W {в нашем примере вводим в ячейку Н18: § )•

5. Введем формулу, вычисляющую сумму всех элементов главной диагонали матрицы 
X  (необходимо для ограничения, контролирующего равенство нулю всех элементов 
главной диагонали матрицы А)' Вводим в ячейку Н19: FC11+D12+Ei&f14*G15j

6. Определим диапазон для параметров связанности -  чисел и ,, i - 2

■ л и  А  % : С  , D  с  г  : G  И I  - j

21 гЧ5*сла ц, участвующее в ограничениях зидз ц  -  и ь где !, к = 2,...,о;
1Й .■ |«в> '' U4 u s T i '  ■

1

Для каждой пары значений щ, ш  зададим формулы для вычисления зыражений 
Uj - и к +(п~ 1) • x ik , которые используются в ограничениях 4:
J к : в - с . э- , £. : р

<5 О граничения ;8идз: ц  >.
Ж -

— u2 t S

2 ? ; U2 0 r? [r U
2 S  ; US ■0 0 G 0
23 : 0 0 0 0

5 01 ><J5 0 0 O' 0

в
2,...,о:

Например, выражению

и5~и2 + (П-1) 'х52
соответствует формула 

=$F$23-C$23+($H$18-1)*D15,
содержащаяся в ячейке C3Q.
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Достаточно заполнить такими формулами первый столбец таблицы, а затем растира­
жировать на соответствующие диапазоны по строкам,
Окончательно в формульном виде получим таблицу следующего вида:

.
и£?Г:К"!

-V'fiiii *$С4:13-С23+-|5ИШ-*?'‘СТД 02- 4?Hal3 2,-EJ2 *iiCS2£-£23*f£H!>184i>*FJ2. =a.'-SJ3-y23-b4$HSl8-i>l,(;i2
ИТцЗ *$Р5гг-с23'Ц5н$1л-у,‘Э1з sSOS23-Da3+[SH31 }̂K?LS -Sly? E2>:443lfi 1! Fi: --SD$23-F2S+(SHSS.®-ii,’GI3

,Чй *&$23-C23-*(SH$ia-l) '014 «sssas-Ds^ifeiSia-affEW «5ЕЙЯь«3*$Н$М!-1Э*ЯД -S:S22-f22-F(SHKLS-T'i’ GI4
Н-;-1:Цз 3-С23*4$Н$И-1)*0Ь5 -^>23-D2 îi>Hai3-rT£15 “ Ŝ23-£23JKlHiAS-I>s?15 =S?325-f2J*fS4Sia-l^QlS

Введем параметры диалогового окна Поиск решения:
Hoi--:-: реиеинч , ‘ ' I / l X 1' j J l

У-стакоеить цедаеую-ячегку 

Равном1. й̂тсдаальноиу

/Изменяя ячейках' • .........

|SH|17 1 |||

значению 0  значению: |0

■8Ь!й0ЛНИ7Ьй

SC $ 1 1: SS-fiS ;• SC$23:; $р£23' 

г̂раничения; .......
aC3Ui$3si5 * зувоичкое 
SC£1S:$S$J6 * 1 sCtesF&O <■* $Н$Ш*2£НШ; SK$15 = 1 
SHS15-0

i l  i , . -ь *i
1ЁЙ W-. HA ' f  ~ у/ J

Гридег̂ овчигиигитерации [Т5з , ^ Отъема |
ор'г [Нальнзя лсюргшибс̂ ' jO tioOCl з̂ф'/:ить ngaant. J
?йГ̂ тРчо»иТ̂WCH№ js * , Co*pgHln>модель.. \

r С̂ оД WttB! \ш Ы  " ‘ ’ ! . J CppaftiS J

t7 £Ьйч«-йЯ тоДега. s ' Г" AeiaiSW K-ooBKauLT-ftaposaiyie
j“H-wpmaTPnfcnye3haipĤ  Г*fltjtа ЬфЭТьу̂ в̂Ттты̂ т̂ илИт | 

lOup^  , ,Psw » ( н трдпофка I
-.:ь':;::̂ . пййейн̂ '! ■k’i.-ti "" .................................... .

' î .'̂ -qiAwp; • * I.C-; in-ei <. •Г'5,'0 - "sis

укажем целевую 
ячейку, содержа- 
щую общее время 
обработки всех де­
талей;
установим ее рав­
ной минимальному 
значению;
наши изменяемые 
ячейки: диапазон с 
числами ш и диапа­
зон со значениями 
матрицы X;

-  добавим ограничения:
- значениями элементов матрицы X  могут быть только двоичные числа 0 и 1,
- сумма значений в каждом столбце и в каждой строке матрицы Xравна 1,
- сумма элементов главной диагонали матрицы X  равна О,
- все значения, рассчитанные по ф-лам и, ~uk + [п - 1) - xik , должны быть йп-2. 

9. В результате выполнения Поиска решения окажутся заполненными:
а) таблица, в которой будут найдены значения матрицы X, а также будет найдено 
значение целевой функции -  минимальное время, за которое можно обработать при 
заданных условиях все детали (в нашем примере -  22 единицы) б)

Пзпзнп* гог-о, обрабатывается даталь 91 с «ду же поел* дата ха Dt, лщ-i нет:
l€‘ j 1 Г:'X) ft. ■ : I P i j £ { j 1 2 •

i p  I 0 0 fi Bg327E-l7 2
| 4 1 Cr 0 G fi i

is  l Ц:;тз a i e 3,327E-17 fi 1
W S Ш ■0 S.327E-27 Q •0 1 2

. HE 0 0 1 0 0 1
26; 1 1 I 1 1

! Общее вда?ляобребйт«ь| асех деталей

б) таблица со значениями «, (они являются вспомогательными).
По значениям матрицы X, равным 1, определим порядок; в котором должны обрабаты­
ваться детали.за минимальное время. Формирование решения начнем с фиктивной де­
тали. Видим, что хзз=1, значит, сразу после детали D5 должна обрабатываться деталь 
03, Аналогично, сразу после 03  должна обрабатываться 02, после D2-D1, после 
D1 -  D4, после 04 -  D5. Таким образом, получен искомый цикл: 5 — 3 — 2 — 1 —4 — 5. 
Удалив из него фиктивную 5-ю деталь, получим порядок обработки: D3-D2 -D1 -D4.
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3.1. Сетевая модель технологического процесса 
Задача. Для достижения заданных, чертежом размеров и технических требований все 
поверхности детали проходят несколько стадий обработки, преобразующих ее из со­
стояния заготовки в состояние готовой поверхности. Предполагается, что поверхность за­
готовки можно обработать не единственным способом (например, разными видами обо­
рудования}. Требуется так распределить заготовки по доступному оборудованию, чтобы 
число заготовок, обрабатываемых в единицу времени, было максимальным.

В этом случае задачу можно представить в виде сети. Вершины сети -  это различные 
состояния поверхности, начиная от заготовки (состояние 1) и заканчивая готовой повер­
хностью (состояние 8). Источник -  это заготовка в исходном (необработанном) состо­
янии, а сток -  это готовая поверхность. Дуга сети обозначает оборудование, с помощью 
которого поверхность переходит из одного промежуточного состояния в другое. Для каж­
дого доступного вида оборудования, которое переводит заготовку из состояния i в состо­
яние j, известна величина су. сщ это число заготовок, которое может быть обработано в 
единицу времени (т.е. пропускная способность соответствующей дуги).
Сетевая модель технологического процесса обработки представлена матрицей С. На 
пересечении строки I и столбца j указано максимально допустимое количество загото­
вок, которое может быть обработано на данном оборудовании в единицу времени при 
переходе заготовки из состояния i в состояние j.
Задания для выполнения.
1. По заданной матрице С построить сеть, соответствующую условию задачи.
2. Найти любой полный поток в построенной сети и указать его величину.
3. По полученному полному потоку найти максимальный поток,и указать его величину.
4. Решить поставленную задачу в Excel с помощью надстройки «Поиск решения».
5. Указать оборудование, которое оказалось загружено наибольшим количеством заго­

товок а) в решении, полученном вручную, 6} s решении, полученном в Excel.
3.2, Потоки в сетях

Транспортной сетью называется орграф G~<V, R> с множеством вершин V={vi,v2,...,vn}} 
для которого выполняются условия:
1} есть одна и только одна вершина vi, называемая источником, такая, что ни одна дуга 
не заходит в vi;
2) есть одна и только одна вершина vn, называемая стоком, такая, что из vft не исходит 
ни одной дуги;
3) каждой дуге re R соответствует целое число с(г)>0 -  пропускная способность дуги. 
Вершины в сети, отличные от источника и стока, называются промежуточными.

На рис. 1 показан пример транспортной сети, Здесь Vi -  источник, щ -  сток, мг и Уз -  
промежуточные вершины. При каждой дуге в скобках указана ее пропускная способ­
ность. Например, c((vi,V4)) = 2.
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Функция ср, определенная на множестве R дуг транспортной сета G и принимающая цело­
численные значения, называется допустимым потоком в транспортной сети G, если:
1} для любой дуги reR  величина ф(г) (поток по дуге г), удовлетворяет условию: 0<(j>(r}sc{r); 
2) для любой промежуточной вершины v выполняется равенство: 7 

сумма потоков по дугам, заходящим в v, равна сумме потоков по дугам, исходящей из v. 
Говоря иными словами, допустимый поток, пущенный в сети, -  это приписанные дугам 
зтой сети целые неотрицательные числа, каждое из которых не превосходит пропускной t 
способности соответствующей дуги, а сумма потоков по дугам, заходящим в любую про-1 
межуточную вершину, равна сумме потоков по дугам, исходящим из нее.
Величиной потока ф в сети G  называется величина ф , равная сумме потоков по всем 
дугам, заходящим в v „ , или,' что то же самое, -  величина, равная сумме потоков по всем 
дугам, исходящим из vi. Пусть <р - поток в транспортной сети G. Дуга re  R в G называет­
ся насыщенной, если поток по ней равен ее пропускной способности, т.е. если ф (г)=с(г). 
Поток ф называется полным, если любой путь в G из Vi в vn содержит по крайней мере 
одну насыщенную дугу. Поток ф  называется максимальным, если его величина ф при­
нимает максимальное значение по сравнению сдругими допустимыми потоками в сета G. 
На рис. 2 показан один из возможных допустимых потоков в заданной транспортной се­
ти. Например, в промежуточную вершину Уг по единственной входящей в нее дуге захо­
дит 3 единицы потока, а по двум исходящим из нее дугам выходит также 3 единицы по­
тока. Ни одна из дуг здесь не является насыщенной. Следовательно, данный поток не 
является полным. Его величина равна 3+0+3=1+0+5=6, т.е. ф=6.
Максимальный поток ф обязательно является полным (т.к. иначе в G существует некото­
рый простой путь из vi в Vo, не содержащий насыщенных дуг, а значит, можно увеличить на 
1 потоки по всем дугам из этого пути и тем самым увеличить на единицу ф , что противоре­
чит условию максимальности потока). Но существуют полные потоки, не являющиеся 
максимальными. Полный поток можно рассматривать как приближение к максимальному.

Алгоритм построения полного потока в транспортной сети.
Шаг 1. Полагаем V re R  <p(r)=0 (пускаем нулевой поток по всем дугам). Полагаем G -G . 
Шаг 2. Удаляем из орграфа G ' все дуги, являющиеся насыщенными при потоке ф в 
транспортной сети G, Полученный орграф снова обозначим через G*.
Шаг 3. Ищем в G простую цепь © из vi в v„. Если такой цепи нет, то ф - искомый полный 
поток в транспортной сети G. В противном случае переходим к шагу 4,
Шаг 4. Увеличиваем поток <р(г) по каадой дуге v из &  на одинаковую величину а>0 та­
кую, что, по крайней мере, одна дуга из © оказывается насыщенной, а потоки по осталь­
ным дугам из со не превышают их пропускных способностей. При этом величина потока 
Гр также увеличивается на а, а сам поток ф в транспортной сета G остается допустимым' 
(поскольку в каждую промежуточную вершину, содержащуюся в со, дополнительно вошло 
а единиц потока и из нее вышло также а единиц потока). После этого переходим к шагу 2. 

Алгоритм нахождения максимального потока в сети.
1. На исходном графе пускаем нулевой поток или любой из найденных полных потоков.
2. Строим граф (граф приращений), совпадающий с  исходным, каждой дуге которого 
приписываем пару, первая компонента которой равна разности пропускной способности 
этой дуги и потока, пущенного по этой дуге, а вторая ~ потоку, пущенному по этой дуге. 
Первая компонента показывает, на какую величину можно увеличить поток по этой дуге, 
а вторая -  на какую величину можно этот поток уменьшить.
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3. Находим на графе приращений путь из источника в сток, такой, на котором возможно 
увеличение потока. При этом разрешается движение по дугам в направлении, противо­
положном заданному, т.е. при необходимости обратные дуги добавляются искусственно. 
По найденному пути пропускаем максимально возможный поток. При этом на прямых 
дугах поток увеличиваем, а на обратных- уменьшаем.
4. Если такого пути нет, то указанный на исходном графе поток является максимальным. 
Если такой путь есть, то пускаем найденный увеличенный поток по исходному графу и 
переходим к пункту 2.

Для заданной транспортной сети G и допустимого потока <р в этой сети орграф прираще­
ний имеет те же вершины, что и сеть G. Каждой дуге n=(v,w)eR сети D в орграфе прира­
щений соответствуют две дуги: г и г ~(w,v) - дуга, противоположная ло направлению дуге г. 
Пример 1. Построение полного потока в заданной транспортной сети G=<V,R> (рис.З).

1. Начнем с нулевого потока (рис. 4). Полагаем G -G . При нулевом потоке отсутствуют 
насыщенные дуги.
2. Выделим, в G' простой путь ffli=viV2V4Vs и увеличим потоки по дугам из оси на 3 (до на­
сыщения дуги (v2, V4)) (рис. 6). В результате получим поток ср-сщ, содержащий одну на­
сыщенную дугу, и на графе G пометим насыщенную дугу знаком х  (аналогично будем 
помечать все насыщенные дуги) (рис, 7). Удалим эту дугу из G !, оставшийся орграф сно-

3. Выделим в G' простой путь o>2=viV2V3V4V6 и увеличим потоки по дугам из 002 на 2 (до 
насыщения (V2,V3),(V3,V4)) (рис.9). Получим поток ср = <рг, содержащий 3 насыщенные дуги 
(рис. 10). Удалим полученные насыщенные д у т  из G', оставшийся орграф снова обо-
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4. Выделим в G ’ простой путь и увеличим’потоки по дугам фз на 2 (до насы­
щения дуги(Уз, vs)) (рис. 12). В результате получим поток ф = <рз, содержащий 4 насы­
щенные дуги (рис. 13). Удалим вновь полученную насыщенную дугу из G', оставшийся 
орграф снова обозначим через G ’ (рис. 14). J

Рисунок 12 Рисунок 13 Рисунок 14
5. Выделим в G1 простой путь o)4=viV2V5V6 и увеличим штоки по дугам из со4 на 2 (до на­
сыщения дуги (viva)) (рис. 15). В результате получим поток ф=ф4, содержащий 5 насы­
щенных дуг (рис. 16). Удалим вновь полученную насыщенную дугу из G ’, оставшийся 
орграф снова обозначим через G ' (рис. 17).

6. Заметим, что в G 1 не существует пути из vi в у&, следовательно, в транспортной сети 
G с потоком ф4 не существует пути из Vi в ve, который не содержал бы насыщенных дуг, 
то есть лоток ф4 является полным. Величина ф4 полученного полного потока равна 
9 (7+2 = 4+5).

Пример 2. Нахождение максимального потока по уже полученному полному потоку.

Рисунок 1В Рисунок 19 Рисунок 20
2: Попытаемся на этом орграфе найти путь из источника в сток (такой, на котором воз­
можно увеличение потока). В этом орграфе имеется простой путь V1V3V2V5V6, по которому 
возможно изменение потока (увеличение по дуге (у?,уз), уменьшение по дуге (va.va), уве­
личение по дугам (V2,vs) и (vs.ve))-
Изменяем поток вдоль данного пути на максимально допустимую величину (на 2, до об­
нуления потока по дуге (va, V3)). В результате получим поток cps (рис. 19).
Строим граф приращений, для этого потока (рис. 20). В полученном графе приращений 
не существует пути из vi в ve, для возможного изменения потока, значит, лоток ©з явля­
ется максимальным, и при этом величина этого потока <ps“ 11.
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3.3. Пример оформления решения задачи о максимальном потоке в сети

т
i 2

7
3
8

4 5 6

2 - - 2 3 6 -

3 - - - 2 2 -

4 - - - ~ - 7
5 - - - - - 9

Транспортная сеть задана матрицей.
По исходным данным строим транс­
портную сеть с источником в вершине vi vt( 
и стоком в вершине чь, при каждой дуге ^
в скобках указываем ее пропускную спо­
собность. V3 (2) V4 

Рисунок 1 -  Транспортная сеть
1. Пускаем в сети нулевой поток,
Ищем путь cot из Vi в ve и увеличиваем 
лоток по дугам из cot на величину а. 
Далее ищем другой путь из vi в щ 
и т.д. до тех пор, пока это возможно: 
C01” ViV2V4Vg, ВРЗ,
C02=VlV2V3V4VGta-21
co3=viVcV5V0, аа2,
Ш4—VlVsVgVÔ / Я8 2,
При этом дугам приписываем 
пары чисел (х,у):
х -  сколько еще можно пустить по дуге, 
у-сколько уже пущено,______________

№
(6,2)

V3
Рисунок 2 Отыскание полного потока

2, Пускаем в сети найденный полный поток.
Для этого каждой дуге ставим в соответствие число, 
окончательно полученное в пункте 1 при отыскании 
полного потока, второе в каждой паре (см. рис.2). 
Величина полученного полного потока равна 9: щ 

фшт -  3+2+2+2 “  7+2 = 4+5 = 9.
Она может быть найдена одним из способов:

-  3+2+2+2 -  все, что пускали по путям из vi в v$;
-  7+2 -  все, что вышло из vi (из источника);

4+5 -  все, что зашло в vs (в сток).
уз 2 V4

Рисунок 3 -  Найденный полный поток
3. Строим граф приращений .{ГП) по найденному 
полному потоку. ГП строится на тех же вершинах, 
что и исходный. Дуги графа приращений строим так:
- если дуге на рис.2 окончательно приписана 
пара вида (0,х), где х^О, то в ГП меняем 
направление этой дуги на противоположное:
- если дуге на рис.2 окончательно приписана 
пара вида (х,0), где х^О, то в ГП строим такую 
же дугу, не меняя ее направления;
- если дуге на рис.2 окончательно приписана пара 
вида (х,у), где х-/0, у^О, то в ГП вместо этой дуги 
строим две противоположно направленные дуги. Рисунок 4 -  Граф приращений
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Ищем путь из vi в V6 на графе приращений. Такой путь существует: cob’ ViV3V2V5V6, а=2. 
Если в найденном пути направление дуги совпадает с исходным, то по стой дуге поток 
увеличиваем, если направление дуги противоположно исходному, то по этой дуге поток 
уменьшаем. у
Поток изменился (по дугам vm , V2V5, vsve увеличился, а по дуге V3V2 уменьшился на 2 еди­
ницы],_____________________■ _________ ______________________________________
4. Пускаем в сети новый полный поток и строим.соответствующий ему новый граф прира-

Дальнейщее увеличение потока невозможно -  в новом графе приращений нет путей из 
vi в V6: из источника vi можно выйти только в вершину V3, а из va ни в какую другую вер-
шину движение невозможно, т.к. из Уз не исходит ни одна дуга._____________ -
5. Если увеличение полного потока невозможно, значит, этот полный поток является 
максимальным, Таким образом, найден максимальный поток в сети (этот поток изобра­
жен на рис.5), его величина: (ртах = 3+2+2+2+2 = 7+4 = 6+5 = 11.

З А  Решение задачи о максимальном потоке в Excel
В диапазон B2:G7 вводим пропускные способности 
ДУС
Диапазон D11:G16 оставляем пустым -  туда будет 
выведен поток, найденный Excel с  помощью над­
стройки Поиск решения.
В ячейку Н11 вводим формулу: =СУММ(В11:011). 
Эта сумма показывает, сколько единиц потока вы­
ходит из вершины 1 (из источника). Тиражируем эту 
формулу на диапазон Н12;Н15 (эти суммы показы­
вают, сколько единиц потока выходит из вершин со 
2-й по 5-ю соответственно).
8 ячейку G17 вводим формулу: =CYMM(G11;G16).' 
Эта сумма показывает, сколько единиц потока за­
ходит в вершину 6 (в сток). Тиражируем эту форму­
лу на диапазон C17:F17 (эти суммы показывают, 
сколько единиц потока заходят в вершины со 2-й по 
5-ю соответственно).

Устанавливаем целевую ячейку Н11. значение s которой показывает, сколько единиц 
потока выходит из источника, равной максимальному значению.
Целевой ячейкой может быть и ячейка G17 (сколько единиц потока заходит в сток). 
Изменяемые ячейки: В11;G16, в них разместится найденный поток. Задаем ограничения:

h  i f ; . ш :В; с D ш ; F G н  1
1 1 2 3 4 5 6

2 1 0 7 8 0 0 0
2 0 0 2 3 6 0

Ш 3 0 0 0 2 2 0
5 4 0 0 0 0 0 7

6- 5 0 0 0 0 0 9
7__ 6 0 0 0 0 0 0

8 ' i
3 . . .
10. 1 2 3 4 5 6

11 1 0 0 0 0 0 0 0
12 2 0 0 0 0 0 г п 0
13 3 0 0 0 0 0 0 0
14 4 0 0 0 0 , 0 0 0

15- 5 0 0 0 0 0 0 ,0
6 0 0 0 0 0 0

т 0 0 0 0 0
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..paMitnV : С̂’ )йЖ»и№ЛиНоирзначвни>о-OiNWMWfeiO _ __ , : j- зЖ рьлъ |
г . С,?ничимаяьночу,Л5ченню ’ S.I: ‘ . 
j • ~ ^ 1 -h \ - ' ,f V .. ■'} - ; * ‘ -J \*V 1
I ; Предположить1]. ■ j •

~ - i... | Параметры ,

j , <= lAiisVl ДЫЗ̂РКТЬ 1 /■ ■ ■■v 1 I Л : , 
.№2-K*I7 ' H |^нитк“ 1

, |Ш '-д а  i- r - v ; r ^ - r
! .................... ..... , ,  .I.V. 3f j

$B$11:$G$16 <- $B$2:$G$7 -  
для каждой дуги пущенный по 
ней поток не должен превышать 
ее пропускной способности; 
$B$11:$G$16 >~ 0 -  поток по ка­
ждой дуге должен быть > 0; 
SH$12 = $С$17 -- сколько единиц 
потока зашло во 2-ю вершину, 
столько же из нее должно и вый­
ти. Аналогично строятся остав­
шиеся три ограничения,

В napaivieipax окна / 1ои<жэ ратания указываем Ш Ш С ■D Е F G Шлинейную модель. • 10 1 I 2 3 4 5 6
Поспе: выполнения поиска решения в диапазоне _;j f - 1 б | 7 4 0 0 0 и
B11.G13 получим пущенный по дугам сети макси- ■,& 2 0 0 0 3 4 0 7
мальный поток, величина которого равна 11 {зна- -13 3 0 0 0 2 2 0 4
чения в ячейках Н11 и G17). Найденный в Excel 4 0 0 0 0 0 5 5
поток wmifAT отпичйткпи от того. котопк1Й найден 5 0 0 0 0 0 6 6
mWUWWT МП MSrn.lUMHkl OTUV ПОТПКПП onnwwhl ГОЙ- • 1® -i в 0 0 0 0 0 0
падать. 7 4 5 6 11
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