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В настоящем пособии представлены 8 лабораторных работ по дисциплине «Матема- 
тические модели в расчетах на ЭВМ и компьютеризация технологии в системах автома- 
тизации» для студентов специальности «Автоматизация технологических процессов и 
производств». Принципиальным отличием от работ, описанных в 1-ой части пособия, 
является то, что во 2-ой части электронные таблицы E xe l и система компьютерной ма- 
тематики Mathematica используются не только как инструменты решения задач, но и как 
средства изучения методов их решения. Студенты знакомятся:

- с методом наименьших квадратов для подбора параметров эмпирических формул 
(ЛР1);

- с методами упрощения и минимизации булевых формул, представлением логиче- 
ских функций в различных базисах (ЛР2 - единственная работа, которая выпол- 
няется без использования средств вычислительной техники);

- с численными методами решения различных дифференциальных уравнений: 
(ЛРЗ-6);

- с методами решения линейных экстремальных задач (ЛР7.8).
При этом в большинстве работ решение задач осуществляется именно в двух средах. 

Это позволяет повысить надежность получаемых результатов и избежать неправильных 
решений, которые не так редко возникают как в силу ошибок, допускаемых людьми, так 
и в силу особенностей решаемых задач, о которых человек не всегда осведомлен.

Описания работ содержат необходимые для их выполнения сведения (или ссыпки на» 
них), 20 вариантов заданий, требования к оформлению отчетов, вопросы к защите лабо- 
раторных работ.

Издаётся а 2-х частях, часть 2.

Составитель: Е.Ш . Ракецкий, доцент, к.ф.-м,н.
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА N1

Определение вида и параметров эмпирической зависимости 
методом наименьших квадратов

Цель работы: изучение метода наименьших квадратов и его реализация в Ехсе! и 
системе Ма1етайса.

Постановка задачи, Для заданного варианта данных подобрать подходящую 
эмпирическую формулу и, используя метод наименьших квадратов, найти значения 
параметров, от которых зависит формула.

1. Теоретические сведения.

1.1. Задача отыскания параметров эмпирической формулы является одной из 
наиболее важных задач, встречающихся при обработке результатов наблю
дений, различных экспериментов и т.п. Ее суть в следующем.
Имеется т точек, заданных координатами в декартовой системе координат 
(хм), Требуется найти такую функцию у=?(х), значения которой в точках
х/ как можно более точно совпадают с у , т. е. у / с м .  рис.
Для решения этой задачи используют 2 подхода. Первый основан на построении 
специального (интерполяционного) многочлена, значения которого совпадают в 
заданных точках х; с у,-. Недостатком этого подхода является громоздкость 
получаемой формулы уже при достаточно небольших т.
Другой подход состоит в том, что по данным наблюдений подбирается наиболее 
простая формула того или иного типа, дающая наилучшее приближение к 
имеющимся данным. При этом нет смысла требовать точного совпадения, т.к. 
имеющиеся данные носят приближенный характер,
Слова «наилучшее приближение к имеющимся данным» могут пониматься по- 
разному. Наиболее часто используется так называемый принцип наименьших 
квадратов. Он основан на том, что из заданного множества формул вида у=Т(х) 
наилучшей является та функция, для которой сумма квадратов отклонений 
вычисленных значений от наблюдаемых значений у( является наименьшей. 
Подбор параметров функции щ , основанный на этом принципе, называют 
методом наименьших квадратов.
Рассмотрим метод наименьших квадратов на примере эмпирической формулы, 
которая линейно зависит от 2-х параметров и имеет вид:

Цх)~ф(х, а, Ь)=аф)+Ьу(х). (1)
Заметим, что линейная зависимость формулы от параметров взята не случайно. 
В этом случае метод наименьших квадратов имеет наиболее простую и изящную 
реализацию. Что касается двух параметров, то это не принципиально, с двумя 
параметрами проще.
Введем в рассмотрение функцию, представляющую сумму квадратов отклонений:

т т
Р (х ,а 1Ь) =  '2 1(у ! ~ Г {х ! ) )2 = ^ ( у . , - ф ( х :,а ,Ь ))2 . (2)

ы  м
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В соответствии с принятым подходом, параметры а и Ь необходимо подобрать 
таким образом, чтобы значение Р(х,а,Ь) было минимальным:

Я {х ,з ,Ь ) -»  ггмп. (3 )

Как известно из курса высшей математики, точка минимума (а, Ь) необходимо 
удовлетворяет условиям:

д Р (х ,а ,Ь )
да

д Р (х ,а ,Ь )
дЬ

= 2 ^ ( у , - ф ( х „ а , Ь ) )
/=1 • 
т

= 2 % ( у 1- ф ( х 1,а ,Ь))

дф (х,а ,Ь) 
да

дф( х ,а ,Ь )

■ 0.
(4)

дЬ
=  0 .

Подставляя в систему (4) функцию (1), получаем:
ОТ

X  (у , -  а ^ х , )  -  Ьчх(х, М х , )  =  О,
1=1

X  Х'< )  ~  Х> № ( Х1 ^ 0 -, м
После несложных преобразований приходим к системе уравнений

от от т
а Х  <Рг(х , )+ Ь]Г М х , ) = X  У‘ (р(х > )■/«1 /-1 /=1- ОТ ОТ ОТ
а Х  <р ( х , М х , У+  Ь Х  ̂ 2( х / ) =  X  У .-И * ( )

ч /*1 /И г'= 1

(5)

(6)

Решив систему (5), найдем значения параметров а и Ь, которые являются 
решением задачи (2).
Система (5) представлена в общем виде. Ее конкретный вид зависит от функций 
<р(х), у(х). Рассмотрим примеры.
Пример 1. Пусть ф(х,а,Ь)=ах^Ь, т.е. <р(х)вх,щ х)=1. Система (6) принимает вид:

а  У  х 2 + ь У  х, = У  у ,х ,,

а Х > , + 6 - т  = Х У | -

Пример 2. Пусть ф (х.а,Ь)=а-з/лх+Ь-1пх, т.е, ф )~зт х, у(х)=1пх. Система (6) 
принимает вид:

ОТ ОТ ОТ
аХ  х. + ЬХ 31п х: 1п х/ ~ X  У/ 8‘п х> ■

(=1 /=1 /=1
ОТ ОТ ОТ

а Х  з /п  х, /п  х, +  Ь Х  /а 2 х, =  X  У , - .
!~1 /V I / —1
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1.2. Проведенные выше рассуждения нетрудно обобщить на случай 3-х, 4-х и более 
параметров, от которых искомая функция зависит линейно. Например, если

Цх)-ф(х, л, Ь, с)=а<р{х}+Ь у/(х)+сЦх), 
то система для отыскания параметров а, Ь, с принимает вид:

Л1 ПТ ' /П Л?
а Ъ ,р2( х^ + ь 1 1 ^ х* м  х> ) + с Х р (  х / м г  ̂ ) = Е  у м  х< )>г=1 /--1 М  М

т т т т
■ к  х, м  х , ; + ь ] Г  ^ 2гх,.; + х,  ж  х , ;  = ] Г  Уг-И' х ; А

1=1 (=1 /~1 /=1
яз гг? 1“  т

а 2  X/ > ( Ч -  ;  +  Ь ]Г  Л- Ы  Х ;) +  с'%1Лг(х 1 ) =  '%1 у ,Л ( х , |
_ /=1 /=1 /=1 М

1.3. Для подбора подходящей эмпирической формулы необходимо знать, как 
выглядят графически математические зависимости, из которых выбирается 
эмпирическая формула. Приведем графики тех из них, которые будут 
использоваться в настоящей лабораторной работе.

а) у=ах+Ь (линейная зависимость)
а>0 а<0

б) у=ах2+Ьх+с (квадратичная зависимость)
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а<0
в) у*з/х+Ь (гиперболическая зависимость) 

а>0

г) у^аФ+Ь (показательная зависимость) 
а>0 а<0

д) /лх+Ь (логарифмическая зависимость)
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з) у=3 Х+ Ь 5Ш+С С.05Х 
а>0 а<0

а<0
и) у=а агс{дх +Ь 

а>0



к) у=а хг/(х2+1)+Ь 
а>0 а<0

2. Порядок выполнения работы.

1. Построить в декартовой системе координат поле заданных точек и определить вид 
зависимости.

2. Составить систему уравнений для отыскания параметров зависимости.
3. Найти параметры зависимости, используя ЕХСЕ1.
4. Найти параметры зависимости, используя Ма!Ьетавса.
5. Оформить отчет по работе.

3. Варианты заданий,

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Вариант4 Вариант 5
У X У X У X У X У

-10,0 223,6 0,1 -1,4 -5,0 -10,9 -5,0 3,7 -4,0 г  3,2
-9,2 191,9 0,3 -1,0 -4,5 -9,2 -4,5 -2,1 -3,4 3,1
-8,9 176,9 0,5 -0,7 -3,7 -6,5 -4,5 -3,2 -3,3 3,2
-7,9 141,8 0,9 -0,3 -3,0 -4,7 -3,9 -9,9 -2,6 3,3
-6,2 90,6 1,3 0,1 -2,2 -2,4 -3,0 -15,1 -2,0 3,2
4,9 56,5 1,8 0,3 -1,7 -0,3 -2,6 -14,2 -1,7 3,5
-4,8 54,1 2,0 0,6 -1,7 -0,7 -2,1 -10,3 -1,1 ' 3,3
-4,0 37,0 2,5 0,7 -0,8 ' 2,0 -1,2 1,0 -1,0 3,1
-3,3 25,0 2,7 0,8 -0,5 3,2 -0,7 6,8 -0,2 3,3 :
-1,8 5,7 3,0 1,1 0,1. 4,9 0,2 11,3 0,6 3,3
0,0 -6,1 3,2 1;о 0,9 6,8 0,8 8,4 ■1,4 3,5
1,6 -6,5 3,5 1,2 1,2 7,7 1,1 5,7 1,4 3,9
1,7 -5,3 4,0 1,4 1,4 8,6 2,1 -6,5 2,3 4,3
3,4 6,1 4,2 1,6 2,3 11,2 2,4 -9,8 2,3 4,1
3,8 11,7 4,3 1,6 3,1 13,8 2,9 -13,9 2;5 4,4
5,5 38,2 4,4 1,7 3,2 13,6 3,0 -14,7 3,0 5,1
6,4 55,7 4,9. 1,9 3,2 14,4 3,4 -15,0 3,0 5,2
7,4 80,3 5,3 2,0 3,3 14,8 3,8 -13,8 3,1 5,5
8,2 102,5 5,6 2,2 3,9 16,3 3,9 -12,9 3,5 6,5
9,9 159,0 5,8 2,3 4,1 16,4 4,2 -10,2 3,9 8,2
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Вариант 6 Вариант 7 Вариант 8 Вариант 9 Вариант 10
X У X У X У X У X У

-5,0 -9,5 -1,0 -1,2 -12,0 -12,8 0,1 -9,1 . 0,1 0,2
-4,7 -9,7 0,7 4,5 -10,1 -12,9 1,0 -3,8 0,2 -0,1
-4,0 -9,8 2,1 3,7 -9,4 -12,6 1,6 -2,5 0,4 -0,6
-3,9 -10,2 3,2 3,6 -9,3 -12,6 2,2 -1,9 0,4 -0,7
-3,5 -10,3 4,1 5,9 -8,9 -12,8 3,1 * -1,0 0,6 -1,2
-2,3 -10,7 4,9 9,6 -7,6 -12,7 3,5 -1,0 0,9 -1,8
-27 -10,3 5,8 14,0 -7,1 -12,5 3,7 -0,6 1,2 -2,1
-2,4 -11,0 7,7 16,9 -6,4 -12,4 4,2 -0,3 1,4 -2,4
-2,3 -11,2 8,8 15,9 -5,4 -12,5 4,9 0,0 1,5 -2,6
-1,8 -11,3 10,6 19,2 -4,1 -12,2 5,1 -0,2 1,7 -2,9
-1,1 -13,2 11,4 23,2 -3,0 -11,7 5,1 -0,2 2,1 , -3,2
-0,3 -26,8 11,8 25,3 -1,1 -10,3 6,0 0,5 2,5 -3,6
0,6 -0,9 13,5 29,7 -0,6 -9,0 6,6 0,7 2,8 -4,0
1,5 -5,4 14,1 29,4 0,6 4,6 7,3 0,8 3,2 -4,2
2,2 -6,4 15,7 28,6 1,7 -2,7 7,4 0,6 3,5 -4,6
3,2 -7,2 16,1 29,1 2,0 -2,3 7,5 0,8 3,7 -4,7
3,5 -7,2 18,0 37,5 3,8 -1,5 8,2 1,1 3,9 48
3,9 -7,6 18,8 40,6 4,1 -1,6 8,9 1,2 4,3 -5,1
4,5 -7,5 19,1 41,5 5,1 -1,4 9,3 1,1 4,7 -5,5
5,4 - -7,9 20,5 41,8 6,6 -1,2 9,7 1,3 4,8 | -5,5
Вариант 11 Вариант 12 Вариант 13 Вариант 14 Вариант 15
X У X У X У X У X У

-6,0 9,3 -10,0 26,3 -2,0 4,5 -4,0 1,8 -4,0 1,8 ■
.-5,2 9,6 -8,4 14,8 -1,7 4,4 -3,4 1,7 -3,4 1,7
-4,8 9,5 -7,6 9,5 -1,1 4,0 -3,0 1,7 -3,0 .1,7

■ -4,5 9,9 -7,5 9,4 -1,0 3,7 -2,2 1,4 -2,2 1,4
-3,5 10,2 -6,9 7,8 -0,5 3,6 2,1 1,2 -2,1 1,2
-2,8 10,9 -5,0 14,0 -0,2 3,2 -1,5 0,8 -1,5 08
-2,8 10,7 -4,8 14,4 0,1 2,3 -1,1 0,3 -1,1 0,3
-2,5 11,3 -3,9 14,6 0,5 1,5 -0,3 -1,7 -0,3 а -г
-2,0 11,7 -3,5 12,7 1,2 -1,2 -0,2 -1,8 -0,2 -1,8
-1,0 16,3 -1,6 -1,2 1,8 -6,3 -0,1 -1,9 -0,1 -1,9
-0,2 42,1 0,0 -3,9 2,7 -21,0 0,7 -0,6 0,7 -0,6
0,2 -27,1 1,3 1,3 2,9 -25,7 1,5 0,9 1,5 0,9
.1,0 1,1 3,2 -2,9 3,5 -54,0 2,4 1,4 2,4 1,4
1,8 4,6 3,8 -7,5 4,1 -99,5 2,6 1,5 2,6 1,5

■ 1,9 4,8 ' 5,8 -17,2 4,6 -161,7 ■ 3,5 1,7 3,5 1,7
2,5 5,5 ■ 7,5 -11,5 4,9 -231,2 4,0 1,8 4,0 1,8
3,3 6,3 8,8 -11,3 5,9 -609,6 4,4 1,9 4,4 1,9
3,7 6,1 10,5 -23,1 6,7 -1363,5 5,0 1,9 5,0 I 1,9
4,3 6,4 11,3 -28,4 6,7 -1446,4 5,7 2,0 5,7 1 2,0
4,3 6,7 12,6 -28,9 7,0 -1882,5 5,9 1,9 5,9 | 1,9
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Вариант 16 Вариант 17 Вариант 18 Вариант 19 Вариант 20
X У X У X У X У X У
0,1 3,6 -1,0 4,4 -6,0 4,7 -8,0 13.2 42,0 466,2
0,7 -0,4 -0,1 6,6 -5,5 -1,8 -7,2 13,2 -10,6 -364,8
1,2 -1,4 0,5 13,1 -5,2 4,8 -6,6 12,9 -9,7 -311,0
1,8 -2,0 0,9 15,7 -4,3 4,5 -5,0 12,7 -8,2 -221,7
1,9 -2,2 1,9 14,4 -3,8 4,5 -3,9 12,4 -6,7 -147,4
2,9 -3,3 2,7 6,8 -3,3 4,5 -1,9 10,9 -5,5 -98,9
3,7 -3,4 3,0 3,2 -2,5 4.1 4,6 10,3 -3,5 -37,6
4,6 4,2 3,4 4,6 -1,6 -0,2 -0,3 5,3 -2,4 44,0
4,6 4,3 4,2 -7,9 -1,0 1,1 -0,2 4,2 -2,1 -9,4
5,2 4,3 4,8 -7,5 -0,4 3,5 1,5 -3,6 4,7 -3,5
5,5 4,4 5,1 -5,8 0,2 4,0 2,6 -5,3 0,0 13,6
6,2 4,7 5,2 -5,0 0,2 3,8 3,1 -5,5 0,6 14,4
6,2 4,7 5,4 -3,2 1,0 14 3,7 -5,9 2,1 9,0
7,0 4,8 5,5 -2,5 1,3 0,2 4,0 -6,0 3,5 , -8,9
7,6 4,8 6,2 6,7 2,2 -0,9 6,0 -6,7 3,9 -17,0
7,7 -5,2 - 6,9 13,4 3,2 4,3 6,8 -6,7 5,3 -50,4
8,0 -5,2 7,4 16.1 3,8 4,5 7,8 -7,0 6,3 -80,7
8,1 -5,1 7,5 16,3 3,9 4,5 9,7 -7,0 7,5 425,7
9,0 -5,2 8,2 14,5 4,3 4,6 11,2 -7,3 8,0 -146,7
9,2 -5,3 8,6 10,9 4,6 1.... .-М . 13,2 -7,2 8,9 -189,1

4. Требования к отчету.

Отчет должен содержать;
•  постановку задачи с условием заданного варианта;
•  обоснование выбора эмпирической зависимости;
•  систему для нахождения параметров зависимости;
•  распечатку расчетов и графических построений в ЕХСЕ1;
•  распечатку расчетов и графических построений в системе Майтетайса.

5. Вопросы к защите лабораторной работы.

1. 8 чем состоит задача отыскания параметров эмпирической формулы?
2. Изложите суть метода наименьших квадратов.
3. Запишите общий вид системы уравнений для отыскания параметров а, Ь, если 

ф(х.а,Ь)=ах+Ь.
4. Запишите систему уравнений для отыскания параметров а, Ь, с, если ф(х, а, Ь, с)~ 

=а<р(х)+Ьцг(х)+сА(х),
5. Постройте систему для отыскания параметров следующей эмпирической функции:

a) ф(х, а, Ь, с) = а  + ~  +  с - / х ;

b) ф(х, а, Ь, с) = а х  +  Ь $1п2 х  +  с  ;
c) ф(х, а, 6, с) -  а Т  + Ь 1од.. х  +  с соз 2х ,

6} ф{х, а, Ь, с) = а х  +  Ь зт  - / х  +  .
х
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №2 
Функции алгебры логики

Цель работы: изучение методов упрощения, минимизации и представления в 
различных базисах логических функций.

Постановка задачи.
1. Используя законы и тождества булевой алгебры, получить из заданной формулы 

дизъюнктивную нормальную форму (ДНФ), Проверить эквивалентность исходной и 
полученной формул, составив для них таблицы истинности.

2. Для заданного варианта логической функции:
а} построить совершенную дизъюнктивную нормальную форму;
b) провести операции склеивания и получить сокращенную дизъюнктивную форму.
c) минимизировать формулу; расчетным методом; методом гиперкуба; методом 

покрытий; методом Вейча-Карно.
3. Доказать, что предложенный набор логических функций представляет собой базис: 

а} показав, что через эти функции выражаются булевы функции {& ,-}  или
Ь) используя теорему о базисе пространства логических функций.

4. Записать функцию {(х1,х2,хЗ) в заданном базисе.

1. Теоретические сведения.
Теоретические сведения для выполнения задания .приведены в файле 
Ц:\\/Т&РМ\М5_Р\ММ_АТР\Г1абораторные работы\Семестр5\1г2.бос.

2. Варианты заданий.

Вар. Формула для упрощения
Х1 0 1 0 1 0 1 0 1

БазисХг 0 0 1 1 0 0 1 1
х 5 0 0 0 0 1 1 1 1

1 х + у(г+у2(х + у + г} + у) 1(Х1,Х2,Хэ) 1 0 1 1 1 0 0 0

2 ху-}-2 (х + у + у + х2 +уг) ^Х!,Х2,Хз} 1 1 0 0 1 1 1 0 {г-> ,<=>}

3 хуг + у((г+уг)(х + у + г)+х) фП,Х2,Хз) 0 0 0 1 1 1 0 1 Н О }
4 X + (х + у  )(х + у / ( у  + г) + у )  + у~ Г(хт ,Х2,Х3) 1 1 1 0 0 ,0 1 .1 Н , н > }

5 {хг+у){х + у2(х+уг)+х(х + у)) фП,Х2,Хз) 0 1 0 1 1 1 0 0

6 хуг + у (у2 + уг(2 + у+ г) + х) 1(Х1,Х2,Хз) 0 1 0 1 0 0 1 1

7 х(у + х) + у(ху + хуг(у + щ +  щ и.. .. 1^М,Х2,АЗ; Л( *1 Л1 И1 ПУ 1 1 0 Г . 1у -

8 Сх + у)х + (г+уг(2 (х + 2 )+у+г)) 1(Х1,Х2,Хз) 0 0 1 0 0 1 0 1 {ы> ,1}

9 х(у +  х )+  у ((г+уг(г+ у  +  х)) + х) ?(Х1,Х2,Хэ) 1 1 1 1 1 0 0 1 Н л О }

10 (х + уг+г)+у(г + уг + у)+ ху 1(Х1,Х2,Хз) 0 1 0 0 0 1 1 1

11 (ху + г)(г+уг(ху + у + х2)+у) 1{Х1,Х2,Хз} .0 0 1 1 0 0 1 1

12 (хуг+хгу)+ у(г + уг + у) + х Т(Х1,Х2,Хз) 1 0 1 0 0 1 1 1 {Ф ,У ,о}

13 хуг+(г+уг(х + у + г)+у) ^Х1,Х2,Хз) 1 0 0 0 1 1 1 1 {'->,©}

14 ( (хг + хуг) + у г (х  +  у  +  х1)+ хуг) ф ч,х2,хз) 0 0 1 1 1 1 1 0 Н И }

15 (х + у ) 2  + (у + уг(х + г) + г) + ухг Т{Х1,Х2,Хз) 0 1 1 1 1 0 1 1 {<=>,л,0}
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№ Х( у  + х )  + у ( ( г + у г ) { х  + у ) + х ) !(Х |,Х 2 ,Х з ) 1 0 1 1 0 0 1 1

17 ( х  + х г + 1 ) + у { х + у г + х )  + хух ?(Х1,Х2 ,Хз) 1 0 1 0 0 1 1 1

18 ( х г  + г ) ( ( х + у г ) ( х у ^ у  + х г )+ у ) 1(Х1,Х2,Хз ) 1 0 1 0 1 1 0 0 { с ь , л , 0 }

19 ( ( х у г  +  х у ) + у ( г + х  +  у ) + у х ) у 1{Х1,Х2,Хз ) 0 0 1 1 0 1 1 0 { ® ,л ,< ь > }

20 х у г + ( г + ( у  + х ) г ( х  + у  + г ) + у ) 1(Х1,Х2,Хз ; 1 1 ! 1 0 0 1 1 Н , ® }

3. Таблица истинности некоторых логических функций
1 х1 х2 - > О ®
! о 6 ) 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 0
Г 1 0 0 ■1 0 1 0
I 1 1 1 0 1 0 0

4. Требования к отчету.
Отчет оформляется вручную на стандартных листах формата А4. Должен содержать:

• постановку задачи с указанием варианта и его. заданий;
•  достаточно детальное описание всех пунктов задания.

5. Вопросы к защите лабораторной работы.
1. Дайте определение:

а) логической функции;
б) булевой функции;
б) совершенной дизъюнктиной нормальной формы (СДНФ);
в) дизъюнктиной нормальной формы (ДНФ)
г) минимальной ДНФ;
д) функционально полной системы логических функций;
е) базиса логических функций.

2. Приведите к ДНФ следующую формулу:_______
а) 1 (х  + у г )х  +  (х г :+ ух(г(х  + г )  +  у х  +  г ) ) ;

б) х у (г +  у х )  + 1 (х  + х  + у  + у  + хг  +  уг).
2. Найдите (методом, который укажет преподаватель) минимальную ДНФ для функ

ции, заданной таблично.
X! • 0 1 0 1 0 1 0 1
х г 0 0 1 1 0 0 1 1
Хэ 0 0 0 0 1 1 1 1

б(Х^Х2,Хз) 1 0  . 1 1- 1 0 0 0
Ш и Х г .Х з } 1 1 0 0 1 0 1 1
Ш , Х 2 , Х з ) 1 1 0 0 1 1 1

3. Докажите (методом, который укажет преподаватель), что предложенный набор ло
гических функций представляет собой базис:

б)
в) ,1},

13



ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА N3
Сравнение численного и аналитического решений линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами

Цель работы: изучение численных методов решения обычных дифференциальных 
уравнений.

Постановка задачи. Для заданного варианта дифференциального уравнения найти 
аналитическое и численное решения и провести их сравнение.

1  Теоретические сведения,
1.1. Аналитическое решение линейного дифференциального уравнения в системе 

Майетайса можно найти с помощью функции 05о1уе (см. [12], ЛР №8).
1.2. Численное решение дифференциального уравнения в системе Майглайса 

можно найти с помощью функции №5о1уе. Обращение к функции в случае 
обычного дифференциального уравнения имеет вид: -

Ы08о1хе[едл$, у, х,хтт,хтах]
Здесь

ецпз -  список из уравнения и начальных (краевых) условий; 
у-ф ункция, относительно которой ищется решение уравнения;
{х, хтт, хтах} - переменная, от которой зависит искомая функция, и границы 
ее изменения.

Примеры:
1) 5о1ийоп = № 5о1уе |у '[ х ]  =  у [х ] ,  у[1] =  2 } ,у , { х Д З ) |

2) 5о1иМоп = ЫОЗо1уе |у ' [ х ]

График полученного решения можно построить следующим образом: 
Р1_о([Еуа1иа1е[у[х] /. 5о!и1юп], {х , .01,1}]

Аналогичным образом можно найти решение системы дифференциальных 
уравнений:

5о1иЦоп = Ю 5 о !уе [{х '[1 ]= =  у [1 ], у '[1 ] == —,01у [1] — 5(п рх 
х [0 ] =  0, у [0 ] — 2.1}, {х ,у } ,  {(,0 ,100}]

Рагате(ИсР1о( [Е уа !иа (е [{х  [1], у  [( ]}  /. зоШ боп ], {1,0,100}];
1.3. Решение обыкновенного дифференциального уравнения у ’Щ х,у) с начальным 

условием у(хо)=у», методом Эйлера основано на замене производной 
приближенным соотношением:

У (х  + Ь ) - у ( х )
У ~ й

Отсюда следует широко известная формула Эйлера 
ум ,у ,+  /!Г(Х;,у,), /=0,1,2.

где хяхо+/й.

'2 у [х ] ,у [0 .01 ] =  .1 ,у ,{х , 0.01,1}

14



Метод Эйлера в системе МаШетабса может быть реализован с помощью 
следующей процедуры:

Еи1ег1[а_,Ь_,б_,уа_] := В1оск[{Т,[_,х,у}, 
х  = а; 
у  = уа;
Т =  { };
Ш Л е [х 5 Ь ,

1. = Арреп<1[т,{х,у}]; 
у  = у+ Ь * Р ху[х ,у ]; 
х  =х+П ;
Т = 1_

]:
!л{егро1аНоп[Т]

1.4. Метод Эйлера наиболее простой и наименее точный из известных методов для 
решения дифференциальных уравнений. Он имеет первый порядок точности 
относительно к. Из более точных методов широко используются различные 
реализации метода Рунге-Кутта:

1} Ум=У, + М (х„у!); У м = У1 + Ь
Г (х1,у 1)  + Г(хш ,у 1 1)  2

2
Этот метод- называют также «предиктор-корректор». Он имеет второй 
порядок точности.

2) У ,,уг = К  + 1 { ( х >-У>У> У м  =  У ' +  м ( х , + ^ > У !+у2 )■

Этот метод называют «усовершенствованный метод Эйлера». Он также 
имеет второй порядок точности.

3 ) .у м  =  у,- + " ( 7 ц  + 2 к 2 + 2 к ъ +  к4 ), 

к, = М ( х , , у , ). к 2 =  М ( Х ' + ~ , у , + ^ ) ,

къ =  М (  х, + у , +  к А =  Ы ( х , +  Л, у,. + кэ).

Этот метод наиболее известен и наиболее часто используется, т.к. имеет 
4-ый порядок точности.

1.5. Кроме методов Рунге-Кутта для численного решения дифференциальных 
уравнений используют метод Адамса (т=0,1,2...):

М
Ум = У/ + &Е <*„/( Хн ,ун ) .

Его точность имеет порядок (т+1). Коэффициенты а ,у зависят только от 
количества слагаемых, используемых в методе Адамса:

171—0' ССц )7— 1 ;
т=1: тцсгШ, ац=-1/2;
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ш=2: аа,р23Н2, ш.Р-4/3, №,2=5/12;
т=3: аз,Р55/24, аз, р -59/24, т,1=37/24, т,Р-3/8;

Нетрудно видеть, что при т=0 метод Адамса совпадает с методом Эйлера. 
Основной недостаток метода Адамса состоит в том; что для его работы 
необходимо знать кроме уо еще несколько начальных приближений у% у?,.,. 
Обычно их находят каким-либо другим численным методом,(например, Рунге- 
Кутта), В нашей работе для упрощения необходимые приближения будем 
находить, используя точное аналитическое решение.

2. Порядок выполнения работы
1) найти аналитическое решение с помощью функции ОЗоЬ/е;
2) найти численное решение с помощью функции ИРЗо^е;
3) графически сравнить аналитическое и численное решения;
4) найти численное решение методом Эйлера, используя процедуру приведенную 

ниже, для п=4, 8,16, 32, 64;
5) сравнить полученные решения с аналитическим решением;
6) составить процедуру для приближенного решения дифференциального 

уравнения заданным методом;
7) найти численное решение заданным методом для п=4,8,16,32, 64;
8) сравнить полученные решения с аналитическим решением;
9) попарно сравнить между собой численные решения, полученные методом 

Эйлера и заданным методом при л=4, 8,16, 32, 64;
10) сделать вывод о точности численных методов.

3. Варианты заданий.

№  л/п Дифференциальное уравнение Численный метод

1 у '  =  -у  +  3  51П1 -  2  с о в  {, у ( 0 )  =  - 1 ,  [в.ЬМО.Зл] Рунге-Куттафредиктор-
корректор)

2 у ' ~  -2у + 2$\п(, у ( 0 )  =  2 ,  {а,ЬМ0,Зт4 Рунге-Кутта(усоэ. метод 
Эйлера)

3 у ' — - 2 у  +  Г +  2 5 1 Л Г -С 0 5 Г ,у (0 )  =  2, [а,ЬМ0,Зл] Рунге-Кутта

4 . . . у '  =  - 2 у  +  Г - Г 2 - б с о 8 ? , у ( - 1 )  =  1, [а,Ь]=[-1А1 Адамса, пр1
5 -У ' — У + 1  -  51п 1 + с о в  1, у ( - 5 )  =  0 , [в.ЬМ-5,5) Адамса, т = 2

6 - 2 у ' —  у  и-1 + 31П {+  с о в  1 у { - 3 )  =  0 ,  1Ь,Ь]=[-3,71 Адамса, т = 3

7 у ’ =  - 2 у - ( 2 + 4 з 1п Г - 9 с о 8Г, у ( 0 )  =  - 2 ,  [а,Ь]=[0,41 Рунге-Кутта(предиктор-
корректор)

8 у > =  - у  - 1 +  8  51П, у { - 2 )  =  - 1 ,  [а,Ь]=[-2,8] Рунге-Купа{усов. метод 
Эйлера)

9
у '  [1] —  - у [ Т ] - 3  +  2 Т -  4  81П [^ ]  — с о э  [Ф]. у [ —3 ]  =  - 1

[а,Ьр[-3,7] Рунге-Кутта
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10
у ' [ { ]  —  —2 у  [7 ] +  7 +  3  8 !П [ 7 ] -  2 с о $ [7 ], у  [1 ] ===== 3  

[а,Ь]~[1,7]
Адамса, т-1

11
у 'Щ  = =  - 2 у [ 7 ] - 5 7  +  з 'т [ 7 ] + З с о з [ 7 ] ,  у  [ —3 ] ===== - 1

[а,ЬИ-ЗА1
Адамса, т=2

12
у ' р ]  =  - З у  [ * ]  - 1  -  б ш  [2 7 ] +  с о з  [7 ], у  [ - 2 ]  =  1

[а,ЬМ-2,31
Адамса, т-3

13
у '[7 ]  = =  у  р ]  + 1  -  2  з ю  р ]  - 1 0  с о в  [3 7 ], у  [ 0 ]  = =  1

[а,ЬИ0Д
Р уш -К утта (л  р е д ш о р -  

корректор)

14
у '[( ] — - 2 у  [ !  ]  -  2  +  5!П [2 7 ] -  5  с о з  [2 7 ], у  [ 3 ]  = =  - 2

[а,Ь}=РЛ
Рукге-Кутта(усов. метод 

Эйлера)

15
у ' р ]  ===== - З у  [7 ] + 7 з 1п [ 7] -  о о з р ] ,  у  [ - 2 ]  =  - 2  

[а,ЬИ-2Д
Рунге-Кутта

16
у '  [7] ===== - у  [7 ] +  7 -  2 7 Л 2  -  с о з  [2 7 ], у  [ - 5 ]  =  1 

[э,ЬМ-5,5]
Адамса, т=1

17
у ' р ]  ===== у р ] - 7 - 7 5 1 П [ 2 7 ] - с о з [ 3 7 ] ,  у [ - 1 ]  =  - 2 . 6

(в,ьм-М]
Адамса, т=2

18
у ‘' [7 ] = =  - 2 у  [7 ] +  2  -  37 +  27 л 2, у  [ 0 ]  =  - 2  

~ № Н М
Адамса, т=3

19
у ’ р ]  =  - 2 у р ]  ч -2 -  7 л 2  +  5 31П[7 ], у  [ - 2 ]  =  - 2  

[а.ЬМ-2,4]
Рунге-Кутта (предиктор- 

корректор)

20
у ' [ ( ]  =  - у р З  +  7 - е ^ 2' + 2 С 0 5 [7 ] ,  у [0 ]  = =  1

[а,ьт щ
Рунге-Кутта {усов, метод 

Эйлера)

4. Требования к отчету.
Отчет выполняется на стандартных листах А4 и должен содержать:

1. Постановку задачи с указанием своего варианта,
2. Краткие теоретические сведения, относящиеся к варианту задания,
3. Распечатку работы, выполненной в системе Ма№етайса.

5. Пример выполнения близкой по содержанию работы.
Аналитическое решение

5о11 = 08о1уе[{у'[1] —  - у р ]  + 81Пр]-С05р], у[0 ) =  1}, у р ] ,7 ]

{ {у М ”е~' (г2+е< 005 М)}}

р [{ _ ]  = у [1 ] /  -Зо11 

|-е ~ '( -2 + е | сое[ф ]

Р 1о 1[р [х], {х , 0 ,2 Р |} ]
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Численное решение
$о!2 =  М 0 5 о № е[|у '|Ч ] =  -у [1 ]  +  5 т [1 ] -с о з [1 : ] ,  у [0] 

{{у  ^ Ш е г р о Ш т д Р и п с У о п \{ {0 .,Ь .2 8 3 Щ },  <>]||

:= Еуа1иа1е[у[1] 1 .8о12]

Р 1< й [ГО [*],{1 ,0 ,2Р 1}]

Решение методом Эйлера
Р х у [х _ ,у _ ]  := —у + 81п [ х ] —■ с о з[х ]

Е и 1 ег1 [а_ ,Ь _ ,Ь _ ,уа_ ] := В 1оск{Т ,(_ ,х ,у}, 
х -а;

ЮЫ1е[х*Ь,
1 =  А р р е п д [т ,{х ,у } ] ;  
у = у + Ь * Р х у [х ,у ] ;  
х - х + й ;
7 = 1
];
1п1егро(айоп[Т]
3
Р4 =  Еи1ег1[0, N [2 Р (]+ 0 .1 , N [Р! / 2 ], 1]

Ш егроШ т дРипсИоп  [| {0., б .28319}], о ]

1}, у ,{ * ,0 ,2 Р 1 } ]
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Р8 = Еи1ег1[0, М[2Р1] +-0.1, М[Р1/ 4]Т 1]

1п(егро(айпдРипсИоп [{{0. ,6.28319}}, < > ]

Р16 =Еи1ег1[0, Ы[2Р(] + 0.1, 1\1[Р1/ 8].1]

1п1егро1аНпдРипсИоп[{{0.,6.2831 Э)}, <>1 

Р64 = Еи!ег1[0, N [2Р1] + 0.1, N [Р (/ 32], 1]

1п1егроШ)пдРипсйюп[{{ 0.,6.38136}|, о ]

Графическое сравнение полученных решений
Р!о1{{Р0[*],Р64[1], Р1б[], Р8[1], Р4[г]}, {*, О, 2И},

Р1о131у1е -> |тИ1скпез5[0.005], |тЫскпе85[0.006], Оа 55пд[{0.02, 0.02}]}, 

(ТИюкпе58[0.007], ОавГпд [{0.05,0.025}]},

[тИ(скпе58[0.0083,0азтд[{ОД0,02}]},

ТН1скпе55[0.1]}1 Ахе5$1у(е -> ТЫскпез5[0.01], Тех134у1е -> {Роп131ге -> 12}]

5. Вопросы к защите лабораторной работы.

1. Сформулируйте постановку задачи, рассматриваемой в настоящей работе.
2. Что такое задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения 1 -го 

(п-го) порядка?
3. Запишите расчетные формулы, используемые в методе:

а) Эйлера;
6} Рунге-Кутта 2-го порядка (предиктор-корректор);
в) Рунге-Кутта 2-го порядка (усовершенствованный метод Эйлера);
г) Рунге-Кутта 4-го порядка;
д) Адамса.



ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА N4
Численное решение дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом

Цель работы: Изучение метода шагов для решения1 обычных дифференциальных 
уравнений с запаздывающим аргументом.

Постановка задачи. Для заданного варианта дифференциального уравнения с 
запаздывающим аргументом найти численное решение и построить его график.

1. Теоретические сведения.
Простейшее дифференциальное уравнение с запаздывающим аргументом имеет вид:

^  =  Щ ,у ( Х ) ,у ( ( ~ Ь ) ) ,Х е [ а ,Ь ] ;  у (1 )^ < р (Х ) ,Х е [а ~ Ь ,а ] .  (1)

Здесь А -  шаг запаздывания; <р(1) -  заданная функция. Требуется найти решение у(Х) 
на заданном отрезке [а,Ь], Ь-а>Ь. Исследование подобных уравнений аналитическими 
методами требует очень сложного математического аппарата. Численное решение 
находится методом шагов. Суть метода шагов состоит в следующем.
Шаг1. Рассматриваем отрезок [а; а Щ  На этом отрезке у(Щ-<р{1) и задача (1) 

превращается в обычную задачу Коши для обыкновенных 
дифференциальных уравнений;

^  =  Щ , У ( * ) М * - Ь } ) , 1 ь [ а , а  +  Ь]; у ( а )  =  <р(а). (2)
01

Для ее решения можно использовать любой численный метод.
Пусть у(1)-<р,(1), 1е[а;аЩ., •• решение задачи (2)

Шаг 2. Рассматриваем отрезок /а+Л; а+2Ь]. На этом отрезке
у (Щ ~  <р1{1) и задача (1) сводится к задаче Коши:

^  = цХ,у(X),<р,(1~Ь)),Хь{а  + Ь,а + 2Ь]; у (а  + Ь ) '= щ (а  + Ь). (3)

Пусть у{Х)-<р2{1), (е[а*Ь;а*2Ь1 - решение задачи (3).
Аналогичным образом строятся вычисления на шагах 3, 4 ит.д.
Вычисления заканчиваются на некотором шаге к, на котором конец исходного отрезка 
Ь ф+(к-1)Ь,а+кН]. На этом шаге задача Коши решается на отрезке [а+(к-1)к,Ь].

2. Порядок выполнения работы
1) последовательно выполнить в системе Ш Ш етабса шаги 1,2, и т.д, используя для 

решения задачи Коши функцию №5о!уе;
2) для каждого шага дать графическую интерпретацию;
3) построить график всего решения задачи (1).
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3. Варианты заданий.
№
п/п Задача

1 у '  =  3 ! п у ( г ) + с о з у { ? - 2 )  +  ^ — ; у (Т ) =  V I 2 +  1,( е  [ - 2 , 0 ] ;  [а;/Ь] =  [0 ,9 ] ■ 
( +  3

2 У  -  - 0 . 1 у ( 0 + -  3 )  +  ; уЮ = е-<4е{ 0 ,3 ]; [а;Ь] =  [3 ,1 0 ]
Ч- о

3 у '  =  )п(2 +  0 . 1 у 2 ( 0 ) + + 7  с о з  1; у{1) =  Ц  е  [ - 3 ,  - 2 ) ;  [а ; Ь] =  [ - 2 ,3 .5 ]

4 у '  =  З з !п ( у ( г )  +  с о з Т } + у ( Т - 2 ) + - ^ — ; у {? )  =  б ’ / 2 , Г е [ - 2 , 0 ] ;  [ з ;Ь ]  =  [0 ,1 1 ]

5 У  =  у ( 0 + е созКМ1-1 п {1  +  У > : у ( ( ) = = л /П 4 3 ,Т е [ -2 , - 1 ] ;  [а; Ь ] =  [ -1 ,5 .2 ]

6 У  =  - 6 з ! П ( у ( 0 - 3 )  +  у 2( Т - 4 ) - / - ;  у ( 0  =  л /? ,« е [0 ,4 ] ;  [а ;Ь ] =  [4 ,1 8 ]

7 у ' = у 4 ) + 0  1 5!'п И 0 + У а - 2 ) + с о з ( Т - 1 ) ;  уЦ )*о .  ? е [ - 5 , - 3 ] ;  [ з ; Ь М ~ 3 , б ]

3 у ’ =  2  3 !П (4 .1 -  у  (Г )) -  3  с о з ( у  (Т - 1 )  +  2 ) + 0 . 1 Б ч / Т л Т ( г ; у (  1) =  з т  {, 1 е  [0 ,1 ]; [а ; Ь ] =  [1 ,6 ,3 ]

9 у '  =  у({ -  З Х /2 .1  +  з гп  у (? )  +  с о з  у ( ( ) +  л /З + 1) у(1) =  в !п  ?, 1 е  [ - 5 , - 2 ] ; [а ; Ь ] =  [-2 ,1 1 ]

10 у ’ =  з1 п (1 + 1 п (у 2{ 0 + 1 ) ) - с о з у { ?  - 2 )  +  Д Д - ; у { ? )  =  Д ^ - - ,   ̂е  [ - 2 , 0 ] ;  [э ;6 ]  =  [0 ,8 .7 ]
е  -ьЗ  л /^  +  1

11 У  =  2 у ( Т ) + е а!" у , м ) - Д | + ? ) ;  у ( 0 =  ? +  3 , 1 е  [—2 ,—1]; [а ; Ь] = [ - 1 ,5 .2 ]

12 у г =  с о з у { Т ) + с о з у 2( ^ - 2 ) + ~ — у ( [ )  =  л / Г Г з , * е  [ - 2 ,0 ] ;  [ э ;й ]  =  [0 ,9 ]

13 у '  -  у 2(( - 3 ) { 0 . 1 + с о з ( 1  +  У ( 0 ) )  +  1п(3 +  [ ) ; у ( 0  =  Л ж з Г к Г г ,  * е  [ - 5 ,~ 2 ] ; { а ;Ь ]  =  [ -2 ,1 1 ]

14 у ' = 5 !п {1 + !п (у 2 (? )+ 1 } )  -  с о з  у(1 -  2 )  +  в4 ;у{1) =  - Д = ,  ( е  [ - 2 ,0 ] ;  [а ; Ь] =  [0 ,8 .7 ]
л/^ +  3

15 у '  = 351п2( у ( { )  +  а г с ]д г )  + у ( Т - 2 ) + ^ - ^ ;  у {? )  = Р  /8 ,?  е  [ - 2 ,0 ] ;  [а ; Ь ] = [0 ,11 ]

16 у ' -  у ( ? ) Д  +  У2(^ 3) : 3 8 !П (  ; у ( 0 - 2 е - ' , 1 б Г О . З ] ;  [ а ;Ь ] - [3 ,1 0 ] 
1 0 0  2 с о з Т  + 3 '

17 у '  =  - 5 с о з < у { Т ) - ( ) + у 2( Т - 4 ) - ~ ;  у (1 )  = ч/Т+Т,Т е [ 0 , 4 ] ;  [а ;Ь ] = [4 ,1 8 ]
< ■+• |

18 У ' = “ 34 ~ ~ ^ + У ( ^ - 2 )  + С 0 3 (^ -1 ) ;  у (  0 ^  + 3, 1 е [ - 5 , - 3 ] ;  [а ;Ь ] = [ - 3 , 6 ]  
у  (Т )+ 0 .1

19
л

у '  = С 0 5 [у (? )] + 5^пг у { ? - 2 )  + 0 ,1 ^ /Г + 3 ;  у {? )  = —— ,? е [ - 1 ,1 ] ;  [э ;Ь ] = [1,10]
г  +1

20 у '  = 1 п {у 2 { 0 + 1 ) - с о з 3 у ( Т - 3 )  + з 1 п (е " 5 + 3 ) ; у ( ? )  = ~ Д Д ,  * е [ - 3 , 0 ] ;  [а;Ь] =  [0 ,1 0 ]
У1 + 4

4. Требования к отчету.
Отчет выполняется на стандартных листах А4 и должен содержать:

1. Постановку задачи с указанием своего варианта.
2. Распечатку работы, выполненной в системе МаТбетабса,
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5. Пример выполнения близкой по содержанию работы.

Пусть
у ' ^ $ т (у (1 )  + у ( 1 - ж ) ) ;  у ( \ )  =  {г,1 0 ]; [а ;Ъ ] =  [ 0 ,3 л ] .

Шаг 1

8о11 = М05о1уе^{у'[1] =  з !п [у [1] + (1 - Р ( ) А2], у [0] —  о}, у, {1,0, Р1}̂

| | у  -»■ 1п1егро1аипдНипсИоп Г|{0. , 3.14159}}, < > ]| |

Р1[1- ]  = (У / -р|гв4[5оИ]){*)

!Шегро1аИпдРипс{1Сп Г{ {0., 3.14159}}, о  ] м

■Р1(й[Р1[*], (1,0, Р)}]

Комментарий к шагу 1, Из выражения у(1-тг) следует, что шаг запаздывания в 
нашем случае равен тт. Поэтому на шаге 1 рассматривается отрезок [0; п]. На этом 
отрезке, как отмечалось выше, у(Щ-<р(1) и задача (1) превращается в обычную 
задачу Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений:

%  -  Г « ,у (1 ) ,< р (1 -Ь )) ,{е [а ,в  + а д  у (а )  =  ф ) . 
сН

В нашем случае у({)-(2. Следовательно у@-п)=((-тг)2. Дифференциальное уравне
ние принимает вид

у ' = & п (у (1 ) + ( * - х ) г) .

Начальное условие находится из соотношения у(а)~ф).
Так как <р(1)=(2, а~0, то у(а)~ у(Д1=Ог=0,
Таким образом, на первом шаге решаем задачу Коши

у '  =  $1п ( у ( 1)  +  № -  я ) 2) ,  у ( 0 ) - 0 , 1  е [ 0 , я ) .
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Шаг 2

5о12 = Ш 5 о 1 у е [ |у '[1 ]  =  в т [ у [ 1 ]  + Р1[1 -  Р (] ] , у  [Р1] =  Р1[Р1]}, у, {*, Р5, 2 Р |} ]  

||у 1п(егро1аНпдРипсИоп[{{ 3.14159, 6.28319}], <>]}}

Р 2[1 _ ] = (у /.Р ,гз 1 [5 о |2 ])[1 ]

1п{егро!аИпдРипсИопГ{{ 3.14159, 6.28319}}, о ]  [I]

Р 1о {[Р 2[4 ],{*,Р 1 , 2Р1}]

Шаг 3

5о13 =  М 0 3 о 1 у е [{у '[1 ]  =  « 1п [ у [ к ]  +  Р2[1 - Р | ] ] ,  у [2Р 1 ] =  Р 2[2Р 1 ]}, у , { * , 2Р|, З Р * }] 

|| у  ->■ 1п1егро!аНпд!=ипсИоп [ { {6,28319,9.42478}}, <>]}}

Р 3 [ {_ ]  =  (у Л Р « г5 * [8 о Ю ])[е ]

1п1егро1аИпдРипсИоп\{ { 6.28319,9.42478}}, о ]  [ ]̂

Р (01[РЗ[4], {1, 2Р1, ЗР1}]
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Построение объединенного графика

Р14[14 ]:"В1оск[{у},

у = к Г1>0& &1<Р М =1[Т ],у ] ;
V  = 1Г \  > р[ && *<2Р1,Р2[1],у]; 
у  = И[*>2Р1&&*<ЗР!,РЗ[*],у ] ;

]
Р Го *[Р 14[*],{1 , 0 .3Р 1}]

6. Вопросы к защите лабораторной работы.

1. Сформулируйте задачу отыскания решения дифференциального уравнения с за
паздывающим аргументом,

2. В чем суть метода этапов для отыскания решения дифференциального уравне
ния с запаздывающим аргументом?

3. Что такое задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения 1-го 
(л-го) порядка?

4. Составьте задачу Коши, которая решается на 1-ом этапе, если исходная задача 
имеет вид:

а. У  ‘' =  2 у < ()  + 8/0 у ( ( ) - ^ у (1  -  г): [ а ; Ь ]  =  [~ % 8 ];  

у (1 )  =  ( ( + З А  ( 6  Л - 3 . - У ;

„  У’ = У(0 - У 2( Ю - 1ПУ(1- 3); [ а ; Ь ]  =  / 0,10/; 
у (1 )  =  е«*‘ >‘ , (< = /-3 ,0 у ;

У ' =  2 у { ( )  + !п (у * (1 )  +1  ̂ К ^ Г Т У  [а :Ь 1  “ Л / 8 ,5 /;

В> У М = % / + ! / '
5. Как работает используемая в работе функция 1Р?
6. Объясните, как работает процедура, используемая при построении объединенно

го графика?
24



ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА N5
Метод прогонки для решения краевой задачи для обыкновенного 

дифференциального уравнения

Цель работы: изучение метода прогонки для решения краевой задачи на примере 
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка.

Постановка задачи. Для заданного варианта краевой задачи найти численное решение 
и построить его график.

1. Теоретические сведения.
Рассмотрим следующую краевую задачу

у ' + я а ) у  = * 0 ) , * е [ а , Ь ] ;  у { а )  ~ а , у ( Ь ) - р .  (1)

Здесь Щ -заданные непрерывные функции, а, Ь, а , /?- известные числа. 
Перейдем от непрерывной задачи (1) к дискретной на сетке узлов 

хрэ+й, 0</<ст, Ь=(Ь-г)/т,
заменив

У(хм)- 2у (х 1) + у(хм)у -------------------------------- .

Тогда получим систему линейных алгебраических уравнений:

>о =  в ;
< У ж  -ь Г - г  + й ^ у ,  + 'у м  =  ЪЧ„ 1 <  /■<т - 1 ;  (2)

У ш = Д
где у  « у ( х:), (?; = ц (х 1), /; =  ( ( х С и с т е м у  (2) можно записать в матричном виде

Ау=Ь, (3)

с 0 0 . . 0 0 О
1 - 2  +  й %  1 0 . . О 0 0
0 1 - 2  4-Ь2С?2 1 . . . О О 0

1 0 0 0 . . . 1 - 2  + /72дт „1 1

1° О 0 0 . . . О 0 1

трехдиагональная матрица,

(Ус (а ')
У,
Уз , ь = И%

Ули # 1 -,
{У П) У
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Для решения системы (3) можно использовать обычные методы решения систем 
линейных алгебраических уравнений. Однако в силу специального (трехдиагонально
го) вида матрицы их применение не всегда оправдано.
Гораздо более эффективным является метод прогонки. Он позволяет найти решение 
системы (3) по формулам:

Ут ~ Р ,  и , ' - - т - 1 ......2 ,1 ,0 , (4)
где

Е ,= 0 , 

Е .

О, = а ;

2 ,+1 2 -  Ьгц! -  Е 1
Сначала по формулам (5) находятся коэффициенты Ё, 0т, 1=1,2, . . . ,  т .  Этот процесс 
называется прямым ходом метода прогонки. Затем по формулам (4) находится 
решение системы (3) -  в этом суть обратного хода метода прогонки.
В системе МаФетабса метод прогонки может быть реализован с помощью 
следующей процедуры:

Р го д о п к а [а _ ,  Ь _ , п _ ,  у а _ , у Ь _ ] := В 1оск[{Н , Ь2, Е ц 01, V , Е(1, ОМ, Т , Щ х , у , X V ,!} ,

* а-начало отрезка 
Ь -  конец отрезка

* п -  количество отрезков в разбиении
* у а -  граничное значение в точке а
* уЬ-граничное значение в точкой

* Подготовительны е операции
*
Ц = (Ь -а )/п ;
Ь2 = Ь * Ь; 
х  = а;

4 Заносим в список Е1 и 01*
С1 =  0; ОТ =  уа;
Т = {{Е'1, 0 '|}};
*
* Выполняем прямой ход метода прогонки -  рассчитываем и заносим в список
* остальные коэффициенты Е, 0|, 1=2,3, , т

х =  х  + И;
Ш 41е[х  й Ь - Н /2 ,  

м = М [2 -И 2 *0 [х ]-Е Г |; 
ЕЯ =  1 /у ;
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Б И  =  ( 0 1 - Л 2 * Р [х ] ) / у ;

I. = ДррепЦ[Т, {ЕИ, К1}]; 
Т = Ц  
х = х+И;
Е1 = ЕИ;0р = 0И;
3;

* Обратный ход метода прогонки -  формируем список, содержащий координате!
* решения*
у = уь; 
х у -  {{х,у}};
I = п —1;
№ Ле[1 г  О,

У » Т [[1 + 1 ,]]*у + Т [[1  + 1,2]]; 
х = х - Н ;
1. = Аррегк|[ХУ, {х,у}];
ХУ = Ц

3;*
* Интерполируем решение*
1п1егро1а1юп[ХУ]
]

2. Порядок выполнения работы.
2.1. В системе Ма^етайса

1) Решить заданную краевую задачу и построить график ее решения с помощью 
функции.ЫОЗок/е.

2} Найти решение задачи с помощью процедуры Ргодопка для 171=8,16,32,64,128;
3) Построить графики всех найденных решений на одном координатном поле;
4) Последовательно сравнить графики, полученные с помощью процедуры 

Ргодопка с графиком решения, найденного по ШЗо1уе.

2.2. В системе ЕХСЕ1
1] Для т=8,16 решить систему (3)

а) методом обратной матрицы.
6} методом прогонки.

2} Сравнить графически решения, полученные различными методами при разных т.
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3. Варианты заданий.
№
п/л

Задача
ч№ щ т а Р

1 -(451ПТ)2 7/(?2 + 1) [0,2Р|) '■' 0 1
2 -бТТЛ + зш? г2+7 соз{47 +1) [1;5] 1 ■■1

3 _ф2$тп(31“1)
к ? - и б5^ +1) [1;10] 0.5 0

4 - г -1
4 + 3.951П? -22?2 -1 СОзЗ? [2;7] . 3 -1

5 -5.7д/1.1 + 1п{2 + шз7) 72+7?51П(2-4?) И;5) -2 2

6 572.1+соз? +51П? 
Т2 -27 + 1.05

?2 +(~е~‘ И;4] 1 1

7 -2  + 5103? -2?2 + 7агс?д{г + 1) т 0 3
8 ч г 2/5+л/Т+гг ) 381п72 + 14соз(27+1) И;б! 2 3

9 -2\1.1+-ч/1.1 + СО$г -г -—------В(п(?г +1)?г + 27 + 3 11;53 1 3

10. -С0523г-е2-5й(зм) V?2 + 1 + 5соз(37-1) Ю;4) 1 3

11 -(2.1+з1пг+созг) 1л(1 + 72) соз(27-0.51) [1:6] 2 1

12 _24 5‘П(2зг-0.34) —  ---------- эгс7д(272 +1)
1п{(2 -27 + 4.51) И ,5] -2 4

13 -{2 + з т  2Г)-есстС2'-1* V?2 + ? + 2 + Зсоз(2?+1) И;4] 0 2

14 5^6.1 + 2соз? + соз? 
# ^ 2 7  + 2.05

72 + 1п{7 + 2) [1:4] 0 1

15 -6  сов2 л/1.2 + з1п2? 1 + ?г +7510(37 + 1) [0;6] -1 3
16 -V I+ ап 7соз 7 !п(1 + 72)51П(37-1) [0;5] -2 4
17 - (2  + 4э!п37)2 (7 + С057)/(72 +1^ [0,Р1] 1 0

18- .-((г+2)/5+з1п71+г2) Зсоз(?г + 0.15)+11зт(?/2 + 1) [1;7] 3 -1

19 -77.3+2зт1-Зсоз1 1одг (0.54 + 72) -  3 С05 (7 -1.21) Ш:5] 2 1
20 -соз2 7 -е 1' а'й9(зм) л/0.25?2 + 0.47 -2.87зш2? Р;43 0 0

4. Требования к отчету.
Отчет выполняется на стандартных листах А4 и должен содержать:
1. Постановку задачи с указанием своего варианта.
2. Распечатку работы, выполненной в системе Майтетайса.
3. Распечатку работы, выполненной в системе Ехсе!.



5. Вопросы к защите лабораторной работы.
1. Сформулируйте задачу, рассматриваемую в лабораторной работе.
2. Какое соотношение используется для приближенной замены у".
3. Запишите систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), которая получает

ся после замены производной.
4. Запишите СЛАУ, которая получается после замены производной, в матричном виде.
5. Запишите формулы, которые испльзуются на прямом ходе метода прогонки.
6. Запишите формулы, которые испльзуются на обратном ходе метода прогонки.
7. Сформулируйте условие устойчивости метода прогонки.

Цель работы: изучение метода сеток для численного решения уравнений с частными 
производными на примере уравнения теплопроводности.

Постановка задачи. Используя метод сеток, найти решение для заданного варианта 
задачи теплопроводности

1. Теоретические сведения.
Введем в области в(х,1)=[0,Ь]х[0,Т] прямоугольную сетку с узлами (х:Л]}, хнЬ, 
1 = 0 , 1 , ( ) = ] %  ]=0,1,.,,,т; Н -  шаг по направлению х, г  - шаг по направлению (. 
Заменяя производные в (1) конечно-разностными приближенными соотношениями, от 
непрерывной задачи (1) переходят к конечно разностной задаче (схеме), которая 
представляет собой систему линейных алгебраических уравнений. Для задачи 
теплопроводности возможны две различные схемы метода сеток.
1. Первая схема основана на шаблоне

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА N6 
Метод сеток для решения задач математической физики 

(на примере уравнения теплопроводности)

д1 ■ дх‘ (1)
и ( х , 0 )  =  <р(х), и ( 0 ,1) =  щ (1), и ( ЬЛ)  =  уг2(1).

Т У+7

г

ь /у  к у  к *'+/(/

и имеет вид:
и/*1 = Х ,  + (1 -  2Я )и ( + Ли(_,, I = 1, п  -1 , }  = 0, т  -1 ;  
и° = р ( х / ), 1 = 0 ,п ;

(2 . 1)
(2,2)
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(2 -3 )

Здесь и{ »  и (х , , ( 1) - приближенное решение в узле (у), А=аг/№.
Разностная схема (2.1)-(2.3) -  явная двухслойная схема. Для вычисления значений 
в ф-1)-ом слое необходимы значения только в у -ом слое, что позволяет находить 
внутренние значения (уИ)-го слоя непосредственно по формуле в (2.1). Значения 
на краях Ц+1)-го слоя находятся по формуле (2.3). Для начала вычислений 
необходимы значения в нулевом слое. Они находятся в соответствии с (2.2). 
Разностная схема (2.1)-(2.3) условно устойчива. Для обеспечения ее устойчивости 
должно выполняться условие А^0.5.

и1п =у/г (11), ] = 0,т.

2. В основе второй схемы лежит шаблон:

1-1./~1 У+Т 1+1̂ +1
«---------------- *—------------ •

к к

Т

и
4

Соответствующая разностная схема имеет вид:

- А и ^ + ( \  + 2 А ) и ^ - А и ^  = и ‘ , Ы \ г Г л ,  (3.1)

У;°=^(хг), / = 0,п; (3.2)

Уд =  У - Д Д  =  У'2М; ), / = 0 ,т . (3.3)

Принципиальное отличие схемы (3.1)-(3.3) от (2.1)-(2.3) в том, что она неявная. 
Хотя вычисления по-прежнему ведутся по слоям, на каждом новом слое 
необходимо решить систему уравнений

+ (1 +  2А)и1+1 -  Аи]$ = о {, / =  1 ^ 1 ;

Запишем систему (4) в матричном виде
Ау=Ь, (5)

Здесь

Г 1 0 0 0 . . 0 0 0
-А 1 +  2А - А 0 . . . 0 О 0

0 - Л 1 +  2  Я - А  . . . 0 0 о

0 0 0 0 . . - А 14- 2  Л - Л

I  о 0 0 0  . . О 0 1



трехдиагональная матрица,
г Г

ц/+1 и.{
У = < й = и*

щ
Кип У

Д
..:

Для решения системы (5) используют известные методы решения систем
линейных алгебраических уравнений (в т.ч. метод прогонки).
Разностная схема (3.1)-(3.3) абсолютно устойчива, т.е. она устойчива при любом
соотношении й и т.

2. Порядок выполнения работы,
2.1. В системе МаИтетабса
1) Используя функцию И08о1уе, решить заданную задачу и построить ее 3- 

хмерный график.
2) С помощью электронных таблиц Ехсе! реализовать явную схему метода сеток 

(2,1}-(2.3) при п=5 (число т  подобрать из условия устойчивости). Решение, 
полученное на последнем слое, перенести в систему М йетайса и сравнить 
графически с решением, полученным с помощью функции Шзо!уе, при 1=7.

3) Повторить п.2) для п=10,
4} С помощью электронных таблиц ЕхсеI реализовать неявную схему метода сеток 

(3.1}-(3.3) при п=5 и т=10. Решение, полученное на последнем слое, перенести в 
систему Мйешабса и сравнить графически с решением, полученным с помощью 
функции N 0 3 0 ^ ,  при 1=7.

5} На одном координатном поле построить графики отклонений 3-х решений, 
найденных по методу сеток, от решения, полученного с помощью функции 
МОзо&е, при 1=7.

3. Варианты заданий.

№ Задача
п/п а Ь 7 Ф ) т ® Ы )
1 2 0,75 1,5 хгз1п(4ях/3) № 21 1с0${
2 1 1,5 2 х(2-х] (+$М 1,75-сой
3 3 2 3 1 2-сое! 1+УЗ
4 1,5 1,25 2,5 х(1,25-х)созх М+1 0
5 1 3 1,5 2-е* 1 2-еМ Ш
6 0,5 2,5 1 1+х 1+11п(1+1) 3,5соз1
7 2,3 0,75 2,5 0 -Я Ззю1
8 0,75 1 4 1+з1?ых М+1 Ш
Э 3,1 2,4 3,5 X 0 1,4+соз1
10 2,25 3 2 1+со$1ях/3) 2+аго1д1 X2
11 0,75 2,1 2,5 1-х/Ь е* 13!П1
12 2,11 0,8 2 х(Ь-х) ? т
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Продолжение
13 17 1 2 з ! $1п (2ях/Ь) 1/3 -!/3
14 0,9 1 5 1 ! 2х/Ь 1п(1Н) с о з (2 М )
15 2,56 2,2 2,5 Г 2 -м т 1 О М
16 0.3 0,5 2 0.25+$1п31 к о й
17 1,4 1,1 3 0 ,5 0 . & Ш 0.5-1/18
18 3,1 1 7 175 1 -8т (л х/(2Ь }\ Г 5 Щ + 1 )
19 2,3 2,3 1,5 | С 08(2лХ/Ь) соз2* 1
20 1,8 1,6 3 [ 2  -х(Ь -х) 3 -1 /1 Ы ) \ 2 -2 (8 ш Щ

4. Требования к отчету.
Отчет выполняется на стандартных листах А4 и должен содержать:

4. Постановку задачи с указанием своего варианта.
5. Распечатку работы, выполненной в системе МаИетаЙса.

5. Пример выполнения работы.
Рассмотрим следующую© задачу:

—  = 0 < х  <1, 0 < ^ <  1;ах"
и {х ,0 )  = 6 х ~ 6 х 4 + х 2, и ( 0 ,1 )~ 0 , и ( Ы )  =

5.1. Выполнение в системе Ма№етаНса.
1) Решение краевой задачи с помощью функции ИОЗо^е 

5о11=Ш5о1уе{{5д|[хД]^ 9ххи[хД], и[х,0] — 6х~6х4 + х 2, 
и [О Д] «= О, и [1Д] —  10 И  (1 -1 ) +1}, и, {х, 0,1}, {1 0,1}]

^МефоШтдРип&юа] {0.,1.}}, <>]||

Р1 = иШг:>1[Зо(1]

1М&гро!аИпдРипсНопГ [ {О., 1 <>"| 

РЬоШ [Р 1 [х 11],{х !0,1},{1,0Л}]

32



2) Сравнение решения, полученного по неявной разностной схеме при разбиении 
отрезка по оси X на 3 части, с решением, полученным по МП5о!уе, при

13 = {{0 ,0 }, {0 .33333333 ,0 .66359}, (0 .666666666,1 .0989}, {1,1}}

{{0,0}, {0 .333333,0.66359}, {0.666667,1.0989}, {1,1}}

13: ~  1п1егро1а1юп[13]

1п1егро1а(тдРипсИоп |~{ (0., 1.}}, < > ̂

Р!о1[{Р1[х,1], 131[х]}, {х ,0 ,1 },

Р1о1$ху1е ~»'{{Т[11ск;пезз{0.01]}1|7п1скпе55[0.01])О а5Ы пд[{0.1,0.06} ] | |  

Ахез51у!е ->  ТМ скпез^О .О и  Тех131у1е > {Роп18|*е ~> 12}}

3} Сравнение решения, полученного по явной разностной схеме при разбиении от
резка по оси Х н а  5 частей, с решением, полученным по ЫОЗоИге, при 1~1

15 = {{0,0}, {0,2, 0.450927146}, {0.4, 0.845839086}, {0.6,1.122316285},

(0.8,1.205168878}, {1,1}}

Р 1о 1[{Р 1[х ,1 ],1Я [х]},{х ,0 ,1},

Р1о181у1е {{Т Ы с кп е з5 [0 ,0 0 8 ]} ,{тЫ с к п е з з[0 .0 1 6 ],О а 5 б тд [{0 .0 6 ,0 .0 6 }]} |

Ахез81у(е - *  ТЫ скпезз[0.01], Тех1$1у1е ->{Р оп1$ |ге  12}]

0.2 0 .4  0 .6  0 .8  1
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4) Сравнение решения, полученного по явной разностной схеме при разбиении от
резка по оси X на 10 частей, с решением, полученным по Ш 5о!уе , при М .
110 = {{0,0}, {О Л, 0.22726}, {0.2, 0.44776}, {0.3,0.65456},

{0.4, 0.8403}, {0.5,0,99702}, {0.6,1Л 1598}, {0.7,1Л 8742} 3 
(0.8,1.2004}, (0.9,1.142581}, {1.1}}

{{0,0}, {0.1, 0.22726}, {0.2, 0.44776}, {ОД 0,65456},
{0.4, 0.8403}, {0.5, 0.99702}, {0.6,1.11598},
{0.7,1.18742}, {ОД 1.2004}, {0.9,14258}, {1,1}}

1101 = 1п1сгро1а1юп[110]

1п1егро1аЬ'пдРипсМоп^{0,,'\ .}|, о ]

Р1о1[{Р1|хЛ], ПО?[х]}, {х,ОЛ}>
Р 1 о Ы у 1 е -» {{К 6 В С о 1 о г [1 ,0 ,0 ]} ,

{КСВСо! ог [0,0,1], ОазЬ I пд [{0.04,0.01}]}}]

5)Графжи отклонений.
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Р1о*[Р1[х,1]- МО|[х), Р1[х,1] ~ 45![х], 
Р1[х,1]-431[х]}, {х Д 1 },  

Р1оЫу1е->|(К:вВСо1ог[1,0,0]},
{[10В С о1ог[0 ,0 )1], О а з И т д [{0 ,0 4 , 0 .0 1 }]} , 
{к е В С о !о г  [0 ,1 ,0 ], О а 5 Ъ тд [{0 .0 4 , 0.01, 0.01}] } Ц

5.2. Фрагмент решения задачи в Ехсе! с помощью явной схемы при п-5.

Хо Х1 х г Хз Х4 Х5
\ х  

!  ̂ \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Ь ......I .... ....  0 0 | 1,2304 2,4064 3,1824 2,9824 1

! 0,02 0 | 1,2032 2,2064 2,6944 2,0912 1,196
Ь 0,04 0 1,1032 1,9488 2,1488 1,9452 1,384
Ь 0,06 0 0,9744 1,626 1,947 1,7664 1,564
и 0,08 0 . 0,813 1,4607 1,6962 1,7555 1,736
15 0,1 0 0,73035 1,2546 1,6081 1,7161 1,9
1б 0,12 0 0,6273 1,169225 1,48535 1,75405 2,056
17 0,14 0 0,584613 1,056325 1,461638 1,770975 2,204
1а 0,16 0 0,528163 1,023125 1,4135 1,832819 2,344
19 0,18 0 0,511563 0,970831 1,427972 1,87875 2,476
1« 0,2 0 0,485416 0,969767 1,424791 1,951986 2,6
111 0,22 0 0,484884 0,955103 1,460877 2,012395 2,716
112 0,24 0 0,477552 0,97288 1,483749 2,088438 2,824
113 0,26 0 0,48644 0,98065 1,530659 2,153875 2,924
114 0,28 0 0,490325 1,00855 1,567263 2,22733 3,016

35



5.3. Решение задачи в Ехсе! с помощью неявной схемы при я=3, т~10 
Подготовительные работы

0,333333 т=0,1 8 9 А=0,Э

1 0 0 0
-0,9 2,8 -0,9 0

0 -0,9
I

2,81 -0,9
0 а О] 1

1 0 0 0
0,358464 0,398293 0,128,023 0,11522

0,11522 0,128023 0,398293
0,35846

4
0 0 0 1

Основная таблица
\  1

X \ 0 0,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5 0 ,6 0 ,7 0 ,8 0 ,9 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ,3 3 3 3 2,0371 1,4475 1,1629 1,0776 1,0847 1,1141 1,1249 1,0947 1,0117 0,8691 0,6636
0 ,6 6 6 7 3,2593 2,2400 2,0095 2,0605 2,1774 2,2607 2,2618 2,1561 1,9309 1,5797 1,0989

1 1 1,9 2,6 3,1 3,4 3,5 3,4 3,1 2,6 1,9 1

Вспомогательная таблица: служит для того; чтобы соединить решение во внутренних точках на пре
дыдущем слое с  краевыми условиями текущего слоя________________________

\ х
Г

0 0,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5 0 ,6 0 ,7 0 ,8 0 ,9 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ,3 3 3 3 2,0371 1,4475 1,1629 1,0776 1,0847 1,1141 1,1249 1,0947 1,0117 0,8691
0 ,6 6 6 7 3,2593 2,2400 2,0095 2,0605 2,1774 2,2507 2,2618 2,1561 1,9309 1,5797

1 1 1,9 2,6 3,1 3,4 3,5 3,4 3,1 2,6 1,9 .1

8. В о п р о с ы  к защите лабораторной работы.
1. Дайте математическую постановку смешанной задачи теплопроводности в 

однородном стержне,
2. Как строится сетка в области решения?
3. Какие математические соотношения используются для приближенной замены 

производных?
4. В чем суть явной схемы? Запишите расчетные формулы.
5. Что такое неявная схема? Приведите расчетные формулы.
6. Какая система линейных уравнений возникает при использовании неявной схемы? 

Запишите матрицу А, вектор Ь.
7. Объясните, как реализовать явную схему в Ехсе1.
8. Каковы особенности реализации неявной схемы в Ехсе1?
9. Что такое устойчивость разностной схемы? Каковы условия устойчивости для 

явной (неявной) схемы?
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА N7 
Решение задач линейное о программирования

Цель работы: изучение симплекс-метода для решения задач линейного программирования.

Часть I. Табличный симплекс-метод для решения задач в нормальной форме.

Постановка задачи. Найти решение заданного варианта задачи линейного программи
рования в нормальной форме

Ц х )  = с ,х, + с 3х г + ... + с пх в ех1г(т ах,т т )
'а п х ^ + а 12х 2 +  ... + а1„ х п < Ь 1,
а 21-*Г +  а 22Х 2 +--- + а2лХп ~ . (-])

ат1^1 а ш2^2 +  -■■ +  &тпХп — ^т>
х, > 0 , х 2 > 0 , . . . , х п > 0 ,

а) используя инструмент «Поиск решения» в ЭТ Ехсе!;
б) используя функции Сопз1татесШах(Мт) и 1 т е а гР го д га тттд  системы Ма(ета§са;
в) табличным симплекс-методом.

1. Т еоретические сведения.
Теоретические сведения для выполнения задания приведены в файле 
и:\УТ&РМ\М5_Р\ММ_АТР\Лабораторныб работы\Семестр5\1г71.бос.

2, Варианты заданий.
Вар Задача Вар Задача

1

2х!+4х>-хз-^тах 
X I +хг+хз<30  
2x1 -хг < 1 0  
-Х 1 + 2 х г + х з < 4 0  
Х1>0, Хг>0, Хз> 0

2

~Х1+2хг-6хз-ъп'т  
2x1 +х2 +Хз,<80 
-2Х( +х? +Хэ <20 
-Х1 +2х?+Хз <30 
Хг>0, Хг>0, х з > 0

3

-2Х1+4Х2-Хз -М П Ю  
X I +2X2 +Х з < 6 0

2x1 + Х2 -Х з^ 5 0  
-х/ +Хг +2хз < 4 0  

Х ]^0 , Хг^О, хз^О

4

7x1 - х г + 3 х з -+ т а х  
х , +  х г + Х з < 4 0  

2X1 - х з < 7 0
-Х-! + 2 х г +  Хз < 2 0  
Х)>0, Х2>0, Хз>0

5

З х 1 - 2 х 2 * 4 х з - ж а х  
2х(+ х2 + хз <50  

- хг + х з ^ 6 0  
-Х1 + 2хг *  Хз < 4 0  

Х1>0, хг>0 , Хз^О

6

-2x1 -  4хг -  х з ~ т т  
Х2+ хз 570 

2х; + Х г+2хз < 1 0 0
-X I + 2хг+ Хз <60 

Х)>0, х г Ш  х з Ю

7

-Х1 +  4 хз +Хз - я п а х  
X; 3-2X2 + Хз < 0 0  

2x1 -  хг +Хз < 1 0  
-Х1 + х г + 2 х з ^ 4 0  

Х1>0. хг>0, Х з> 0

8

-4 х1+ 2х2-3 х з -> т т  
X I +хг +2хз <50  

2x1 +х2 - Хз < 4 0  
X I + хз <30

Х )> 0 , Х2>й, Хз>0

9

• 5 х 1 - 4 х г Х ) -Ж !п  
Хг -  Хз < 3 0  

Х1 +2хг  <50  
Х (-Х г+ 2 х з < 4 0  

Х1>0, Х220, хз> й

10

ЗХ; -2Х2+2хз-тЖ1ЭХ 
Х1 +Хг+Хз < 6 0  
X I ~Х2 +Хз < 5 0  
2x 1 - х з < 4 0
Х}>0, Х2>0, Хз>0



Вар Задача Вар Задача

11

2хг+3х?+5хз~хпах 
Х1 + Х2 + хз <70 

2x1 + хг -Хз <10 
-х.1 +2х? + хз <40

Х1>0, хг>0, Хз20

12

-2х; - 4х2*хз-?тт 
2X1 +Хг - Хз <"30 
Хг - хг <30
Х1+Х2 +Хз<дО 

Х1>0, Х2>0, Хз>0

13

-XI-Зхг -2хз-хтт 
XI +Х! +2хз <  30 

' 2х< - хг + хз < 20 
-Х1 +2хг - хз <50 
Х1>0, хг>0, хз20

14

Зх, + 4хг -хз-хтах 
2X1 +Х2 +Хз ̂ 30 
-хг +2хг ^ 40 
х>+ хг~2хз <40 

х /М  х2г0, хз>0

15

5х^4х!-хз^тах 
X) +Х2 +х3 <30 
2X1 -Хг <50 
-Х)+2хг+Хз <40 
Х1>0, хг>0, хз20

Тб

Х1-2х!-6хз~нпю 
2хз +Хг +Хз<80 
-2x1 +Хг+Хз <50 
Х1 -2х}+Х3 <30

Х1>0, Х2>0, хзгО

17

-2Х1+4х2-Зхз~ш п  
Х)+2хг +хз <60 

2x1+ Х!-хз^ 50 
-х1 +Хг +2хз, <40 

Х1>0, Х2>0, Хз20

18

2x1 -Х2+Зхз-хтах. 
хг+Х2+Х3 <40 

2X1 -хз <70 
-хг +2x2+ хз <20 
Х;>0, Х2>0, Хз>0

19

6х1-2х2+4хз-хтах 
2х{+ хз - хз <50 

- хг +Хз<60 
-Х1 + 2хг + хз < 40

ХгМ Х2>0, Хз20

20

-2x1 - 4хг ~7хз-хтю
Хг+хз <70 

2X1 + хз <50 
-Х1 * 2X2+ хз <60

Х1>0, Хг<0, хз>0 I

3. Требования к отчету.
Отчет выполняется на стандартных листах А4 и должен содержать:

1. Постановку задачи с указанием своего варианта,
2, Распечатку работы, выполненной в системе ЕХСЕ1. (рабочий лист и отчет о 

решении),
3. Распечатку работы, выполненной в системе МаШетаЙса.
4, Решение задачи табличным симплекс-методом.

Часть II. Двухфазный симплекс-метод для решения задач в канонической форме.

Постановка задачи. Найти решение заданного варианта задачи линейного 
программирования в канонической форме

с ’х  -■> т а х(т 1п),

[А х  =  Ь, (1)
! х > 0 ,

а) используя инструмент «Поиск решения» в ЭТ Ехсе!;
б) используя функции Сопз1гатес!Мах(Мт) и ипеагРгодгатгшпд системы Ма1етайса;
в) двухфазным симплекс-методом.

1. Теоретические сведения.
Теоретические сведения для выполнения задания приведены в файле 
11:\УТ&РМ\МЗ_Р\ММ_АТР\Лабораторные работы\Семестр5\1г723.Рос.



2. Варианты заданий.

Вар Задача Вар Задача

1
Зх/+4х2-Х3+ Х4-мг>ах 
Х1 +хг+2хз+ хз=30 
2X1 -Хг + 2x4= 10 
х-Ж хг>0, хз>0. Х{>0

2
-х?-2х2'6хз+ х^т'т 
2x1 +Хз+ Х4~ ВО 
-2X1 +Х2 -хз +2x4-20 
Х}>0, Х2>0( Хз>0, Х4>0

з
-2Х1+4Х2~Хз~ 3Х4-ЯП1П 
XI+2хг +Хз + Х4= 60 

2x1 - Х2- Хз+ Х4= 20 
Х{Щ Хг>0, Хз>0, Х4>0

4
7X1 - 2хг+3хз+ хз-^тах 
=2x1+ хг *хз + Х4= 40 
XI - хз +2x4= 70 
Х1>0, хг̂ О, хз>0, Х4>0

5
3x1 - 2x2 +4хз+ 2х4~тах
2Х)+ хг + Х4=50
-Х1 + 2хг+х з -40  
Х1 >0, хг >0, хз >0, Х4 >0

6
-2x1 - 4хг - хз - 3x4 -+,тт 
2x1 + хг +2хз + х=100 
-Х( +  2хг- Хз + Х4=60 
Х1>0, хг>0, хз>0, Х4>0

7
-XI+ 4хг +хз+5х4-+тэх 
Х1 +2хг + хз + Ха~90 

2x1 - хг + хз +2x4-10 
Х]>0, хг>0, хз>0, Х4>0

8
-4хг2хг-3хэ+ Х4-+тт 
X} +Хг +2хз + Х4= 50 
XI + Хз +3X4= 30 
Х1>0, хг>0, хз>0, Х4>0

9
-2X1- хг-Зхэ- Х4~>тЬ 

XI +2хг + Х4= 50 
X, - Х2 + Хз+ 2X4= 40 
Х120, хггО, хз>0, Х4>0

10
3x1 -2хг+2хз+7х4^»тах 
Х1 +Хг +Хз + Хз= 60 
2х( -Хз +3x4= 40 
Х1>0, Хг20, Хз>0, Х4>0

11
2X1 +3хг +хз+3 Х4->тах 
Х1 + Хг +Хз = 70 

2X1 + Хг -Хз +Х4- 10 
Х1>0, Х2>0, Хз>0, Х4>0

12
-2Х)- 4X2 -ХЗ+ Х4-+ЯШ 
2Х| + хг - хз + Х4= 30 
X! -2хг +2x4=30 

Х1̂ 0, хг >0, хз >0, х4>0

13
-ХсЗхг -2хз+Х4-жп 
У.1 +Х2 +2X3 + Х4= 30 
2X4 - хг + хз - Х4- 20 
Х1>0, Хг>0, Хз>0, Х4>0

14
3x1 +4хг - хз+5х4~+тах 
2x1 + хг +хз+2х4= 30 
- Х )  +  2X2 +  Х4= 40
Х1>0, хг>0, хз>0, Х4>0

15
Х1+4хг - хз+3х4-+шах 
Х1 +Х2+Хз+2Х4=30 

2x1 - Хг +  х<= 50 
Х1>0, хг>0, хэ>0, х„>0

16
Х1 - 2хг -6хз-2х4 -+тт 

2X1 +Хг+2ХЗ+Х4= 80 
X I  -Х2+ХЭ+2X4=30 

Х1>0, хгДО, хз>0, Хз̂ О

17
-2x1 +  хг -Зхз -  Х4-+т 'т 
Х1 +2X2 + Хз +2X4=60 
-XI + х2 +2хз +  Х4=40 
Х1>0, хг>0, хзйО, Х4й0

18
2x1 - хг+Зхз+2 Х4-+тах 

Хг +Хэ +2х4= 40 
2X1 -  Х З  +  Х4= 70 
хг>0, Хг>0, х й 0, Хз>0

19
6X1 - 2X2 +4X3 +  Х4-+ГПЭХ 
2x1 +  Хг -  Хз +2x4= 50 

-  хг +2хз + Х4=60 
Х1>0, хгЬО, хзйО, х*>0

20

-2X1 -  4X2 -8хз+2х4-+тт 
хг+Хз+хг=70 

2X1 +  Хз +2x4= 50 
Х1>0, х2>0, хз20, Хл20

3. Требования к отчету.
Отчет выполняется на стандартных листах А4 и должен содержать:

1. Постановку задачи с указанием своего варианта.
2. Распечатку работы, выполненной в системе ЕХСЕЙ (рабочий лист и отчет о решении).
3. Распечатку работы, выполненной в системе Майтетайса.
4. Решение задачи симплекс-методом.
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Часть III Двухфазный симплекс-метод для решения задач в общей форме.

Постановка задачи. Найти решение заданного варианта задачи линейного 
программирования в нормальной форме

■ с 'х  -> тах(тт),
\Ах® Ь,  (1)
[х  > О,

а) используя инструмент «Поиск решения» в ЭТ Ехсе!;
б) используя функции Сопз(гшпе<Шах(Мт) и УпеагРгодгаш ттд системы Ма1ета1юа;
в) двухфазным симплекс-методом.

1. Теоретические сведения.
Теоретические сведения для выполнения задания приведены в файле 
и:\УТ&РМ\М$„Р\ММ__АТР\Лабораторные работы\Семеетр5\!г723.с!ос.

2. Варианты заданий.
Вар Задача Вар Задача

1

Зх1*6х1-2хз-нпах 
Х1 +Х2 +Хз <130
2Х) -XI =10
-Х1+2Х2+Хз̂ 5 
Х1>0, Х!>0, Хз>0

2

Хг2хг-5хз-+Л)т 
2x1 +хг +Хз <80 
-Х-; +2хз& 25 

-XI +Х2+Х3 -20 
Х1>0, хг>0.. Хз>0

3

-2у.1+4хг-2хз->тт 
XI+2X2 +Хз<60 

2x1 + хз-хз-40 
Х2 +2хз^ в 

х-,>0, хгШ хз>0

4

Зх< - хг+2хз-+л?ах 
Х)+Х2+Хз<"40 

2x1 -хз г  8 
-XI +2хг + Хз= 40 
Х1>0, хгЖ Хз>0

5

Х1-2х2+Зх3--шгах 
Х1+ Хг + Хз<50 

-2хг +хз^40 
-х-, + 2хз+хз = 40 

Х)>0, хг>0, хз>0

6

-2x1- 4хг - Хз-шп 
Хг + хз =40 

2x1 + хг+2хз <100 
-х-1 + 2хг + Хз 2.30

Х1>0, Хг >Ог Хз >0

7

2x1 + -хг + хз^тах 
Х1 +2X2 + Хз <90 

2х 1 - Хг. 1 Хз -40 
-XI + хг +2хз^20 

Х1Ш, Хг̂ О, хз>0

8

-3X1 +Х2-4ХЗ-9Ш1П 
Х( +хг +2х3 = 80 
XI +хг - хз 2 10 
х1 + хз <50 

Х; 0̂, Х2 >0, Хз20

9

-Х1-5хг2хз-тт 
хг - хз 2 10 

х< +2хг = 70 
х> -хг+2хз <40 

х<>0, Хг>0, хз>0

10

5х; -2хг+3хз-+тах 
Хг +Хг +хз <70 
XI - Хг +2хз= 30 
2хг 40 
хг>0, Хг>0, хз>0

11

Зхз+Зхг+Зхз-тах 
XI + Хг + хз <70 

2Х]+ х2 -хз= 10 
-XI +хг + 2хэ > 50
Х1>0, хгЩ Хз20

12

-2x1 - 4хг-5хз-ип'т 
XI +2хг-х3<80 
X, -Хг >5 
Х1 + Х2 +Х3 -во  

XI >0, х?>0, Хз>0
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Вар З а д а ч а Вар З а д а ча

13

-К г  - З х з —ш п  
2x1 +хг  +х.з -  80 
Х1 - хг +2хз > 30 

-х? 4-2хг - хз 2 10  
Х1.у 0 , хг> 0 , х з > 0

14

7хг + Хг -  х з - т а х  
2х< + х г  + х з ^ 9 0  
-Хг + хг = 1 0  
Хг + х г - 2 х з > 5 

Х<>0, Хг>0, х з > 0

15

З х 1 + 4 х г -2 х з -# п а х  
X I +хг+2х3= 80 
2 х? -Хг > 1 5  
-х г+ 2х г+ хэ .< 5 0  
Х (2 0 , Хг>0, Хз > 0

16

3X1 -  2 х г 7 х з - т 'т  
2X1 +Х2 +Хз < 6 0  
-2х-, + Х г+ Х з  =  10  

хг -2хг+хз > 3 0  
Х 1. Ш  хг  > 0 , Х з>0

17

-4 х ,+ 2 х г - х г -т 'т  
х - + 2 хг  +хэ < 6 0

2x1 + Х г - Х з > 1 0
-Хг + Х г  + 2 х з  =  4 0  

Х1>0, Х г>0, Хз> 0

18

Хг - 2 х г + 3 х з - ш а х  
хг+Х? +Хз < 7 0  

2x1  - Х з = 5 0  
-х г+ 2хг + Хз > 1 5  
Х 1> В , х г > 0 , х з > 0

19

4X1 - 2 х г + 3 х з -х т а х  
2 x 1 + хг + хз - 7 0

-  Хз + Хз зТЗО 
-хг + 2хг * хз >  20 

Хг^О, хгйО, хз>0

20

-2x1 -  хг - Ь х з ^ т т  
хг + хз = 4 0  

2 X 1  4Хз <70 
-Хг + 2 хг  + Хз > 3 0

Х1>0, хг> 0 , х з > 0

3, Требования к отчету.
Отчет выполняется на стандартных листах А4 и должен содержать:

1. Постановку задачи с указанием своего варианта.
2. Распечатку работы, выполненной в системе ЕХСЕ1 (рабочий лист и отчет о решении).
3. Распечатку работа, выполненной в.системе МаШетаИса.
4. Решение задачи симплекс-методом.

Вопросы к защите лабораторной работы.
1. Запишите задачу линейного программирования в нормальной форме. В канони

ческой форме.
2. Как перейти от задачи в номальной форме к задаче в канонической форме?
3. Что такое базисный план? Каковы достаточные условия его оптимальности?
4. Как вычислить максимально допустимый шаг вдоль ведущей переменной?
5. Сформулируйте правила пересчета симплексной таблицы.
6. Б чем суть 2-хфазного симлекс-метода?
7. Как строится вспомогательная задача линейного программирования? Что такое 

«фиктивная переменная»?
8. Каковы особенности решения вспомогательной задачи симплекс-методом?
9. Какими исходами может завершиться решение вспомогательной задачи?
10. Как осуществляется переход от первой фазы симплекс-метода ко второй?
11. Для задачи

5х, -  2 х г + 2 у... ->  т а х ,
2 х , + х 2 +  х 3 =  70 ,

-  2 х г + Х3 <  3 0 ,
-х ( + 2 х 2 +  х 3 > 2 0 ,  

х , >  0 , х г >  0, х 3 >  О,
постройте вспомогательную задачу линейного программирования и выполните 
одну итерацию по ее решению.
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА N8
Решение дискретной линейной задачи оптимального управления

Цель работы: знакомство с задачами оптимального управления и простейшими 
методами их решения.

Постановка задачи. Найти решение дискретной линейной задачи оптимального управления 
х ^  + 1) =  А х ^ )  + Ьи(1),
х ( 0 )  =  ха, х м < х ( И ) < х , а ,
0 < и ( 1 ) < 2 ,
Т =  0 Д ...,Л /.

для двух различных критериев качества:
Ы-1

1) й ( и ) ~ ' ^ и ( ( ) - :>т1п,
м>

2}  д (и )  =  ^ и ( ( ) - +  тах.
Произвести графическое сравнение траекторий, полученных при различных критериях.

1. Теоретические сведения.

Большое количество практических задач имеют многошаговую природу и описывают
ся с помощью дискретных динамических моделей вида

х ( 1 + “\)  =  Ах(1)  + Ьи(1),
х ( 0 ) = х в, х т < х ( М ) < х мг, 
с с < и ( ( ) <  /3,
т = од ...,Л /

Здесь х(1)~  п-мерный вектор состояния системы в момент времени г, А -  {п*п}- 
матри'ца системы, Ь -  л-вектор, и($ -  скалярное управляющее воздействие. В момент 
времени РО система находится в состоянии х«. В дальнейшем в соответствии с 
уравнением системы она переходит в состояния х(1), х(2), ... Каждое следующее 
состояние х((+1) зависит от предыдущего состояния х(() и управляющего воздействия 
и((}. Б конечный момент времени г-™ состояние системы должно удовлетворять 
неравенству х т < х ( Ы ) < х т , где х т , х ы2 - известные л-векгоры. Качество 
перехода из состояния х(0) в состояние х(Л/) оценивается с помощью специального 
критерия качества, который может иметь, например, следующий вид

'1 (и )  =  ' ^ ф ( х (*)>и ( 0 )  + Ч/ ( Х( М ) ) - >  е хТ г, (2)
ь=о

где /р(х,и),цг(х)-  известные функции.
Требуется найти такие управляющие воздействия и(1), Р0,1,2,.„,Ы, при которых 
критерий качества (2) принимает экстремальное значение.
Для решения задачи (1),(2) в общем случае необходимы специальные методы, 
учитывающие ее специфику, 8 простейших случаях, когда числа п и N  невелики,
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задйчу (1), (2) можно свести к известной задаче математического программирования и 
использовать для ее решения методы этого раздела вычислительной математики. 
Действительно, задачу (1), (2) можно записать следующим образом;

) (и )  «е <р(х*0> ,и(0) }+ ср (^л) ,т/1;)+ ... + <#'х̂ ~1'|,^ ЛИ0 + |/7 х№) н>-ех1г, 
х '" ’ »  х0,

х<г>= Ах(ц + ь * / ч
х(П = Ахт +Ь ит, №

х <м> ~ А х <№1> + Ь 1/ ы'4>,

х м, й х ^ 5 хМ2, 

а < ^ ° <  Д  1 =
где х а> -  х (1 ) ,  и<0 - и ( 1 )  - обычные («нединамические») переменные. Задача (3) 
представляет собой «большую» задачу математического программирования, 
ограничения которой заданы с помощью системы равенств и неравенств. Для ее 
решения можно использовать функции СопйгатесПМах и Соп$1гап«Шт системы 
Мзйтетабса.

I  Варианты заданий
Для всех вариантов Я=В, ог=0, /3=2.
№ п/п А В хО х«- хт

1 7 -0 .5  1 .4 ' 
I  0.2 0.7,

Г 2] (20^
___ (.20, I 5 ) 0

2
/

\
-0 .2  1.1 'Г 
1.1 -0 .15  } [ ; ) '3 0 '

130]
710)

ТО
'1 2 '
12\ х*-)

3
( 0.2 0.8
I  1 -0.1

\

/

г

|____Ч
-0 .7
1.2

\

/ ....

'25 '|
129)

'1 0 '

ч1°.

7 2 0 '
0 9 ,

4 ( 0.5 0 .6 ' 
7--0.2 1.1,

( 5 7 )  
{ - 7 . 3 )

'4 0 ) Г  ]
12-4

715)

.... и ...........

5
71.5 -0 .6 ' 
(,0.5 0.6 ,

Г 4 )
{ - 5 )

'3 0 '
,32, _____

'4 5 ) 
чЮ ]

6 7 0 .9  -0 .4 5 )  
1-0 .42  1 ;

'3 ) 719"1
120, & )

74 '

I 17.

7
'1 .0 5  -0 .1 ) 
-0 .1 5  1 .15)

'2  ' 7 19 '
\2 0

'2 0 '
Л ( ? )

9
-0 .1  1 Л 2 )  

, 0.9 0.1 ) И Г201
(2 0 )

' (-301
■ д а

10 '0 .2  0 .8 ) 
,1.2 -0 .2  ]

'3  4 '2 0 '
1 го ,

'3 0 '
1 В

735)
Ы
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, 11.
70.7 0.4" 
[-0 .3  1 .4 , И ,21 / I Й 7100") {№)

12
г-0.1 1.4") 
,0:3 0.5) (У 735"

[з а ,
Г1"Ы (10' 

11 о]

13
' 0.1 0.4Л
,-о .з  1 ,5 ; а ■7Яы 0 7 5 "

[1 2 ;

14
7 1 .1  0.2" 
[ - .5  1.8, (1Р (г)(З) (30)

( 5 0 ) И  20 /

15
Д 1  -0.4"'! 
ч-0 .4  0 .3; 0 (251_| 7б"13/ Й

16
'-0 .6  1.3") , 0.2 0.7)

4 9 1-V г21]
,23у

д"& 0
17

7 1.3 0,3") 
[-0 .4  1.5^

/
V

- 2 . 5 ]  
4,3 ; Й (20'\ 740")

[з а ;

18
70.8 0,3" 
[-0 .3  1.5, г а

710''[щ 720' 
[в о ,

740"[эО/
19

71.4 -0.5') 
[о .5  0 .5) й ^35"

.60,
715"
ч 3 ,> 0

20
7 1 -0.1' 
[-0 .1  1.2

\/ и) р9"
120,' р 2 "и, 7зо"1ю>

3. Требования к отчету.
Отчет выполняется на стандартных листах А4 и должен содержать:
1, Постановку задачи с указанием своего варианта
2. Распечатку работы, выполненной в системе Майтетайса.

4. Пример выполнения близкой по содержанию работы.

Пусть

А--
(1  2
и  1

? -  ОД 2,3,4,5.

х(0) =
О4} „N1

1 0 )

Решение задачи оптимального управления и графическая интерпретация результатов 
в системе Майтетайса может выглядеть следующим образом:

1_ = СопЩгатес1Мах [х51,
{Х01 =  0, Х02 явае-О,
х!1 =  х01 + 2x02 + у О, х12 =  2x01 + х02 + 2у0, 
х21 =  х11 + 2x12 + VI, х22 =  2x11 + х12 + 2у 1,
Х31 =  х21 + 2x22 +• у 2 ,  х 3 2  =  2x21+х22 + 2у 2, 
х41 == х31 + 2x32 + у З, х 4 2  == 2x31+х32 + 2у З, 
х51 =  х41 +  2x42 +  у 4 ,  х 5 2  =  2x41 +  х42 +  2 у 4 ,



уО ̂  1, V I ^ 1, м2 <, 1, м3  ̂ 1, у 4 < 1, 
х52Й;8, х52^10},
(уО, VI, у 2 ,  м3, м4, х 0 1 ,  х 0 2 ,  х 1 1 , х 1 2 ,  х 2 1 ,  х 2 2 ,  
х31, х32, х41, х42, х51, Х52}]

|  И ) -»  О, И  -> — , у2 ->  О, у З ->  \  у4 Ог х01 О, 
20  [ 20

х02  -»  О, х11 ^ 0 ,  х 1 2 -> 0 , х 2 1 ->  — , х22 , х31
20 10 4

х32 - Д  х41 , х42 ■ Д , х51 -> — , х52 -> 1 о}1
5 20 10 20 ] [

1 ~{у О, у 1, у 2, у З, у 4, х01, х02, х11, х12, х21, х22, 
х31, х32, х41, х42, х51, х52}/.Ц[2]]

— , 0, 1, О, О, О, О, О,
20

3_ _3 3 3 59 41 223 
2 0 ’ 10’ ’ 4 ’ 5 ’ 2 0 ’ 1 0 ’ 20 '

*2 = ТаЫ е[{*[[4+21]]) 1[[5 + 21]]}, {«, 1, 6}]

01 -  Ыз(р1о1:[(2, Р5оУотес! -> Ра15в,
Р1о43(у1е -> [кСВСо!ог [1, 0, 0], Ро1п1$ш>[0.03]},
□15р1ауРипс110п-> Юепй*у]

02 =» 1_15!Р1о1 ̂ 42, Р1оУотеО -» Тгие, Р1о131у!е -*  {РОВСо1ог [0,0,1]}, 
0!5р1ауРипс1|оп->МепШу]

8Ьож[{01, 02}, 015р1ауРипс4гоп->$0|зр1ауРипс11оп, 
Р1о4Капде - »  {{0,12}, (0,12}}]

12  -  Сопз1га}пес1М11п[х51, 
(х0 1 =  0, х02 =  0,
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8Гюад[{(а1, (32, Н1, Н 2}, 0|8р1ауРипс^1оп ~‘>$Р1вр1ауРипс{1оп) 
Р М Капде  {{0 ,1 2 }, {0 ,1 1 }}]

5. Вопросы к защите лабораторной работы.
1. Запишите задачу оптимального управления, рассматриваемую в работе.,,
2. Как перейти от дискретной задачи оптимального управления к «большой» задаче 

математического управления?
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