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РАЗВИТИЕ И СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ МЕТОДОВ 
ОПТИМИЗАЦИИ СТЕРЖНЕВЫХ И КОНТИНУАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Борисевич А . А .

П о ста но вки :задач^оптим изации 6 б ъ ё ктов :стрю итёльства1 и поиски методов их решения 
непосредственно гсвяза н1э1: с  историей развития м етодов"расчетаустроительны х конструкций 
й 'с и с т е м ;1 Н аряду с  необходймсю тью  реш ения задач п р й ^ ^  конструкций, в
которых идеи "оптим ального  проектирования присутствую т неявно,; находятся на втором 
плане, естественно проявлялся  интерес к направленном у поиску конструкций, обладающ их 
необходимой прочностью , но им ею щ их м иним альную  • м ассу ; конструкций и систем мини­
мальной стоимости, систем  с ограниченны м и в ,заданны х 'интервалах ф изическими характе- 
ристиками и т:д. 1 " '■

1. КР А ТКА Я  И С ТО Р И Я  Р А З В И Т И Я  М Е ТО Д О В  П О И С КА  О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  КО НСТРУКЦИЙ

, Начальны е исследования в этом  направлении, как свидетельствую т литературны е ис­
точники, связаны  с  поискам и равнопрочны х конструкций. • - ; .

В 1638 г. в книге Г. Галилея [8] бы ло опубликовано реш ение задачи о балке равного 
сопротивления. П озж е исследованиям и ф ормы  балок равного сопротивления с помощью 
диф ф еренциального  исчисления заним ались ш вейцарские учены е -  представители семьи 
Бернулли. В 1733 г. Д . Бернулли положил начало реш ению  задачи проектирования одно­
пролетной балки равного  сопротивления с  учетом  собственного  веса. Эти исследования 
продолжил английский ф изик Т. Ю нг и результаты  опубликовал  в 1807 году в 2-томном тру­
де “Курс лекций по натуральной ф илософ ии и м еханическом у искусству”. (Здесь же им бы­
ла введена числовая характеристика  упругости, известная как м одуль Ю нга).

В 1833 году А . М ореном  бы ли вы полнены  первы е исследования ф ерм равного сопро­
тивления. В последствии теорем ы  о ф ерм ах равного сопротивления бы ли сф ормулированы 
М. Леви (1873 г.), Д . М а ксвеллом .(1890 г.) и Д. М ичеллом  (1904 г.).

В 1855 г. ф ранцузский  учены й в области  механики Б. С ен-В енан реш ил задачу о рав­
нопрочное™  призм атических брусьев, работаю щ их на изгиб с кручением.

И нтерес к задачам  о равнонапряж енны х конструкциях способствовал  развитию мето­
дов поиска их. На идее равнопрочное™  основны х элем ентов конструкций Пиппардом в 1922 
году был предлож ен м етод  проектирования статически неопределим ы х систем , а в 1933 го­
д у  -  И.М. Р абиновичем  м етод  заданны х напряжений.
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Исходя из условий .реального: проектирования, во- м ногих случаях под  равнонапряж ен- 
ностью :поним ается ,равенство-напряж ений вУйёкоторых то чка х  расчетны х сёчений алемён- 
,тов системы, Т акоею пределение  сущ ественно расш иряет класс равнонапряж енны х систем;

. . .  В дальнейш их исследованиях понятие: о лучш ей, .рациональной си сте м е 1 связы вается 
не только с критерием  равнонапряж енности; но :и :с : критериями: равноустойчивости  элем ен­
тов системы, равенства перем ещ ений узлов системы, условием  постоянства удельной энер­
гии упругой деф орм ации систем ы  (3. Васютинский, 1960 г.) и "другим и;эвристическим и кри­
териями.

■Появляются предложения, о предпочтительном  'распредел ении  толщ ин ' упругих сим ­
метричных оболочечны х конструкций -из условий равенства напр1яжений в отдельны х точках 
(Вех Л.П., Елин В,Д., .Ганрева М .С .,:Косолапова ;Л .А ., М алков.В .П . и ;Др:)'.' Иные постановки и 
решения задач о: поиске рациональны х оболочек отм етили в своих работах Тим ош енко С.П., 
Войновский-Кригер С., Ю рьев А .П - М арты ненко М.Д., Ш ирко И;В.у Х убёряна К;М . й др. ' :

. М етодики, оптим изации,.-естественно, базирую тся на сущ ествую щ их м етодах расчета 
.систем .;-,........ .. (ч.-,.;- -■ - с ' " --.У: ' У- у У ' У - У 2 * 4 • '

Реш аются задачи-;проектирования круглой пластинки, в каж дой точке  поверхности ко­
торой выполняется,условие. М изеса (Григорьев А .С ;). -

. .. В-качестве; условия оптим альности  упругой ;пластинки  М уш тари Х .М У  (1964, 1967 гг.) 
принимает равенство м аксим альны х значений кривизн пластинок перем енной и постоянной 
толщ ин и для частны х;случаев нагруж ения получает вы ражения ж есткости  прям оугольной и 

. круглой пластиной п е р е м е н н о й . т о л щ и н ы : * -  г :
К 70-м годам прош лого столетия наблю дается повы ш енное вним ание исследователей 

к проблемам оптимизации конструкций -в о м н о ги х  странах: А встралии,; Б е л ьги и ,. Великобри­
тании, Германии, Дании,, Индии, Италии, Канаде, Норвегии, Польш е, СС С Р, СШ А, Японии и
ДР- _ .. . , ............... ' .г

..'.П ерврначальнр.осн9вны е: усилия учены х б ы л и :н а п р а в л е н ы ,н а тр и м е н е н и е 'К .о п ти м и - 
з а ц й и к О щ р у ^  нелинейного  прОграмг
мирования,\;тео'рии о п ти м а л ь н о го уп р а в л е н и я у те о р и и  и гр -угеории  граф ов, .динам ического 
программирования, ге о м е тр и че ско го пр о гр а м м и р о ва н и я ,; м етодов случайного, поиска.' О пы т 
решения практических .задач показал, необходим ость новы х эф фективных^ м ето­
дов, уЧитыв’аю ф йх ре альны ер собе ннрр ти  д опустим ы х р е ш е н и й ..,:;; о у -у у - ^ - у л у '

. .В раза^тие теории оптим ’ального  проектирования сущ ественны й-вклад  внесли ученые 
Н.В. Баничук,, В ,р !, Валуйскйх, А .Й . Виноградов, Е.Н.;:Герасим ов, ,В ;Г о р д е е в ,-В .А :К о м а р о в ; 
Л.И. Коршун, Й .В; Лазарев, В.П.. М алков, Д .А . М ацю лявичю с, Ю .А.. Радциг, Ю .М . Почтман, 
В.В. Троф имович, А .П . Чижас, А .А . Чирас, а такж е Я. Арора , Л. Берке, М. Бхатти, Г. Вандер- 
^ а а ф 'З ^ В д д о т и н с к й , У. Кирш ,.Н ,С .,Крт, Р! Нельсон, В. П рагер, В. Разани, Г. Реклейгис, Д. 
Ро>1<ваны, ^ 'О Е |енрерг, К. ф лери,' р! Ф окс, Э. Хог, Н, Хот, Л. Ш м ит и другие .

Приведенный краткий, обзор, разумеется,, не является исчерпы ваю щ им  и ограничива­
ется, в основном,, рассм отрением  работ, известны х автору из научной литературы , имею ­
щейся. в библиотеках Бёларусй'и^ Рбссйи.Г(6 д н а ко .и  он позволяет представить,слож ны й путь- 
развития методов п о и ска о пти м а л ьн ы х  конструкций. .. • , . ... . • , .

2. КРА ТКАЯ  И С ТО Р И Я  Р А ЗВ И Т И Я  И С С Л Е Д О В А Н И Й  ПО Т Е О Р И И  Н А Д Е Ж Н О С ТИ

О тсутствие .статистических . сведений , о м ногочисленны х, ф акторах, определяю щ их 
прочность, дёф орм ативнбсть, устойчивость и дол говечность  конструкций ; является  одной из 
сущ ественных причин, недостаточного  прим енения теории надеж ности  в строительном  про­
ектировании .;" : х.х-ххххох У\;

Еще в 1911 г. Качинй предложил, статистическую  обработку-наблю дений за нагрузками 
и прочностными свойствами, матери [4]. В .1926-1929 ,г.Г;;.были, опубликованы  работы 
Майера М. и Хоциалова Н.Ф . , в  которы х подвергался критике м етод -расчета  конструкций по 
допускаемым напряжениям  и вы двигались идеи вероятностного  расчета  строительны х кон­
струкций [5]. В 1935 г. появились^иубли Н .С .,:П освящ енны е:прим енению
вероятностных м етодов расчета "конструкций. О сновны е принципы  теории надежности
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строительны х конструкции и .сооруж ении  изложены  в его монограф ии [20]. В 1949 г. появи­
лись работы М инца М.Н. о статистических характеристиках прочностны х свойств бетона и 
арматуры. Больш ая заслуга  в изучении статистической7 п ри ро д ы ' коэф ф ициента запаса и 
применении теории  надеж ности  к расчету конструкций принадлеж ит Ржаницы ну А.Р. Разви­
тию  вероятностны х м етодов расчёта конструкций посвящёНЫ работы Болотина В.ЕГ

Значительны й; В1ш ад: в развитие вероятностны х м етодов расчета внесли Аугусти Г., 
Баратта А.;.Кашиати!Ф;'<[2]г-М ирза С., Тихий М., Ф рейденталь А .,В о р л и ч ё к  М. и др.

И зучением надеж ности  строительны х конструкций заним ались Байков В.Н., Геммер- 
лин г А! В.у К п е в ц о вВ .А ., Краковский М. Б:,! Крылов Н А ;  Кры лов'С .М ;, Кудзис А .П ., Лычев А.С., 
М акаров Б.П., П ецольд  Т.М .,=Райзер В:Д., С нарскис Б.И., Тур  В.В. и др. 

у.; ; ; Развитию, исследовании по теории надежности объектов строительства способствова­
ли: конф еренции по п р о б л е м а м . надеж ности :в . строительной механике, проводивш иеся в 
Вильню сском  инж енерно-строительном  институте, семинары  по надеж ности железобетон­
ных конструкций при С ам арском  инж енерно-строительном  институте, совещ ания участников 
секции надеж ности  научно-координационного  совета по строительной механике Госстроя 
СССР, организовы вавш иеся; Ц Н И И С К  им. В.А. Кучеренко, м еж дународны е конф ерёнции по 
надежности строительны х конструкций (Ю О З ЗА Р ), п о 'пр и м е н е н и ю  математической стати- 

, стики и те о р и и  ■ вероятности ; в инж енерны х .исследованиях строительны х конструкций 
ё(1САЗР) и, р а зум еется ,п уб л и ка ц и и  ученых..,, . - < -мг1- - ч ; г ; л - ;  ; : . з .

Р а ссм о тре ни е  надеж ности  строительны х конструкций * с точки  зрения вероятности их 
'отказа приводит, как известно, к исследованию  неравенства7 >
; . •. . .• • Р - 3 < 0  ■
гд ё Р  -  несущ ая способность,' 3  -  характеристика  нагрузки (или вы зы ваемы х ею усилий), 
г  ■ Н еравёнство им еет вероятностную  трактовку. И спользуя совм естное изучение распре­
делений К  и 3 , м ожно, при известны х статистических характеристиках их, построить теорию 
надежности строительны х 'конструкций . В пёрвы ё 'совм естное  распределение 'бы ло рассмот­
рено С трелецким  Н.С. [20]. Д ля  обозначения вероятности безотказной работы им было вве­
дено понятие “ гарантия неразруш им ости". Ржаницы н А .Р . назвал “характеристикой безопас­
ности”. элемента вёличиНу,=обратную коэф ф ициенту вариации. '

■ 7 В практических-прилож ениях, ю тёорий надеж ности часто используется только распре­
деление Р. Не исклю чается и обратНоё: при нёйзмёнН ой’Р 'анализируется  распределение 3. 
г К настоящ ем у врем ени слож ились два уровня учета надёж ности  конструкций. На пер­

вом из них, наиболёе распространенном  в практйкё 'проектйровщ иков и залож ённом  в нормы 
проектирования, 'параметры ; надёж ности ' проявляю тся через вврдим ы е в расчет коэф ф ици­
енты.; На втором, связанном  с вёроятностны м и м етодами расчета, при известны х статисти­
ческих характеристиках ’ нагрузки , материалов 'й  конструкцйй, определяется надежность от­
дельны х элем ентов и сооруж ения в целом; Более высокий уровень исследований связан с 
разработкой и прим енением  оптим изационны х и эконом ико-социальны х методов!

Целевые ф ункци и -в  практических задачах оптим изации на втором  уровне (с учетом 
вероятностны х ха рактери сти к К  и ;3 ) представляю тся в виде ф ункции приведенны х затрат, 
учиты ваю щ их см етную  стоим ость проектируем ого  объёюга'. плановЫ ё' расходы на эксплуа­
тацию , затраты , возникаю щ ие в результате отказов строительны х конструкций.

Разработанны е, к настоящ ем у врем ени методики определения количества отказов за 
срок эксплуатации конструкцйй позволяю т записать эту ф ункцию  в зависим ости от перемен­
ных проектирования.

■ На более вы соком  уровне оптим изации необходим о иметь плотности композиции рас­
пределений Р - 3  [2]. О тказ наступит при К  -  3  < 0. ' ‘ .

* Получить ф орм альную  запись этого распределения для  проектируем ого сооружения, в 
общ ем случае, не всегда возм ож но. П оэтом у практическую  реализацию  оптимизационной 
задачи этого уровня представляется  удобны м свбдитЬ к вклю чению  в ограничения зависи- 
мостей, определяю щ их вероятность безотказной работы  отдельны х элем ентов (конструк­
ций) системы. Ч то  ж е  касается статйстических ха ракгер истй к ф изических величин, входящ их 
в разреш аю щ ие ;уравнения принятого  метода расчета и записи  ограничительны х функций, 
то в эти зависим ости вклю чаю тся  их м атем атйческие 'ож йдания. " 7' ..................
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Распределения П и '3 ; как следует и з и х  ф изической С ущ ности '-изм еняю тся ,во  врем е­
ни. В общем случае, возможны  различны е реализации случайны х процессов для  В(1) и 5({). 
Обоснованные теоретические зависим ости  к развитою  ’ п р о ц ё с с Й в ' ' Н ( 1 У - и - • ест^ 
будут способствовать поиску проектов надежны х конструкций и сооруж ений.

3. Ф О Р М И Р О В А Н И Е  М А ТЕ М А Т И Ч Е С КИ Х  М О Д Е Л Е Й  З А Д А Ч И  О П ТИ М И ЗА Ц И И  
И О Р ГА Н И З А Ц И Я  П О И С КА  О П Т И М А Л Ь Н О ГО  П Р О Е К Т А с ь

С овременное состояние м етодов оптимизации следует определять  и по уровню  полез­
ности их в реш ении конкретны х задач, и по уровню  их прим еним ости  к разработке САПР 
конструкций. . . ,  , . . . . . .  .... _

Новые направления в оптим изации конструкций и систем  во м ногом  связаны с мето­
дом анализа чувствительности  проекта [27,28]. Идеи этого м етода послуж или основой к раз­
витию постановок задач оптим изации как задач м атем атического  програм м ирования и поис­
ку новых методов их реш ения, способствовали организации автом атизированны х итераци­
онных процедур поиска оптим альны х проектов. Чтобы более понятны м и бы ли последую щ ие 
рассуждения, изложим кратко основны е положения по анализу чувствительности  проекта 
механической системы . '

Параметры проекта оптим изируем ой системы  (геом етрическая  ф орма, 'размеры эле­
ментов, ф изические/характеристики  м атериалов и-др.) мож но характеризовать  вектором пе- 

’р е м е н н ы х 'п р о ё к™ р о э а н ^т^ П ) '.В  = (Ь, . Ь2, Ь п) ;  Ком поненты  Ц ,Ь 2,---;Ь П' вектора 'опреде-
ляю т численны е значения изм еняю щ ихся в ходе оптим изации ПП.

Перемещ ения узлов, усилия в сечениях эл е м е н то в 'и  другие  величины , вычисляемы е 
при анализе напряж енно-деф орм ированного  состояния системы , .характеризую тся, вектором 
параметров состояния (ПС) г = г(гр г 2,---, 2т ) .

Векторы В и 2 связаны  уравнениям и равновесия, совм естности  деф орм аций , другим и 
уравнениями состояния конструкции или системы , а такж е уравнениям и, устанавливаю щ им и 
заданные свойства си сте м ы ’ (равенство перем ещ ений каких-либо узлов, равенство напря­
жений в некоторы х сечениях элем ентов 7и др.). Э ти уравнения определяю т ограничения- 
равенства и записы ваю тся в виде

Н (В ,2) = 0 .  .. , ^  -Ь:!! (1)
О граничения неравенства,: определяю щ ие условия норм ального  состояния конструк­

ции, (условия прочности ,.ж есткости  и, устойчивости конструкций и др.), та кж е  записы ваю тся 
через ПП и ПС й им ею т вид ’ : • ’ - 4 -и . !  -л.: • • :

Ч ;(В ,2 )< 0 . ■" (2)
О граничения на ПП задаю тся условиям и.вида - .,

,, '  В ' < В < В \  ; .... . , , . ; .(3)
Задача определения оптим альны х значений ПП сводится  к м иним изации целевой 

функции у 0 (В, г)' при ограничениях (1 ),'(2 ) и ( 3 ) . ^ -  < • Г  * ’

Используя линеаризованны е в точке ( в (0), 2(0)) условия (1) и (2), получаю т первую  ва­

риацию ф ункции ^  в виде - -

8ч/,(в (°)1-2(0).) =

- 'Эш7Л бш. \ д\п ' -• , ,
где  ̂ = - ^ - г^-±-П — вектор коэф ф ициентов чувствительности  (КЧ) ф ункции к из­

менениям ПП В; Н = —I . '
дг. ч :;1 .

6В , дг
дЬ
5В.

8В =Ц  5В (4)

67



Если оцениваю тся.эконом ические критерии проекта, то вариация целевой функции за ­

писы вается в виде 5 у 0 ( в (0),2 (0)| - - - ^ —■-5В . ; .

бм/.
Если в вы ражении (4) произведение

дг
1 Р~1 обозначить через А,т , то  после неслож-

'■ дЬ дц/,ного преобразования получим .соотнош ение, связы ваю щ ее скорости —  и — -
дг. дг

■ -ОГ' ! . . . .  /к :. ',: г т сЪ ■ ха ■
^ . г - г - ; ’ ';:пП0.,Г/-д 2  дг (5)

Как следует из (4), с  тем ж е множ ителем  X связаны  и скорости изм енения ф ункции Н и 
х]  ̂ по переменной В.

. Следовательно, КЧ представляет собой градиент ф ункции .ограничений и, следуя при­
нятым в .м атем атикеобозначениям , его м ожно,бы ло бьгзаписать  в виде

дц/] (ь) (ь) а̂ [(ь)
5 Ь ,' ' эь , зь„

р . И нф ормация о значениях, градиентов, целевой и ограничительны х ф ункций является 
'  весьма важной д л я  разработки всех,итерационны х методов оптимизации.
. /Зависим ости для  линейны х приближ ений ф ункций ограничений и целевой ф ункции по- 
‘ зволяю т сф орм улйровать для  локальной области пространства ПП задачу поиска Направле­

ния движения из точки ( в (0),2(0)) к оптим альной точке и .длины  ш ага в этом объеме как за­
дачу линейного  програм м ирования. Запиш ем ее так: 

найти миним ум  - Д у 0 (в (0)) ДВ (

, ‘ при наличии ограничейий
' •  . V , 1[ * Д В < а Д 1|;] ( в (0)), ] = 17т  ;

ДВ < а  Дху, ^ В ^ ) ,  1 =  1, п . , .

Приняты обозначения:
: Дц/] (в*0)) -  запас (резерв) по ]-м у ограничению , определяем ы й как разность между норма­

тивны м  (или расчетны м ) значением  некоторой величины  и значением  этой же величины в 
точке ( в (0), 2(0)) ;  ; . ,
т  -  число ограничений-неравенств  по прочности и ж есткости;

; Д1|/, ^В(0)) -  запас по 1-м у конструктивном у ограничению , определяем ы й как разность между

значением ПП в точке  ( в ^ )  и минимальны м значением  этой переменной; :
п -  число конструктивны х ограничений; п -
ДВ -  вектор приращ ений ПП;
а  -  вектор коэф ф ициентов, определяю щ ий длину линеаризованного  участка по каждому ог­
раничению . В частном  случае для  всех ограничений м ож ет бы ть принято а  =  сопз1:.

- < В сф орм ированной ММ матрица коэф ф ициентов при неизвестны х приращ ениях ПП 
(матрица КЧ) записана  для  идеализированной расчетной схемы. Э лементы  матрицы вычис­
ляю тся с учетом  общ еприняты х допущ ений в расчетах стерж невы х систем. Ограничения- 
неравенства, так ж е как и ограничения-равенства, при расчете стержневы х систем ф орми­
руются, как правило, на основе  общ их уравнений строительной механики.

В сущ ествую щ ей практике статических расчетов определение расчетны х . значений 
усилий и перем ещ ений производится  по идеализированной схеме. Сами ж е отдельные эле­
менты конструкции рассчиты ваю тся  на эти усилия в соответствии с требованиям и норма-
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тивной (и поясняю щ ей её) Щ и т е р а т у ^  конструкций
предполагает наличие для  э т и х ц е л е й 5соответствую щ их програм м ны х модулей. И злагаемы й 
подход к задаче оптим изации предлагает наличие таких м одулей. В этих м одулях учиты ва­
ются всё условия реального п рое1сгиррвания: усл6в 'ия 'работьГконструкций и й х  назначение;

: технология расчета элем ентов на осевые силы и из'гйб;Фпрёде'лёние расчетны х длин и пре­
дельных гибкостей;1 условия устойчивости стенок и ‘ П о я с н й х : листов  изгйбаемь1х и сжаты х 
'элёмёнт6в;’'(^с л о в и я м е стн о й  1-устойчивостй).-'и!:др.- И менно с учетом  'на л и чия  программны х 
модулёй. в которы х обрабать1ваю тся требования норм ативны х докум ентов, устанавливаю т-

‘ ся в з а п и с а н н о й ';^  за д а чй 'Ф П К  запасьгпо ' дф аниченйям . ‘ ,гл)
Допустимы е значения перем ещ ений характерны х узлов систем ы  определяю тся соот­

ветствующ ими норм ам и; ■ .
:В 'результате  реализаций итерационны х процедур на основе сф орм ированной ММ по­

лучится ‘траектория 'д ё й ж ё н й я 'то ч ки ^ к  близкая  к оптим альной^ Д ля
уточнения реш ения следует упорядочить выбор начальной точки &  1. ’ /  . '  * .........

4. О С О БЕ Н Н О С ТИ  Р А С Ч Е Т А  Н Ё Л И Н Е Й Щ У П Р У Г И Х  И З Г И Б А Е М Ь !Х  СИ СТЕМ

Расчет и оптим изация изгибаем ы х ф изически  йелинёйны х стер ж н ёвы х 'си стем , даж е 
; при использовании, упрощ аю щ их, гипотез, по многим причинам  представляю т србрйф ложйую  
: задачу..В  н а сто я щ е й .'р а б о те Щ сс ^  нелинейно упругих ''систем ,,которь«е’ м6 г /т
; использоваться^^в^качёствё образов'' прикладны х',инженерны х конструкций', и систем  при их 
!. первичном нагидкёнии . , . “ ‘. ...  ̂ ;

/  Экспериментальные диаграммы деформйррванйя, материалов мржнр, как известно,
: - аппроксимировать аналитичё,скймй:вь1ражениями. ^Если,. согласно гйпотёзё плёоких сечений,
: удлинение а о л о кн а ,'о тсто я щ е го  ,на ;расстоянии..г отлнейтрального  слоя,Гравно в 1 К ^ | Где
I к  = 1 /р  - кривизна оси стержня. т о  при известной эави си м о сти  -а, = ( (е )  оказы вается опреде-
; ленным и закон изм енения напряжений по высоте сечения элем ейта  о  = Т ( к ’2) . М ежду кри-
: визной оси элемента и изгибаю щ им  м ом ентом .сущ ествует, взаим освязь. П оэтом у для стати- 
! чёски определим ы х.систем  задача .определения  напряж ений в се чен и и о ка зы ва е тся -р а зр е - 
; шимой: по известны м значениям  М из вы ражения М ( к )  находится к , а затем  ёы числяю т-
[ ся напряжения; в: сечении ; П ерем ещ ениянхарактерны хссеченйй : или, при необходимости, 
:■ уравнёние изогнутой оси также; могут бЬ1ть определены . П роблем а расчета  статически неоп- 
; ределймых изгибаем ы х нелинейно ';упругих : стерж невы х.систем  “завязы вается ”, на необходи- 
I мости одноврем енного учета в ходе вы числительного процесса нелинейности  распределе­

ния напряжений по высоте: сечения элем енте н слож ного  - иногда явно  не описы ваемого, за ­
кона изменения кривизны  оси стержня. М ежду изгибаю щ им  м ом ентом  в сечении и кривизной 
АТ сущ ествует нелинейная связь; Д ля  таких систем  не прим еним  принцип суперпозиции. При 
попытке использования линеаризованной  схемы расчета - посредством  последовательны х 
догружений оказы вается неясны м  вопрос о вы боре сечения, по котором у следует опреде­
лять жесткостны е характеристики  и, к том у же, нет основании распространять  этот показа­
тель на всю д л и н у -Ф т е р ж н я .Ю т о ^ ё с т в л ё н й ё ^  по некото­
рой определяю щ ей,г нап [5йШ р ’ Гдлялболёё* н а п р я ж ё н н о г о  к непредсказуе­
мому отклонению  конечного  результата от истинного  показателя. О тсю д а возникаю т и слож ­
ности в раскрытии статической неопределим ости  в классическом  поним ании этого вопроса.

Для преодоления указанны х трудностей в задачах расчета и оптимизации > нелинейно уп­
ругих систем автором применялись подходы, использующ ие стержневую  аппроксимацию твёр­
дого тела. Конструкцией, заменяю щ ей (моделирующ ей) изгибаемый элемент, является ферма. 
Задача сводится к поиску расчетной схемы, эквивалентной в отнош ении распределения усилий 
и перемещений ‘ (энергетическая сторона вопроса) баЛке; После реш ения этой задачи необхо­
димо; разработать методику оптимального' проектирования ш арнирно-стёржневой системы, ма­
териал которой подчиняется то м у  же закону ф изической нелинейности, Что и для заданной сис­
темы, и установить соответствие оптимальных проектов заданной и заменяю щ ей систем.^ :п ; д
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5. С П О С О Б Ы  С ТЕ Р Ж Н Е В О Й  А П П Р О КС И М А Ц И И  И З ГИ Б А Е М Ы Х  
. ... И К О Н Т И Н У А Л Ь Н Ы Х  С И С Т Е М .........

Способ стерж невой аппроксим ации изгибаемого, элем ента-характеризуется моделиро- 
ванием его работы  под нагрузкой связями первого вида,,т.е. стержнями, в которы х возникает 

: только один вид усилия продольная -сила. С очетание (комбинация) усилий в. этих связях 
. при,удачном  их располож ении позволяет.определить  в поперечном  се ч е н и и  элемента изги­
баю щ ий момент, поперечную ; и ,п р о д о л ь н у ю ; силы.’. С оответствую щ ей конструкцией, заме­
няю щ ей (м оделирую щ ей) изгибаемы й, элемент, является ф ерма. По усилиям  в стержнях 

. ф ерм можно судить о работе м од елируем ого /наприм ер , балочного  элемента. Задача. таким 
образом, сводится к поиску расчетной схемы, эквивалентной в отнош ении распределения 
усилий ;И !перем ещ ений (энергетическая сторона вопроса),балке. После реш ения этой зада- 

>чи необходимо, разработать м етодику оптим ального ,.проецирования, ш арнирно-стержневой 
системы, м атериал которой подчиняется том у ж е закону ф изической нелинейности, что и ■ 
для заданной системы , и установить соответствие оптим альны х проектов заданной и заме- ' 
няю щ ей систем.

П ервы е-упрм инания.о ,.ф ерм енны х, аиал.огиях.^ .используем ы х в : расчетах ж елезобетон- ‘ 
ных конструкций! ка кс т м ё ч а е т с я  в [23 ],’ относятся ' к  1906 -  1 9 0 9 'гг.‘ [3 2 / 33]. М ожно"предпо- | 

, пожить,. .что, начальны е, идеи стержневой, аналогии во м ногих задачах расчета изгибаемых г 
^элем ентов 'основы вались н а 'о с о б е н н о с т и 'р а с п р е д е л е н и я ; главны х напряж ений ' вдоль их ! 
;6сёй.Т1ри поперечном  изгибе траёктррии м аксим альны х и м иним альны х напряжений зави- : 
.,сят от усл овий 'закрепления  и характера нагрузки, но, как известно, касательны е к ним в точ- ; 
ках пересечения 'являю тся  взаим но Ш р п ё н д й ^ л я р н ^ и ?  С корее всего' это обстоятельство и ; 
послужило одной из причин того, что во многих случаях в стерж невь1х схемах; зам еняю щ их ■; 
континуальны е, приним ается крестовая реш етка с квадратной ячейкой [17 ]; Внедрение в 
практику расчётов .этой идеи м ож ет осущ ествляться различны м и способами. Более слож- ■ 
н о й /н о , как прёдставляется; более близкой к модели-оригиналу, является реш етчатая сис- ■ 
тем а с малым ш агом  ячеек. Д ля  изгибаем ы х стержней это приводит к необходим ости введе- ] 
ния в расчет м ногопоясны х ф ерм. ... й.т<г,, . . . , , .  ..

П ринципиальны е основы  стержневой ^  пластин, воспринимаю щ их ;
нагрузку 'в  их плоскости  (балки-стен  испь1ты ваю щ их излож ены 2в [17]. В
работе [10] установлена св я зь ' м еж ду матрицей коэф !фйцйент6в'' сплош йой упругой среды и 
ж ёсткостью  стержней пространственной ' ш арнирно-стерж невой м одели заданной геометрии.
В -частности,"для кубической систем ы  с диагоналям и гр а н е й  .и сср о стр а н стве н н ы м и  диаго- 

- налями подтверж даю тся результаты , полученны е в [17 ]./Р азработкам ;ш арнирно-стерж невы х 
моделей, эквивалентны х континуальны м  объ ем ам гпосвящ ёны , исследования многих ученых 
[1 9 ,2 2 ; 2 4 , 2 5 , 2 6  и др.]. ■< • ^

. (В дальнейш ем  исследователям и использовались и другие  типы дискретны х стержне- ;
вых систем, зам еняю щ их континуальны е системы .' < >

; О дним, из основны х критериев соответствия стержня-оригинала и ф ермы-модели явля­
ется равенство при малых возм ущ ениях потенциальны х энергий деф ормаций.этих объектов.

6. НЕКО ТОРЬ1Е О С О Б Е Н Н О С ТИ  Ф О Р М И Р О В А Н И Я  О ГР А Н И Ч Е Н И Й  !
В З А Д А Ч Е  О П ТИ М И ЗА Ц И И  Н Е Л И Н Е Й Н О  У П Р У ГИ Х  С И СТЕМ  .

Для -ф изически нелинейной ф ермы  с  м онотонно ; изм еняю щ им ися механическими ха- ; 
рактеристиками .м атериалов. ММ, алгоритм ы  и програм м ы  с о стр о е н ы  , на основе со о тве тст- 5 
вую щ их научны х-положений для  линейно  деф орм ируем ы х систем . , - . \

Ф орм ирование ограничений  производится с пом ощ ью  общ их уравнений строительной ;
, механики.; Н а .ка ж д о м ;ш а ге  в; качестве ,вл ож енной  процедуры  вы числений выполняется ре 
ш ение подзадачи ста ти че ско го , расчета нелинейной; системы  при ступенчато зара ста ю щ е й  
до  кон ечн огосн аче ни я ; нагрузке.- Задача оптим изации реш ается н а л и н еар изован н ом  участ­
ке, соответствую щ ем  последнем у этапу:догруж ения . сДлина этого  участка определяет пре­
дельны е интервалы  изм енения перем енны х за один ш аг оптимизации. .* , V. : /
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•:: ^  При 'испо л ьзован ии ‘В-качестве перем енны х состояния^ усилий^уравнения совместности
деф ормаций (уравнения-метода сил) для системы с неизм енной геом етрией запиш ем  в виде

(а ,х )  =  о х  + с  = о , " •  '
где О -  матрица внеш ней податливости системы,

х -  вектор неизвестны х усилий (в основной системе),
С -в е к т о р  свободных членов, соответствующ ий приращ ению параметра нагрузки на ДР. 
Представим ф ункцию  ограничений пощ рочностй отдельного  элем ента ф ермы  в виде

Ч/ К = К - : ( ^ а (к-1)+ а (к)) > 0  ,• 1 = 1 ^ ;  ’

где К  - расчетное сопротивление м атериала соответствую щ ем у виду деф орм ации
(ра стяжен и ю /сжати ю ), '

< 2  о (к' 1) -  напряжение (суммарное) в сечении после (к -1  )-го шага приращ ения нагрузки,
,00, напряж ение (приращ ение) в сечении на / ( - т о м  (последнем ) ш аге догруж е-

- ния. При наличии полной инф ормации о си сте м е н а п р я ж е н и е  вы числяется 
с учетом  коэф ф ициентов, влияю щ их на несущ ую  способность элемента 
(см. нормы проектирования), . , 

п -  число стерж ней фермы.
Для сжатого элем ента это ограничение запиш ется так:

о )= П  + ( Х а (к- П а (к)) > 0

Известно, что
<■ . р ( к)

Д*к) = В<к) 1_х х (к) + в !к) з !0)

Поэтому ограничение по прочности отдельного элем ента ф ермы, в о б щ е м 1 случае, за­
пишем в в и д е - '

:Ф|(°) = к  +

1 '•/* ' 
Л* ' '

2 > (к_1) +.(в[,к) 1-х х (к) + В<к) 3 (Р0))
с(к),ч  '

I,
> 0

О граничение на перем ещ ения узлов ф ермы  им ею т вид:
2, >.0, м .(к-1) -+Д21(к)

) 4 0 -■ при

при - 2| < 0 , ( = [ 2]‘]  + ( Х 2Г~1) + Д 2{к)) ^ : 0 .
Значение индекса у не. м ож ет быть больш е степени кинем атической  неопределим ости . 

системы, т. е. ) =  1 ,т .  -
Задача' поиска оптим ального  проекта, в конечном ;итоге,'’ св о д и тся .к  изм енению  (наибо­

лее ч а с т о -  ум еньш ению ) ПП, например, площ адей поперечны х сечений А  на ДА . При ре­
шении практических задач м аксим альное значение ком поненты  вектора - | д а ]  определялось 

в зависимости от дости гнуто го  уровня напряжений на последней итерации повы ра ж е ни ю :

■ ■  •*>' •‘■-■ г- ■' (7 + Да
где Д а . -  приращ ение напряж ения в сечении элемента на последнем  ш аге .загруж ения 

' системы," ' : ■  1 \ ' ' . у  л .
а  г  напряж ение в сечении элемента после последнего  ш ага загруж ения системы. ■ 
Кроме'1 указанного"'назначения ' ф ормулы  для [ ^ ] ; ; с ее пом ощ ью  определяю тся, что

очень.важно'в оптим изационной задаче,- соотнош ения ком понент вектора Д А .'
Значения вёлйчйн. за п й са н н й х  ’в о граничениях;по  п р о ч н о с ти и  ж ёсткости , сущ ественно 

разнятся. Поэтому целесообразно, поиск направления убы вания целевой ф ункций вёстй для
м асш табированны х'ф ункций ' у Р '  и 1 ц/|г ) . ■ ' 5 ■ • ;■ -  - ‘ -
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Из обш ирной литературы  по обсуж даем ой проблем е ниже приводится краткий список ] 
литературнь1х,источников ';^которы е ' могут, помочь читателю .'ориентироваться  в различных ! 
направлениях и м етодах оптим изации конструкций; ,
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