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I. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ

1.1. ПРОСТЕЙШИЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
Определение 1. Функция Р(х) называется первообразной от 

функции ((х) на данном промежутке^, Ь], если Р"(х) = /(*) на этом 
промея^гке.

Если у данной функции существует первообразная, то эта 
первообразная не является единственной. Две различные 
первообразные от одной и той же функции отличаются друг от друга на 
постоянное слагаемое.
Определение 2. Неопределенным интегралом от функции ?(х) на 
некотором промежутке [а, Ь] называется множество всех первообразных 
этой функции на этом промежутке и обозначается $/(х)с1х.
Если Р(х) - какая- либо первообразная от Т(х) ,то по определению.

\/(х)Ох = Р{х) + С,

где С - произвольная постоянная.............................................................

Нахождение неопределенного интеграла от функции ?(х) называется 
интегрированием данной функции. Эта операция является обратной 
дифференцированию.
Простейшие методы интегрирования включают в себя нахождение 
неопределенных * интегралов с помощью основных правил 
интегрирования и таблицы интегралов, интегрирование путем внесения 
производной под знак дифференциала.

ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ИНТЕГРИРОВАНИЯ
1. ^а/(х){к=а^/(х)с1х,а = сою1. 2. ^(/(х)± Дх))(к = ^/(х)Лс± \Дх)с1х.

3. Если |/ {х)с1х = Р(х) + С, а и -  <р(х) -  дифференцируемая функция, то

|/(«)</н-  Яи) • С.
ТАБЛИЦА ИНТЕГРАЛОВ/

1 г X\х“Цх = —----1-С;п*-1.
■1 «  +1

2. Г ~  = 1п | х\ +С.
; X

3.
[ахЦх = -^— + С 

1п а
4 е̂’(Ь = ех + С

5. |51гиго!х = -  сох х + С 6. |с05Д:й!)С = 81ПЛ + С.

7. г дх _ 
Г =1%х + С.
* С05 X

8 е с!х _ 
| . 2 = С1& + С.
•,51П X

7



9 г <1х 1 х '
1 2 2 = аГС% +С - *а + х а а -

10. г (к  _ I -ага&с + С. 
] \ + х2

11. г ск . х „. = агсзт—+ С. 
Ч а 2- х 2 а

12. ! (к „ _ _ _ _ _  = агсзт х + С.
Ч \ - х 2

13. г ск 1 , .а + х . _
I 2 2 = -  |П1 1+С * а - х  2а а - х

14. Г Г - = 1п|х + 4х2 ± а 2 |+С. 
Ч х 2± а 2

Из основного правила 3) вытекает, что все интегральные формулы 
1)- 14) остаются справедливыми, если в них вместо переменной х 
подставить некоторую дифференцируемую функцию от х. При этом для 
сведения рассматриваемого интеграла к табличному интегралу иногда 
достаточно представить бх по одной из формул:
1.сЬс = с1(х + а), 2.(к =~с](ах), З.ск = — сЦах + Ь).

а а
Примеры. Найти неопределенные интегралы.
1. |(4х’ -2*1х * + 4 -  + 1 )Л  =

Воспользуемся основными правилами 1) ,2) и табличным интегралом 1)
2 4 * 5

=4|*,<&-2рс>Л + 2|*-’<&+ \ск = 4 ^ - - 2 . ^ 5 +2-

т Г ‘Ь  -  Г ‘Ь  _ 1 Г_ ^ 4х)
«•-л Л .̂.2 . п  .1 /ТИаГТ^Т 4 Л

/ Э |
*  + л + С = л4| - * 5 — ?Г + Л + С.

':5 Л2

Ч16х2+9 1 \](4х)2+Зг 4 ■) л/(4д:)2 +32 4
1п| 4дс + л/16х2 + 91+С.

3 1;
л

Л  = /(2лс - 1 )5 Л  = -  |(2д: - 1)'5 </(2* - 1) = - ^ (2 *  - 1)-4 + С = -
(2х-1)5

4. Г— = 1 Г -~ ^ - -  - -с /ц б х  + С.•̂ 5т26д: 6-*5Ш26х 6
5. |со5(;с4 +л)(4дг3 + 1)сЬ: = |со5(дг4 +х)с1(х4 + * ) = 5т(х4 + х) + С

6. Г - * —  -  [■* V2 -I- 9г -4- ̂  *|1

+с.

<Д* + 1) 1 ,_* + 1 , ^
х2+2х + 3~ >(х + \У + 2 ~ Л  ё 42

После выделения полного квадрата в знаменателе и поднесения 
под дифференциал воспользовались табличным интегралом 9).

В последующих примерах будет применен метод внесения 
производной под знак дифференциала. Он основан на использовании 
формулы <р'(х)с1х = с1(<р(х)), из которой, в частности, следует, что

х<к = - ( х 2)'ск = -с1( х1), * 2Л  = -(л:3) 'Л  = -</(х3), —  = (1п *)'<& = </(1п*),2 2 3 3 х
со$хск =  (ыпх)'4х -  (/(5Шх), 81п хек = -(соъх)'ек- -с1(со$х), е ’ ск = (ех)‘ск = с1(е' ),

- - - -- = (№)’& = ЛЦ&с), ~ т ~ = -(с̂ ) '^ зс =
СОЗ X 51П X

с$х------ = (агс!&х)'ск = с1(агс!§х).
1 + х

8



Примеры. Найти неопределенные интегралы.
1 I 1 | ' 2 ^

1 .\х Ч 4  + х , ф: = -  |(4 + л3)2(4 + л3)’е& = -  |(4 + г ’ )2 е/(4 + л3) = - (4  + л5)2 +С =

■-*1(4 + х 'У  + С.

ч
с1х

= Г-̂ 1п(-г+1)) = Ь>I 1п(л+1) | +С 
■) 1пГг4.п ■> 1п(л + 1)(л + 1)1п(л + 1) 2 1п(л + 1)

0 С ей _ ^(агс5тлУе& _ ге7(агс5Шл) 
ггсы п х^ -х1 агс$тл ■* агсзтл 
гдг -  агс1%х _  г л Л  гагс1%х , _ 1 сс1(х2 +1)

1п | агсзт л: | +С.

10. 1Х >?-сЬ= [ 7 = 7 -  \̂ -—Щ-Лс = — \“ (Х2 -  * -  \агс18х4(агс18х) =
> 1 + л2 21 + л2 Ч  + л2 2  ̂ л 2+1 ^

= -^1п(л2 + 1)-Чгс/&2л + С.

Задания для аудиторной работы
Найти неопределенные интегралы
1. Г(2л/ТГ-4 - + -4^)<*> 2. Г( , 3 ---- ±— )<&, 3. [(--- ^ -~ -5 (З х+1),5)^х,

> л3 4 7  > 4 5 7 7 4  Зле2 - 4 '  ^(2 + 4л)'3

4. Г(25т(1-6л) + 4еи!')<&, 5. [47пх созхсЬс, 6. Га/ГТПГл — , 7. Г— 4~~----- >: * * X •,5Ш (1-Злг)

Ч
сЫ , 9. [ - 4 ^ = ,  10. 1 1 . Г : 3" С°Ц 4  12. I V

2л2+6л + 4 ’ > 4 5 7 7 ’ >со&2х

сЫ

477 2 еь’  +25
-е&,.

13. \агс1яг4х---------- .
> 1 + 16л2

Задания для индивидуальной работы
Вариант № 1
Найти неопределенные интегралы.

1 . / ( 2 ^ - ^ № 2./(- 7
4 7  у1 4л2 +4 Зл2 + 18

)ск, 3. |(- 1 г -(Ъх + 4)ю)Лс,
'(2л /I)5 

Г
4. Г(25т(1-8л) + 6е3*4<)а!л, 5. Гзтлсоз2 лей, 6. Г .- ^  7. Г— -----г.

Г -1 Ч л 2+4л + 20 •’ со52(Зл + 2)

Г-------* -------, 9. Г- 10. [ « -2 ^ 1 * .  п . Г - .̂ ^ ф, 12.Г-11-Л,
•’ (х + 3)1п (л + З) > 4 7 7 4  > соя2 х -1 1 + л2 ■’ е3 +5

13. |агсг§5 Зл ей
7 4 7



Вариант № 2
Найти неопределенные интегралы

1 - 1 ( 9 4 7 2.|(
2л 4 - 2 х 2 2л2

-)ек, 3. [(----- -— рг + (5ж + 3)9)о!х,
3 (7л-II)11

4. |(2со5(8-4л) + 6е,~7х)с1х, 5. |5тлсо5'2 хс1х, 

ск „ г л’а!х8. Г
■’ л2-8 л -9  

13. |л/агс5т2л

10.г1 ± ^ л .
1 4-+5х4 4, С05 л

Л
л/1-4л2

б г1п4(л-2)а!х 7 г
■' (л-2) ’ •’зт2(Зл + 2)’

,2л -5ш ^л  12 г *1_
3 1 + л2 *е4' +5

сЬс,.

Вариант № 3.
Найти неопределенные интегралы
1. \ ( 2 ^ 7  - \  + ~ ) Л с ,  2. [( ,̂ -=3 . ----- ^— )<к,3. [(------—— -  (8л + 7)20 )ск,

> л4 4 7  ]  42744  Зл2 +4* 3\& + 3л )"

4. Г(2$ш(4~5л) + 8е,*5,)ак, 5. Г-ТбкГлсозлак, 6. Г———-----, —?-г
3 -1 ■'л2 +4л + 6 ; со!1 (3 + 7л)

сЫ

8. [------- ^ ------- , 9 . [ - ^ = ,  Ю . [ ^ П Л , ц 1 2 . [ ^ 1 Л
•'(2 + л)1п (л +  2) *4 4 + 7  * 5Ш л 3 1 + л2 ■’ е +5

13. |агссо52 Зл с1х

7 ~ 9 х2

Вариант №4.
Найти неопределенные интегралы

. х - Зх2 + У  ’ •' (2 + 8л)”

4. [(35т(4-6л) + 5е7,48)&, 5. 6. [̂ 1 + 1п(л + 4 ) -^ - ,  7. Г— ,
] } 4 ^ И  ] * + 4 ^5т2(7-4л)

г + (4-5л)'°)Л,

«I- 9 .(4 ^ - .  10 . / ^ Л ,  Н .(Ь ^ Ш А, 1 2 ./-^—Л.
2л +4л + 6 •’ л +8 251п2 х 3 4 - х 2 ■* е +4

13. |агсзт3 2л <к
4  -4л2 ’
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1.2. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННОЙ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ В 
НЕОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ

Существует два способа замены переменной в неопределенном 
интеграле.

а) Если в неопределенном интеграле подынтегральное выражение 
Дх)сЬс имеет вид §{((р(х))<р'{х ]сЬ, то, положив<-дх) = г, приведем; 
интеграл к виду '

\Дх)с1х = 1^(Дх))р'(хДх =

Пусть Р(1)- первообразная от д(1), тогда
|й(/)Л = /•'(») + С  а \/{х)Лх = Р(<р{х)) + С.

Рассмотренная выше операция внесения производной <р'(х) под 
дифференциал в интеграле \%((р(х))<р\х)<к эквивалентна замене 
переменной «?(*) = /.

б) Если неопределенный интеграл имеет вид
\Яч'(х))ч>\х)(к,

то вводим новую переменную интегрирования по формуле < = и*)-
Если преобразованный интеграл оказывается табличным, находим 

его и возвращаемся к переменной х.

Примеры. Найти неопределенные интегралы:

1. + 1)/2 Л= 2{«4+/2)Л = 2р“<* + 2|/2Л =

= — (’ (З/2 + 5) + С = — -1)’ (Зх + 2)+с, где х-7=Р, х=Р+1, бх=21<к.

- / 5+ - /3+С = 5 3

15 15
3.12. |(1 + зтх)’ созд:Л = | / ’<Л = —/ ’ + С = -(1 + зтх)3 +С,гйг / = 1 + зтх.

Тх + 1
х + 1 = /4, йЬс = 4г’<Л 
х = /4-1.

= 4\(1г + 21)Л = ̂ /3 + 4/2 + С =

= у(х + 1)~< +477+1 +С.

4.|7а2 - х2(1х =
х = азт/,зтг = —, сЬ = асо&1Л 

а

С05/ ■И) ,  / = агсзт-

= а2 (соз2 Ш1-— Г(1 + соз2/)<* = — (/ + —зт2/) + С = ̂ -(/ + зт/созг) + С 7 9 « 9 9 9

= а |7 а 2 - а2 з т 2 / соз 1с1/ =

а2 , . х х I, х2 _ 1 ,,  . х Г~г Г,= —(агсзт—+ —,1— -) + С = —(а агсзт—+ хУа -х  ) + С. 
2 а а\ а . 2 а
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Рассмотрим применение замены переменной при интегрировании 
некоторых функций, содержащих квадратный трехчлен.

а) Интегралы вида + -их, Г- Ах + В/гг1 -I. кг Л. г •>ах2+Ьх + с ч1ах2 л-Ъх + с
Для их нахождения надо у квадратного трехчлена в знаменателе 

подынтегральной функции выделить полный квадрат, то есть записать в 
виде

ах2 +Ьх + с = а(х1 +2х Ь
,2 а  4 а

)  + с -  —  = а(х + — ) + с -----
4 а 2 а 4 а

 ̂ ъ ьЗатем сделать замену переменной *+ — = л х = г— ,сЫ = ж.
2 а 2а

Рассмотрим следующие примеры.
хек ' 1 г хек 1 г хек

2 * '+ 2* + 5 2 \ * +х + 1 2 \ х Ч ) 2Л
2 2 4

х + — = 1, х = / -  -  
2 2 

ск = Л.
Л г7 ^2 1 г 9 

Г  +  -  
4

Л = 1

Разобьем полученный интеграл на сумму (алгебраическую) двух 
интегралов. Первый интеграл найдем способом внесения производной 
под знак дифференциала, а второй интеграл будет табличным.

. _  1 г 1<к 1 е Л
~7*~,  9 Л2 Л Л  4 *,>+-

4 4

9 >
1 , / ('  + 4} Г Л  1 , 2 9 2 2/

"9= 4 2 9 I— )=  4('П(/ + 4) ~ З ^ Т ) + С;
Г  +

1 , - 2  5. 1 2х + 1= —1п(х + х + —) —  атс1г------ + С.
4 . 2У 6 3

б.}- Зх-1 (к = |- Зх-1

л/х2- 4 *  + 8 \ ] ( х - 2 ) 2 +4
-Л  = х~2 = 1, (к -Л  

х = / + 2.
= Г-*±5,й = зГЗ.ПГТл •>

ий
41 + 4 V/2 +4

-5|-
Л 3 гг/(г +4)

51-4 1 2 +4  2 ■* ,//2 + 4 ^V/2 +4

+ 51п |х - 2  + л/х 2- 4 х +  8| +С.

= Зл/г2 + 4 + 51п | ? + V/2 + 4 1+С = Зл/х 2 -  4х + 8 -

б) Для нахождения интегралов вида | Л
(х-а)"л/ах2 + 6х + с

применяется )

замена вида ■ = /.

Задания для аудиторной работы
Найти интегралы

2-Г-
,,/гп Л

1.11 + л/ лг + 3

4. ( и  + 2.Л  , 5. Г-
Л  V* х Агх 4 ^

,/4-Зх ’ л/х

(2х + 1)а!х , г Л

2х2 + 6х + 4 ’ 4 2 х 2 +4х + 6 ' хл/х2 +4
.6 ,|-
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Задания для индивидуальной работы

Найти неопределенные интегралы 
Вариант № 1.

\ . \ х ^ 2 2 . \ е ^ ' - ^ = ,

ч-* \ Х(к
Г’ Ч

Д+Х 
(2х -  1)оЬг

х2+6х + 14’ Ч 2 х 2+8х + ю ’ хД х2+ Г>ч-
Д+Т

<к

Вариант № 2.

Ч ч т 4 - .  Ч <
<&

,2 + ,/ГГх’

4, Г ? * _ , 5. Г ,(4д + 1)̂  , 6. Г-
22х2 + 4х + 9 ^/-2

Д -З х з |-
1

Д  + -Ух 
Ли

(к,

Ч х 1 -  2х + 4 ” Дх-1)л/1-Зх2

Вариант № 3.

1. Гхл/6 -  7ха!х, 2. Г$тДх + 4 г^ Ч =, З .р Ч Д :— 
 ̂  ̂ Д  + Зх  ̂ Д

4.[-Д ,1)сй , 5. ( ^  ,6 . [ -  .... ..........
■"х2 +6х + 13 Ч х Ч 8 х  + 5 3 (х-2)\2хг +1

Вариант № 4.
1. Г----- т = А  2. Гсо5л/3 -  5х . =■, 3. Г------ 1—= = ск ,

■,2 + Д-4д? к .> Д ^ Д  ^ Д +л/Д  =
4 Г (х - 1№ , г (Зх + 1)А А с Л

•14г2 4.йг + 4’ '1.ГГ514х +6х л/2х2 -  2х + 3' (х -1 )Д 2 +1

Метод интегрирования по частям основан на использовании 
формулы

|и(х)Л(х) = и(х)у(х)- |у(х)А((х) или Д/у = «V -  |у<Л/,

где и=гД,) и у=1/(Х)-непрерывно дифференцируемые.функции.
■ Д

Применение формулы целесообразно, когда"под знаком интеграла 
имеется произведение функций разных классов. В некоторых случаях 
формулу интегрирования по частям приходится применять несколько 
раз.

Примеры. Найти неопределенные интегралы.

= х1пх- [х— = х1пх- \ек = х1пх^х + С = х(1пх- 1) + С. 
1 х 1

I. Д  Х<2г : м = 1пх, с1и 

ск = ск, V

<к
х

- X
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2.|(2* + 1) созЗхек =
и = 2х + 1, с1и = 2<йе

Л> = созЗл:а!х, V = - з т З *  
3

2*  +  1 .:------51П--
3 3

3*—  |зтЗл:Лг =

2х + 1 2 _
;------ зтЗд: + —созЗл + С.

3 9

3. 2̂хагс!%хс1х =
Ли = агс/гх, с/и -

1 +  *
сЫ-2хдх, у = х2

, ГЛ2|Л 2 (I
= х агс1§х -  ------ Г- = х агс1§х -  -

31 + х 3
(** + ! ) - !  

\ + х2
Ли --

= хгагс1%х-  |ск + \у~~Т = хгагс1%х-х + агс1%х + С.

4.|д:28тд:а!х =

е
и = х2, йи = 2хск 

Л  =  з т д :Л ,  у =  - созл
= -х 2 соз* + 21х со$хск =

и = х, <1и = с1х 
<& = со$хс1х, у = зтл

= -х 2 со$* + 2(л:$тх- |зтд:аЬс) = -х 2 созл + 2хзтд: + 2созл + С.

Задания для аудиторной работы
Найти неопределенные интегралы г

1. |(1-Здг)1п(4лг)А, 2.|(2лг + 3)соз5хс1х, 3.|(1 -  х2)$тхс!х, 4 х̂агс1§2хсЫ, 

5.|(5дг2 + \)е~2'<Ь, 6.|*П 2* сЬс, 1^хге~’ с1х, 8.|зт(1пдг)йс, 9 . сЬс.

Задания для индивидуальной работы
Найти неопределенные интегралы

Вариант № 1.
1,^  1п(2л:)<я!ж, 2.|(3-л)зт4дго!х, З.|(л:2-4)создсЛ,

4. (агезтжо!*, 5. [(л:2 -4х  + 3)е~2'Л ,  б. г—
3 3 •’ зт  х

Вариант № 2.
1.|д:1п(5х)Л, 2.|(1-х)соз2хек, 3.| (3-л2)зтдгЛ,

4.|агссозхек, 5.|(х2 +3)е“2'Л ,  6

Вариант № 3.
1.|1п(1-2х)ск, 2.|(дг-2)созЗлЛс, 3.|(2-х2)зт.ха!х,

4.|(1 - х)агс1%хс!х, 5.|(л2-4 )е2’ск, 6,|1п2хсЬс.

Вариант № 4.
1.1(* + \)\'п(2х)<1х, 2.̂ х$т6хс1х, З.|(дг2-4х)созл:Л, 4

4. |агссоз*йб:, 5.|(д:2 +Зх + 2)е*'Л, 6 . С5‘^ .



^.ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Определение. Рациональной функцией (рациональной дробью)
называется отношение двух многочленов, то есть дробь вида Р,(х)

&.<*)
где

р„(х)- многочлен степени п, б„,0)" многочлен степени т.
Если п^т, то рациональная дробь называется неправильной, 

если п<т, то эта дробь называется правильной.
Теорема 1. Любая неправильная рациональная дробь может быть 

единственным образом представлена в виде суммы многочлена и 
правильной рациональной дроби.

Р(х)
<2(*)

= М(х) + Кх)
0(*У

Пример.
Рациональная дробь вида " * ~3* +5х является неправильной,

х -2х ' ■■' '
так как степень числителя (п=5) больше степени знаменателя (т=3).

Делим многочлен « числителя «уголком» на многочлен 
знаменателя. Тогда в частном получим многочлен М(х), а в остатке 
многочлен Щх).

х5 -З *4 +5*1 -1 2-------=------------ х
хг -2х

-Зх + 7 - 6х 2- \ 4 х + 1 
хг -2х

Простейшими» рациональными функциями называются 
рациональные дроби следующих видов:

, А . Ах + В , _ 2 ,, „1.----- , 2,—----------- ,гдеЭ=р  — 4<у < О,
х -а  х + рх + д

_ А , ,, . Ах+В г, » хг3.--------- ,/л>1,теЛ', 4.—г—;— :------уО < 0,т > 1,т е N.
(х -а )т (х + рх + д)т

Интегрирование таких функций: 1. [-^—& = А1п\х!-а\+с,
Зх~а ^

2 . \— -̂— <Ь=Аих-а)~"4(х-а) = —— -(х-аУ"*' +С,
3(х -а ) 3 -т  + 1 /

3. Г --------— сЫ (смотрите п.2.1а) .
3 х + рх + д

4. Г— Ах + В--- с1х (см.лекции или справочник по интегралам).
3(хг + рх + д)т

Теорема 2. Каждую правильную рациональную функцию
можно единственным образом представить в виде суммы простейших 
рациональных функций.
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Знаменатель дроби О(х) раскладываем на множители, каждый из 
которых является либо степенью линейной функции х-а , либо степенью 
квадратичной функции х2+рх+р, не имеющей действительных корней. 
Например, знаменатель имеет следующее разложение:

(3(дг) = (х -  а)* (х -  Ь)(хг + рх + (у)(х2 + рх + <?)” .

Тогда рациональная функция может быть представлена в виде
Р(х) А. А, Ак В Сх \ О Е,х + /•',
2(х) (х -а ) ‘ (х -а )к~' х -а  х -Ь  хг + рх + д (хг +рх + д)м

(хг +рх + д)т
. . . . I Е„х + Е„

хг +рх + д
где А,, Аг,---,Ак,в1с,В,Е1,Е1,-,Е т,Ет

действительные числа, которые надо определить.
Данное разложение предложено Лейбницем. Определим 

неизвестные коэффициенты (метод Иоганна Бернулли).
, В полученном разложении приводим к общему знаменателю. С 

обеих сторон знаменатель О(х). Приравниваем числители. Полученное 
равенство,верно для любых х. Неизвестные коэффициенты находим или 
способом частных значений, или приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях х, или комбинируя эти два способа.

Примеры.

/  = Г -  1 К '
2х2- х  + 3 л . /2 = /, = Г2"2" 3" +12 ^ ’Сг + П2 3 А2х3+х2-2х 2х3(х + 1)2 ■’ А х5+1

а) Знаменатель дроби в интеграле /, 
множители.

<Ех.

раскладываем на

{Э(х) = х1 + х2 -  2х = х(х2 + х -  2) = х(х -  1)(х + 2)

Каждый множитель станет знаменателем простейшей дроби.
2х2 -  х + 3 _ 2.x2 -  х + 3 _ А В С А(х -  1)(х + 2) + Вх(х + 2) + Сх(х - 1) 
х3+х2-2х х(х-1)(х + 2) х х-1 х + 2 х(х-1)(х + 2)

Приравниваем числители. 2х2 -  х.+ 3 = А (х - 1)(х + 2) + 5х(х + 2) + Сх(х - 1). 
Это равенство справедливо для любых х. Для определения 

коэффициентов А, В, С применим метод частных значений. Подставим 
в полученное равенство корни знаменателя, получим значения для 
коэффициентов А, В и С.

х = 0 , 3 = Д-1)2, А = ~Уг

х = 1, ... 2-1 + 3 = 35, В = уз

х = -2, 8 + 2 + 3 = С(-2)(-3), С = 1У6
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Итак, получили разложение рациональной функции на простейшие 
дроби ' >

'Я2х2-х  + 3
х + х -  2х

Вх ■■ ((-  —  + — -—  + — ——-)Вх = 1п | х\ + — 1п | х - 11 +— 1п | х + 21 +с.
■> 2х 3(х-1) 6(х + 2 У 2 3 1 1  6

б) Подынтегральную функцию в интеграле /2 представим в виде 
суммы пяти простейших дробей, так как каждый множитель в 
знаменателе даст столько дробей, какова его кратность.

х2+4 А В_ С Р Е _ (Л + Вх + Сх 2)(х + 1)2+ (Р  + В(х + 1))х 3
х3(х + 1)2 х3 х1 х (х + 1)2 х + 1 х3(х + 1)2

Приравниваем числители. ,
х2+4 = (Л + Вх + Сх2)(х2+2х + 1) + ( Р + &  + г )х 3

х2 +4 = (С + Е)х* +(В + 2С + 0  + Е)х} +(А + 2В + С)х2 +(В + 2А)х + А

Многочлены равны, если равны их коэффициенты при одинаковых 
степенях х.

х* С + Е = О, Е = -С  = -П . ,

х3 В + 2С + Р  + Я = 0, Р  = -В -2 С -В  = 8-26 + 13 = -5.

х2 А + 2В + С = 1 С = 1-/1-2В = 1-4+16 = 13.

х'. В + 2А = О, В = -2А = - « .
х° А = 4. А -4.

» Получили следующее разложение
* хг +4 4 8 13 5 __ 13_

х3(х+1)2 л3 х1 х (х + 1)2 х + 1
Таким образом, второй интеграл равен

/2 = - -^- + -  + 131п|х|+—  131п | х + 11 +с.
х х х + 1

в) Рассмотрим третий интеграл. Преобразуем подынтегральную 
функцию. ;? . г

2 2 / '
2х2 -Зх + 1 _ 2х2 -Зх+1 _ А Вх + С ?

х5 +1 _ (х + 1)(х2 -  х +1) ~ х +1 х2-х  + Г
2х2 -Зх + 1 = А(х2 - х  + 1) + (Дх + С)(х + 1) = (А + В)х2 + (-А  + В + С)х + (А + С).

Приравниваем коэффициенты многочленов при одинаковых 
степенях переменной, получим систему алгебраических уравнений 
относительно неизвестных коэффициентов А, В и С.

В = 2 - Л ,  
С = \-А,

С 1Л С  П  !И Т

В = 2-А , \А = 2, 
С = 1-Л, В = 0,
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2х2 -Зх + 1 
х3+1

Лс= |( - -  —  " 1—-) = 21п|хч-1|-|-----— ^ т  = 21п|* + 1|-

2 4
2 2х-1

Задания для аудиторной работы
Найти неопределенные интегралы

. г  х -  4 , .ж ех' + х -  8 , , г х' + 1 , . г ах -  ̂ ,
1Л-Т— ----- Л .  ,-2.| з А , 3 . ---- тс1х, 4 .-----;-------------- А ,

•'х -5 *  + 6 ; л г-4х  •'х - х  чх~1
^ Гх5+л4-8 2х2 -  Зх -  3

1 (д: — 1)(̂ с2 - 2 * +  5)

5-1~7~> 6 ./ - ^ - .  7. [•
Зх4- Г  3х4+1

сЬс 2хс1х
(дг + 1)(д:2 -Ы)2 *

Задания для индивидуальной работы
1 -4. Разложить рациональные дроби на простейшие, не вычисляя 

коэффициентов.
5-6. Найти интегралы от рациональных функций.
Вариант № 1.

2х2 -74х -2х + 6х-1 
(х2-1)2 ’

7х3 -10
(х - 1)3 (Зх2 +х + 7)’

Вариант № 2.
7х3 +х2 -4х  + 5 

(х2 -4 )2 ’

4 4х + 1
4 (х -3 )2(х2 + 2х + 5) ’

Вариант № 3.
1 2х2 -4

4.

(х+1)2(х + 3)3 ’

2х4 +х3 +5 
(х -4 )3(х2 +5х + 17)’

Вариант № 4
! 4х3 - х 2 +5х-1 

(х2 - 4 х + 3)2(х - 5 ) ’

4 х3 +х2 +3 
4 (х2 +2)(х2 -  8х + 20)’

2, -
(х3 + 16х)(х-3)’

. гх2+ х -8  .
5. — =-------ск,

3 х -4х ч

6х2 -  Зх + 7 
(х +• 2)(х2 + 4): 

2х-3
(х -1)(х + 2)

ск.

2.
(2х2 + 2х + 5 )(х-8 )2 

2х2+6х + 7

3.

,  (IX +ОХ . . ,
5. ----- -̂------ ск,

5 х3 -1

х3 +9

Зх2 -  5х + 7
(х + 2)(х2 +1) ’

,  гбх2 -12х + 6 , 
6. ] ------- гг— ах.

(х -  2)

х3 -  5х2 + бх ’ 

2х2 +х + 3

3. 2х2 -4х + 6
(х + 2)2(х2 -1)

5- В ск.

5Ь* у

х +2х -Зх 

Зх —11
(х3 +4х)(х2 +8х + 18)’ 

х-1

чЗх + 31 
(х2 +1)х

< к .

Зх + 5

х + 2х2 + 5х
ск,

, г Зх2 -  бх + 76. ------ г-------к.
(х + 1)2(х -2 )
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1.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ И
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Определение. Иррациональной называется функция, у которой 
среди действий над аргументом есть извлечение корня.

Первообразные 'иррациональных функций являются 
элементарными функциями в сравнительно редких случаях.

Рассмотрим такие иррациональные функции, интегрирование 
которых сводится с помощью определенной замены переменной 
интегрирования к интегрированию некоторых рациональных функций.
1. Интегралы вида

§К(х,\[х,\[х,--,у[х)с1х,

где подынтегральная функция является рациональной функцией своих 
аргументов.
Замена х= '/\ где п- наименьшее общее кратное всех показателей 
к,т, п р и в о д и т  исходный интеграл интегралу от рациональной 
функции переменной I.

2. Для интегралов вида \к(х,п4ах+Ь)<!х замена ах+* = / \

Примеры. Найти неопределенные интегралы:

Л г V~хс!х х = /•, с1х = 6Р Л  (1’ бГЛ  г - , . г Г  ,
х - г4х* л/1 = г5, А/х=/2 Ч'{12-1) ■|/2-1

Рациональная дробь под интегралом неправильная, поэтому выделяем 
целую часть и остаток

= 6 (И = 6 Г(/2 +1 + — )Л = 21г + 6/ + 31п I —  I+С = 2х[х+ 6VI + 31п 1 I +с.
1 /2 -1 > 1 -1  / + 1 Л/х + Г

г Ч
ххк

У(х + 1)4 -^ (х  + \)5

х + 1 = /\ Лх = ЫьЛ1 
Цх + 1 = I, Ух + 1 = /2

г(/6- 1)6/5<* , г(/6- 1)/5Л
Ч =6̂ ------ =

= б|(/’ +1)Л = 6(— + 1) + С = -Щ х + \)2 + бУх+Т + С. . /

V -!)

Задания для аудиторной работы
Найти интегралы от иррациональных функций ,

! 1 2. Г-; м+л/х ;
: 5. |х 2л/9-х2Л , 6.

Ох
л/4х-1-1/4х-Г

З.Г- ^ 2 *  4. Г- ̂з/ТГг 4/Г

1 - 1  А  „ [л/1-х2 , _ гл/х2<-4
1 + х х

, 7.р  *  А , 8.р  , А , 9 .|х 5- /̂(1 + х 3)2А .
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Задания для индивидуальной работы
Найти интегралы от иррациональных функций

Вариант № 1.

, Г , 3 . } - ^ - ,  4. Г _ ^ _ .
} & + 2  + \&+2. +

Вариант № 2. ___

1 Г- — , 2. [ х Ш \  + 'Гх?сЬ, 4. Г . ^  ,
>Ц х С & - 1 & )   ̂(х+3)(1*+\/х + 3)  ̂ Ъ^Зх - 4  + ч/Здг- 4

Вариант № 3. '

2.} ^ -  4.}- <к
! 2 * 1 ^  + -Л Г Ц ’ ' ! х(\ + 1&) ’ 'Ч 2 -5 х -9 ^ 2 -5 х '

Вариант №4.

, .Г _ 4 = Л> 2 з .Г ^ ^ й ^ Ф, 4 .Г ^ 1 Е * .
М + ̂ 7   ̂ ^4.х + 7+^4.г + 7  ̂ х + \[7  Й 3 ̂ 2.х-Т ч-1

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Интеграл вида |л(зтх,созх)Ж:, где Я?-рациональная функция 
своих аргументов, ; с помощью универсальной тригонометрической 
подстановки , = '«§ приводится к интегралу от рациональной

функции переменной

• |й(5тх, со$х)с1х

X
«Г '*

] - / 2
СОЗД =

1 + Г <& =

2/
1 + / 2 
2Л

1 + / 2

|Л,(Г)Л.

В ряде случаев для нахождения интеграла от тригонометрических 
ФУНКЦИЙ удобны другие подстановки (I = I = с1§х, / = ашх, / = соах ).
Отметим некоторые частные случаи применения таких подстановок.
а) Если Й(-51ПЛ:,С05Х) = -Й(51ПЛ,С08Л:), то используется подстановка
I = С05*.
б) Если Я(8тх,-созд:) = -/?(з1пдг,созд), то надо сделать замену переменной
вида I = 5ш х.
в) Если й(-зт*-соз*) = Дзшл.созх), то удобно использовать замену 
/ = <8*

20



г) |5ш2" лсо5г" хсЫ (т > о,л > 0), подынтегральное выражение 
преобразовать с помощью формул понижения степени

СОЗ2 X =
1 + соз2х 

2
51П 2 X —1-соз2х 

2 ’

надо

д) В интегралах вида |$т/пхсо8пхй!х, |$ттхзтпх<&, |со5/ихсозих<& 
произведения тригонометрических функций следует заменить суммой

зш/лхсозих = у̂ (&т(т + п)х+$т(т-п)х),

51П Л1Х5Ш пх = ̂ (соз(/И -  л)х -  С05(т +л)х), 

соз тх соз лх = ̂  (соз(т -  п)х + со з(т + л)х).

Примеры.
Найти неопределенные интегралы.

ЪЛх
, Г ^ Д =

■’ зш Зх

/ =  с!§ Зх, Л  = -

Л Л 51П Зх

51П Зх 3

- -  [<6<& = /7 + с = - с1§ Зх~ + с.т1 21 21

2. |>51п3 2хсоз4 2хс1х = |зш2 2х соз4 2хзт 2 хек =

/ = соз2х, Л  = -2зт2х<& 
1

зш22х = 1-соз22х = 1 -г , зт2хА  = — Л
2

1 г„ 4 . 1 г, 1  2. . /' I* „  соз72х соз5 2х _------ КС = -------------------КС.--}(1-/2)Лй = -|(/‘ -/<
14 10 14 10

3. |$ш2 хсоз2х<& = ^  |(2зтхсозх)2А  = |з1П22хс1х = ^  с1х ■

= -  Г(Л-С054ха!х) = - ( х - —зт4х) + С = - х - — зт4х + С.
« Л  8 4 я то8 32

4. 1^5<А = Лх

1 = 1§х, х = агс!§1 
<И

1 + Г
'Г (И  г Г  , 1 г г  К ,  2, I= ---- г= ---- г/<* = - ----+г/(/2)= /•Ч + Г2 Ч + Г2 2 21+/2 1

1 Г 2 . 1 е(г -1) + 1 , 1 е, 1 . , 1,2' , , , _
2'1 + г 2 1 г + 1 2 ^  г + 1 2 2

1 , , 1 , г 2

(<8*х -  2<§гх + 21п(1 + Г̂ 2х)) + С.
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1 г . . ,  1 г, . , . »  . , соз 4л соз 6л соз 2л= — ̂ 8т 4лА —  ^ зт  6л -  зю 2л)А  = --- —— к ——-------- —  + С.

5. |зтлзтЗлзт2лА = ^ |(соз2л -  соз4л) зт 2лА - 4 |соз2лзт2лА |соз4лзт2лА

6.Г—
Ъ«г

А
2зтл + Зсозл + 5 

г 2сй
М м-З-З!2 + 5 + 5Г

л

16 24

2сП(к =
1 + /2 

2/1 -Г
СОЗЛ —------г, 51ПЛ

1 + /2 1 + /'
ч- 2Л

41 1-Г

- В4, л л  .

с + 2/+ 4 0 + 1) +3

а + ^ к - '-^ + з—--1+5)

1 / + 1 _ —г=агс1%—г^ + С -7з л/з
I 1 + /& х/, , г

—Р=агс1%---- + С.4з л/з

7-1— ~ г "  -  (—•'1 +  зт  Л ■'25111

Л г ск
2зт2л + соз2л •’ з т 2л(2 + с/§2л) с̂1%гх + 2 ^2 5 42

Задания для аудиторной работы
Найти интегралы от тригонометрических функций |

сЦа&с) 1 , с1%х
°  -  —гт= агс1% —т=- + С.

4 зт8л 2. [>/соз7 л зт2лА ,
Г *16-соз 8л

3. (соз4 2хек, 4. Г——* С̂1П
ск

81П ХСОЗ X

5. ГзтЪхсоз5хек, 6. [—
У

ск
351ПЛГ+‘С05Л + 1

7.Г----«И Ас
ск

16з!Л *  + со$ * 8-Я* Г - ск,

Чсоз +31П л: ск.
СОЗ *-31П X

Задания для индивидуальной работы 
Найти неопределенные интегралы

Вариант № 1.

Ч;
соз Зл 

ск
соз" 5л’

2. |зт7 л соз5 хек, 

5. |созЗлзт6л А ,

3. |зт4 лсоз4 хек, 

ск
6. | -* СИ5Ш2Л-2зтЛС05Л-ЗС05 л

Вариант № 2.
1. |соз4 5лзш5лА, 

ск
' з т 4 л•* «п тг

2. |зш2лсоз2 хек, 

5. |зт 7лзтлА ,

3. |зт4 ЗлА, 

ск
4 Зеозл + зт л
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Вариант № 3.
| г втхЖс

1А

4.|-Л С1

4 + СОЗ2 х ’ 

ск
31П ХС05Х

Вариант № 4.
, . г ^ ----- ,

2хсоз22х

. Г51П4 ЗДС ,4. ---- ;----(к,
•’ соз Зх

Вариант 1.

2. |\ч:052 х 51П3 хек, 

5. |зтхсоз9хс(х)

3. |зт2 4 с052 ~:<к,, х ■ т х 
—СОЗ —< 
4 4

сЫ

2 . \ ^ с к ,•> ППС V

5. (соз6*соз8.xЛ, 6. Г------ г3 3 4с|пг

5 -4 зтх  + 6созх

3. |хзт2(5х2)о!х, 

ск
■Мзт2 х + соз2 х + 6

Варианты самостоятельной работы

.— -ск , 1'.'Г—̂
^ 4+х3-12х2 ■'г3

<к

Вариант 2. 

х'ск
ВариантЪ. 

гЗх4- х 2 + 1

2 1

х3+2х2- х - 2 ’
■1-л/ГТТ

•\/х(1 +V*)' 2. (——2 Чх,

З-ЬV С1
ск

зт2 х + Ззтхсозх -  соз2 х 3 7зт2х + 4соз2 х■ ч
Ш7Т

соз хек

ч
X  -X  
хек

ск,

-\/2х + Г  
 ̂ г зтд-ск
■'зт2х-6соз2х

ч
Вариант 4. 

2х-1
х2 -  Зх + 2 

2.|х.у/х-8<&,
зхп2 4 хек

ск. чь
Вариант5.
(4х-\9)ск

4] х - х 2 -4х + 4 

2. I-----'т=ск.

*-ь
Вариант 6. 

4х2 +9

2 \̂ + Чх 2^ л/ з1 + 4 /з1 ’

3 р т  4хс1х 3, Г/я'хеЬс. 3. (соз2 Зхсоз9х ск.
1 соз 4х  ̂ ■’

1.5. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ, ЕГО СВОЙСТВА И ВЫЧИСЛЕНИЕ

х3 + 4х2 + 4х 
ск

-ск.

Пусть функция определена на отрезке,, [а; в]. Разобьем 
произвольным образом этот отрезок на п .частичных отрезков 
[хм. х,] точками а = х0 < х, <х2 < ■■■ < х„ = ь. На каждом из отрезков выберем 
произвольную точку 4„ хм <4,<.х, и составим так называемую 
интегральную сумму функции Т(х) на отрезке [а, Ь]

сгл = ̂ /(^)Дх,., где Ах, = х, — х,_.

Определенным интегралом функции ((х) в пределах от х=а до 
х=Ь называется предел интегральной суммы

„ ь
|1шсгя = НтУ’/(^1)Дх| = Г/(х)с& и тахЛх1->0.П~*Х П-*СС*ШШ*  ̂ .
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Если Цх) непрерывна на отрезке [а, Ь], то этот предел всегда 
существует независимо от разбиения отрезка на частичные отрезки 
длиной Дх, и выбора на них точек

Таким образом, функция, непрерывная на отрезке, интегрируема 
на нем.

Основные свойства определенного интеграла
Ь а а ' Ь с Ь

1. \Дх)с!х = -  |/(х)<&, 2. \/(х)с1х = 0, 3. \Дх)с1х = \Дх)с!х + |/(х)Лг,
а Ь ^  , а а О С

4. |(/Дх)±/Дх))Лр|/,(х)(&± | / 2(х)<&, 5. |с/(х)о!х = с|/(х)Л, с = сопз1.
А ь

6. Если Т(х) > о (Дх) < о) на отрезке [а, Ь], то \Дх)сЬ > о ( | /(*)<& < 0).

Ь Ь

7. ЕСЛИ ^(х) > <р(х) 1 6  [а, 6] а < Ь, ТО /̂(x)с̂ x> р̂(x)с̂ x.
а ‘ а

8. Если подынтегральная функция интегрируема на отрезке [а, Ь] и 
для этого отрезка справедливо равенство

Ь

т</(х)<М, то т{Ъ-а)< Д̂х)с1х< М(Ъ$-а).

9. Теорема о среднем. Если подынтегральная функция непре
рывна на отрезке [а,Ь], то существует такая точка се(а ,ь), что спра-

Ь

ведпиво равенство |/(х)Л  = Дс)(Ь-а).
а

10. Если 7(х) непрерывна и <х>(*) = }/(')<*, то имеет место равенство

Ф'(х)=/(х),то есть производная определенного интеграла по переменному верх
нему пределу х равна подынтегральной функции при том же значении х.

Правила вычисления определенного интеграла
1. Формула Ньютона - Лейбница. Если 1(х) непрерывна на отрезке 

[а, Ь] и Р(х)- какая- либо первообразная функции 1(х) на этом отрезке, то 
справедлива формула

1/(х)с1х=Пх^=Р(Ь)-Па).

2.Замена переменной в определенном интеграле. Пусть функция 
1(х) непрерывна на отрезке [а, Ь], функция х=<рЦ) дифференцируема 
на отрезке [а,/7], причем для любого

I € [а,/?] <р(() е[а,Ъ\, <р(а) = а, <р{Р) = Ь,ТО

)/(х)сЬ = \ д Д 1))<р\1)Ш.
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3. Интегрирование по частям. Пусть функции и= и(х), у^ (х ) 
дифференцируемы на отрезке [а, Ь], тогда справедлива формула

Ь Ь

|ы(л)Л(л) = и(л)у(л)|‘ -  |у(л)г/и(л).

4. [/(дс)аЬс = 0, если Д -х )  = -/ (л ) ;  | / (л )Л  = 2 | / (л )Л  , если Д -х )  = Дх).
-а -о  О

Примеры. Вычислить определенные интегралы.

8 8 1 -ч 4 л
1. | (^  - 1 ) Л  = | ( л -  1)Л = л ’ -  л)| ‘ ^  ■ 24 -  8) -  Р  ~ >) = 12 -  8 -  0.75 + 1 = 4,25.

Таким образом, площадь криволинейной трапеции, ограниченной 
линиями ^ = 1,дг = 8,  ̂= о,^ = ̂ - 1 , равна 4,25(ед2). ' '  ' *

л
2. =  

л *

Л = 5Ш/, с1х = сОВ1& Т 2 , 1, з , - 2 ,/ -  г  ГС05/А  г1-81П / ,,
л/2 , л- ,/3 , я = Г— г~  = I Л  =

,/ =  — '  51П / '  51П г

= (-С1$1-1) т , 71 Я\ . Л" Л. / 1  Я". ,, Л1.
= - (с* Г 7 )+ (с ' * Г 7 )=  - (^ + 1 )+ (1 + 4 ) =

= ] _ ^ _  ‘ 0,1ё1.
12 /З

€г
3. / -  |л1плЛ

«Г

Применим формулу интегрирования по частям.

/=  * = (^1пл) ;!- | ;
и = 1пл, с1и = — г 2

сЫ = хс1х.

X
X2 V ------

= (у1пл )

2

л 2а!х _е4 = е4 + =
6 2 4 4

:2... „
2-------г?ч; = е2л 2 2 /4

Г

= — (Зе4 - е 2) к 39,10.

4. Вычислить среднее значение функции

у =----- !—  на отрезке [О,—].
2созл + 3 ^ 2

25



Применим теорему о среднем'значении.

\/(х)<к = /(с)(Ь -а )  о  /(с) = \/(х)<к.

X I-/2
с1х 1ч =и

С05.Х = ---- г-
1 + / 2 'г 2<А

2созд: + 3 2Л
ск = ---- г , х = 0,1 = 0,х = —,1 = 1

1 + /2 2 1 + /

/
'г Л : 14 сИ 4 .1  / , 4 л/5
0̂2-2/2+3 + 3/24  *•' ' ■ Д Г ' Т -

0,2394.

Задания для аудиторной работы
Вычислить определенные интегралы
. , 2 , , „ 'г с1х „ Ч  ск , У  ск

, х {х^1 + 1пх ; еЧ 1 -е  (л14 * -3 -

V дса!х
5. | л/создг-соз3 хек, 6. [-4— -.+ ̂ -аЬ>, 7. Г ,

'  .х -  5лг + 4 ;соз х
,г -•* . в

9. Найти среднее значение функции /(л )  =

/ 1:
л

+ 2 X

------ на отрезке [0, - ] .
1 + 2 зт2 х 4 2

10.Исследовать функцию на экстремум р(х) = |(/ - 1)(/ -  2)гл, хвК.

Задания для индивидуальной работы
1.-3. Вычислить определенные интегралы.
4. Найти среднее значение функции Цх) на отрезке [а, Ь].

Вариант № 1.

I г С083 хек ч- ск 3 ,^агс1%~ск, 4./(х)-
I х ^ -Ы 1 х \ х V 25+ 3*

(Ответы: 1)-0,086; 2) 1,571; 3)0,468; 4)0,222.)

,а = -3, Ь = 0.

Вариант №2.
2
я 1 . г 2-75 3 »

1. Г—г5 т—ск, 2.\агсС%(2х-У)ск, 3. [ *  — , 4./(х) = хе~*, а = 0, Ь--\
I х х  1.5 275 V'4 + х2

(Ответы: 1) 1,000; 2)2,576; 3)42,667; 4)0,264.)
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Вариант № 3.

11 ф 2 Г^ + 2̂
О Vлг + 9 - V * ’ 7.х2(х -1 ) ’

*
3. | ( *  + 2) С05—<йг, 

о ^
4-/(*) 5ш(1пд;)

------------,а
л;

6 = е.

(Ответы: 1)12; 2)0,0959; 3)6,2832; 4)0,2675)

Вариант № 4.
ж

I 3 . 0.5-Л 3
1.[3*2(1 + е‘ ‘ )Л ,. 2 . [ - ^ - ,  3. [ 1 Л

(Ответы: 1) е; 2)0,796; 3) 1,3333; 4)0,25.)

4;/(х)=(.х-1)1пл:, а = 1, 6 = 2.

1.6. ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

Несобственными интегралами называются интегралы с 
бесконечными пределами и интегралы от неограниченных функций.

а) Пусть функция Цх) непрерывна при хе[а,+<»). Тогда 
несобственный интеграл от функции 1(х) в пределах от а до +■» 
определяется равенством

I /(х) сЬс = 4Нт^ | / ( х ) с Ь  , (1)

Если предел (1) существует и конечен, то несобственный интеграл 
называется сходящимся, если этот предел не существует или 
бесконечен, то интеграл называется расходящимся.

Геометрически интеграл (1) в случае положительной 
подынтегральной функции Г(х)>0 представляет собой площадь фигуры, 
ограниченной графиком функции у=1(х), прямой х=а и осью Ох. Если 
интеграл сходится, то площадь фигуры выражается определенным 
числом; для расходящегося интеграла площадь фигуры, бесконечна.

Аналогично определяются несобственные интегралы от 
непрерывных функций по промежуткам (-°о,б), (-«>,+<»)

ь " ь ^
\/(х)Ох = Нт  \/(х)с!х, '  (2)

+ « . е с Ь

\/(х)с!х = \/(х)с1х + \/(х)с1х = Нт \/(х)х1х + Ит \/{х)ск, (3)

Интеграл (3) называется сходящимся, если сходятся оба интеграла 
в правой части равенства (3); если , хотя бы один из интегралов 
расходится, то будет расходится и интеграл по всей числовой оси.
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ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ И РАСХОДИМОСТИ ИНТЕГРАЛОВ С 
БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ

Пусть ДЛЯ * 6 [а,-К С ) о < / (*) < <р(х), а> 0.
+оо +оо

1. Если \<р(х)<Ьс СХОДИТСЯ, ТО СХОДИТСЯ И \/(х)сЬс, причем

\/{х)Лс< \<р(х)<ьг.

2. Если расходится, то расходится и интеграл от

большей функции |р(*)Л.

3. Если для * е [а,-ко) /(х) > о, <р(х) > 0, а > о существует предел
отношения

*  о, то интегралы 1/(х)Л и \ч>(х)ск ведут себя одинаково, 
*-*• <р(х) ' о о

т. е. сходятся или расходятся одновременно.
сходится, если р >;1, 

расходится,если0 < р < I.
Замечание. Интеграл =

1 Х
4. Если интеграл || / ( * ) I Ох (а> о) сходится, то сходится и интеграл

\Дх)0х, причем его сходимость называется абсолютной.

6) Интегралы от неограниченных функций,
. Если функция /(х) непрерывна ДЛЯ Хе[а,6) и Нт /(л) = 00,ТО

. Ь Ь - е

[/.(.*)■<■& = Нт [ / (х )ск  (4 ).......  Л е -» о «/
а а

Этот интеграл сходится, если предел равен конечному числу.
Геометрически такой несобственный интеграл для Цх)>0 

представляет собой площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
у=?(х), прямой х=а и вертикальной асимптотой х=Ь.

Если подынтегральная функция ((х) непрерывна для хе(а,*]и в 
точке х=а имеет бесконечный разрыв, то

Ь Ь

] | / ( х ) Л  = Нгао | / ( х)Ок (5 )
а а + 6

Если функция Цх) имеет бесконечный разрыв в точке се(а,Ь) и 
непрерывна ДЛЯ л е [о, с) и х 6 (с,Ь], то

Ь е Ь  с - е Ь

}/(*)<& = \/(х)<1х + \/(х)<Ьс = Нт \/(х)с1х + Нт \/(х)дх. (6)
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Если оба предела в правой части равенства (6) существуют и 
конечны, то исходный интеграл называется сходящимся; и он 
расходится, если хотя бы один из пределов не существует или равен 
бесконечности.

Справедливы признаки сходимости и расходимости интегралов от 
неограниченных функций, аналогичные признакам сходимости 
несобственных интегралов с бесконечными пределами. Эталонами для 
сравнения служат интегралы

(—— —  (а > 0) или (— —— . (а > 0),
! (Ь -х У  >{х-аУ

которые сходятся при о<а<1 , а расходятся при а > 1.

Примеры. Вычислить несобственные интегралы или установить их 
расходимость.

+ос . +ас | Ь *
1. \хе~х'(]х = —  \е~'с1(-х2) = —  Нт Ге'*’</(-дс2) = Н т (е " ! )|$ = ̂ 9  ̂ 9 Ь-*+<*> * 9 Ь-*+ас 1

= - -  ИтЛ-+-е° = -, значит, данный интеграл сходится. . ,
2 ь->«*>еь- 2 2 . , '
2 , 2-е I

2. Г-?̂ =  = -Н т Г (2 -  х) ‘ 2 (1(2 -  х) = -  Нт 2л/2 -  д:|2-  = -2 Нт VI + 2 VI = 2 Л .V./? _ V *->0 V с-*0 1у

3. = Нт = Ит(^)|1 = -^+ ~ П т~  = ®, следовательно, исходный
I. _-2

 ̂ <»-*о  ̂ а~»оу_2

интеграл расходитсй,

Ч ;
сЫ

’х+Зх2

Подынтегральная функция при х=0 терпит бесконечный разрыв. 
Очевидно, что при х>0 справедливо неравенство

-==-!----<-)=. Причем Г-^г = Нт (х *ск = — \кау[х1\[ =■ — -0 = —.
V I+3х2 VI №  -*0!  з-*®*. 3 3
Значит, исходный интеграл сходится по первому признаку сходимости.

5. Г— ~ О х . Оценим подынтегральную функцию для всех х из
1 V-* ■ ■

промежутка интегрирования, получим неравенство.
1 2 + 51П х 3

VI VI VI

Г-̂ =г = Нт Г-̂ г = 211тVII‘ =;2Нтл/б-2 = с« 6-*® * Л-*оо I ' 6-+Ю

По второму признаку сходимости данный интеграл расходится.
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Задания для аудиторной работы
Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость.

~Г— 2. "Г____ !
-х2(х + 1)’ { х2 +

Ах

Ч

2(* + 1)
Ах

х3-6х2’ ^х'’ -4 х2.’ $х2-5х + 6

,  V хЛ  , '[Зx2+2^
К , г Ч т / Г *2х + 2

6. ——-, 7. (———------, 8. ГбшхЛ:.
К 3-Лх2 >х2-5 х + Ь 1

Исследовать интегралы на сходимость.
I т л+ос / Г П  Г

-Ах, 10.Ч Р
1

1 !':)>*■, 12'!'
0

(к
л + Ъх + 4 

ЩХ + Ух2)

х - 6х  + 8

Задания для индивидуальной работы
1.-2. Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость. ,
3.-4. Исследовать сходимость несобственных интегралов.
Вариант № 1.

Р.Ьг
дх

х2т 6х + 10 . Ч
хАх
х2-4 ч -

х2Ах Чт х'Ах

1](\-х2)>’ о\](х5 + 3х4)7

Ответы: 1) тг; 2)2,236; 3)сх; 4)расх.

Вариант № 2.

Л  „ V Л  ., *г(3х2 + 4х + 1)ЛЧ~2(х2-1)2' 2л/(х _ 2)(5-х) ’ ДД2х+3)Т'

Ответы ;1) 0,059; 2)3,142; 3)сх.; 4 )расх

А

Вариант № 3.

1 2 С-__________
]  л2+1 Ь - х ) ^ ’ о 1п(1 + •*)

Ответы: 1)1.234; 2)1.814; 3)сх.; 4)сх.

ч1п(1 + V ?  )Л

Вариант № 4.

Ахч- Ч :
Л

х2+8х + 17’ (3- х)л/1-х2 ’ Ч

Ч Л:
е -С05Х

Ч
х2 Ах

о л1(А-х6

Ах л |-5тхах

(4 + х1)л]агс1ё0,5х' Ч  С058 X
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1.7. Геометрические приложения определенных интегралов. 
Вычисление площадей плоских фигур

< Рассмотрим следующие случаи.
1. Площадь плоской фигуры, ограниченной непрерывной линией 

у=1(х) (1(х)>0 .если а<х<Ь), ординатами х=а и х=Ь и отрезком оси 
абсцисс (рис. 1), вычисляется интегралом

5 = | / (* )Л .
а

2. Площадь криволинейной трапеции (рис. 2), ограниченной пря
мыми у=С, у=С| , Непрерывной КРИВОЙ х = <р(у) (<р(у)>. О уе[с,</]) и осью Оу,

</ •' ■'
вычисляется по формуле 5 =

у

, Ь а -• ■ ■
ются по формулам 5= {(/(*)- / 2 (*))<&. 8= [Ы у) - ^ ) ) ^ -

б.Если криволинейная трапеция ограничена прямыми х=а, х=Ь, 
осью Ох и кривой, заданной параметрически х = х(1\у = Л0,то площадь
фигуры находим по формуле

/>
5 = |>(/) • х'(1)Ж, где а = х(а), Ь = х(Р). ^
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6: Площадь фигур в полярных координатах.
1 Р . Р '

В = -  \гг(<р)В:р. В = - \(г2(<р) -  г2(<р))В<р.

Задания для аудиторной работы

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у=х2+4х
и прямой у=х+4. (Ответ: 20,83) . „

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной* параболой у2=9х и
прямой у=3х. .......................

(Ответ: 0,5.)
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной замкнутой кривой

у2 = х2 —х*.
.(Ответ: 1,(3).)

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией у = -?—; и еех +1
асимптотой.

(Ответ: л.)
5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной первой аркой циклоиды

. * ~ а(Г -  51П <),и осью 0 Х. (Ответ.3 а2ж.)
[у = а(1-соз0

6. Вычислить площадь фигуры, ограниченной петлей линии
х = 312,у = 41-1\

(Ответ: 51,2.)

‘ : 7.Вычислить площадь фигуры,' ограниченной линией г = а$тЗ<р. 
(Ответ: о,25т2)
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Некоторые кривые (для справок)

1 .Локон Аньези у = -^ — .7
х 2 +1

У
1

0 X

2. Парабола Нейла у  = \1х*. У

N . 11 X /1 У 1
-1 1 . х

З.Кривая Гаусса >> = ехр(-д:2).
У

--  1

1

1
' 0 х

4.Лемниската Бернулли г2 = а2 со&2гр. У

/УУ

-ч чч

г II Гдг = а(Г-5т/),
5. Циклоида (

^  [у = а(1-соз/).
У

г '/11
 ̂ \\ \ N \ ч

2а

/ \  /  1 / ! . / /' ^

0 то 2«а х
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6 . К а р д и о и д а  / ^ а О  +  со зр ).

\  -Л Ф  \  _ 
о /  у  А

2 2 2 
х у + у у ~ а у, ,

7 . А с т р о и д а  г ,  =  вс0/ч

“ Ь - л й *

У

/ / / у  
/ /
» /

0
\ \  N \ Ч ' ч ___

а

1 Ч
\ N \  \N. ■ \ • •: - •

^ ; а х
/  // /

-а

8 .Т р е х л е п е с т к о в а я  р о з а  г =  аъ\пЪ<р.
У

■■<5 к _ _

Э .С п и р а л ь  А р х и м е д а  г = а<р.

\ •

10 . Г и п е р б о л и ч е с к а я  с п и р а л ь  г = ~
<1> / -------------------~ 7 м

/  Г о

У  0 \ а
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Задания для индивидуальной работы

1.-3. Вычислить площади фигур, ограниченных заданными линиями.
4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией (перейти к 

полярным координатам).

Вариант № 1.
1.уг =\ -х , х = -3. ■ 2. л = Зсо5/,у = 58тГ. 3.г = а(1 + со5(э). 4.x* + у* = х2 +'_у! .

(Ответы: 1)
32

2)15/г; 3)1,5ла2; 4)д=.)

Вариант №2.
\.у = х2-6х + 9, 4х-у  = 12. 2. л = Зсо5, Г,>' = 35т,Л Зг = асо$2<р.

4.(х2 + у2)2 = в2(4х2 +>>2). (Ответы: 1)^2.; 2)— п\ 3)0,5яа2; 4 )^ °--:)
3 8 2

Вариант № 3.
\.уг +8х = 16,у2-24х = 48. 2. дг = 2со5/-соз2/, у = 2зт1-зт21.

3. г 2 = о 2зт2^. 4.(дг2+у2) , =а2х2у2. г ,

(Ответы-.])—  Тб; 2)бжг2; 3)0,5а2; 4 )- а 2.)
3 ' 8

Вариант № 4.
1.у2 = х + 5, у1 = -х  + 4. ' 2. х = 212,у-91~12 (петля).
3. г = 2 + созр (улитка Паскаля). 4. (х г + у2)2 = Зх2 -  у2.

(Ответы : 1)18л/|; 2)259,2; 3)4,5л-; 4)л.)

1.8. Вычисление длин дуг плоских кривых.
1.9.Вычисление объемов тел

Рассмотрим правила вычисления длины дуги кривой.
1. Если дуга кривой АВ задана уравнением у = /(х),а^х<ь, то 

длина дуги АВ определяется по формуле

/  =  / V I  +  / ' 2(х )с1х .

Если дуга кривой АВ задана уравнением х - 1р(у),с<у<а, то длина 
дуги АВ находится по формуле ..

• / = 1Ф + <р'2(у)сЬ-. ...

2. Если кривая задана параметрическими уравнениями
х = х(1),у = у(1),1е[а,/3], ТО .

1=Ух'2(1)+у'2(1)А.
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3. Если известно полярное, уравнение дуги ;АВ:, г = г(р), ре [а,/?], то 
длина ее дуги равнаV - в ' -■У.'- • •

■ : ■ / = | / г 2(р)ч г';(р)ф

Правила вычисления объемов тел. .
1. Если известна площадь 3=3(х) сечения тела плоскостью, 

перпендикулярной оси Ох,
а<х<ь, то объем тела вычисляется по формуле

2. Объем тела” полученного при вращении вокруг оси Ох (Оу)
криволинейной трапеции, • ограниченной линиями
у = /(х), х = а, х = Ь, > = о вычисляется по формуле

ь ь ,
Ух = я \ / г(х)с1х (Уу=2я\х/(х)Ас).

3. Пусть фигура ограничена линиями
У^/,(х), У = / 2(х), / 2(х)>/1(х), х = а, х = Ь.

Объем тела вращения этой фигуры вокруг осигОх вычисляется по 
формуле

К =я\(/1(х)-Л(х))ск.

4. Если криволинейный сектор, ограниченный кривой г - 
лучами <?~а, <р = р, вращается вокруг
полярной оси, то объем тела вращения 
находится по формуле

2 'г... V = — л ]г5(^)-5т^#р.

Пример 1. Вычислить объем тела, 
образованного вращением вокруг оси Ох 
фигуры, ограниченной параболой 
у = 3х-хг И ОСЬЮ Ох.

. При вычислении объемов тел вра
щения нет необходимости изображать 
сами тела; достаточно построить плоские 
фигуры, которые будут вращаться вокруг указанной оси.

Ф )  и

3 3 д  4 5

V = л’|(Зх-х2)2Лг = ж|(9х2 -  6х’ +х*)(1х =ж(3х'------ + —) °
о о  ̂ .

= 81?г(1 -1,5 + 0,6) = 8,1гг.
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Пример 2. Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры 
из примера 1 вокруг оси Оу.

Найдем требуемый объем двумя способами.

а )  Уу = 2л 1*(3х- х 2)(1х = 2,т|(3х2 - х ’ )сЫ =2п(х' - ^—)|/ = 2 я ( 2 7 \ 3 , 5 л .

б) Преобразуем уравнение параболы следующим, : образом
.у = 3х-х2, х1-3х = -у, ( х - - ) 2- -  = -у, (х-1,5)2 = 2,25-у , х -1,5 = ±,/2,25 -у .

Из рисунка очевидно, что уравнение левой ветви параболы 
х = 1,5-,/2,25- у  (х = <рх(у)\ уравнение правой ветви параболы
х = 1,5 4 ,/2,25- у  {х = гр1{у)\ 0<у^2,25. л

Тогда для вычисления объема используем формулу

V, = п \<р1(у)-(р1(у))с1у=л {((1,54,/2,25 - у ) 2-(1 ,5 -^2 ,2 5 - у ) г)с1у = п \бр,25-ус1у =
0 , 0  о

= - б т г | о 25 = -#яг(0- л/2,252) = 4л-• 2,25• 1,5 = 13,5;г. . \ ;

Пример 3. Оси двух круговых 
цилиндров, радиус основания 
которых равен К, пересекаются 
под прямым углом. Найти объем 
тела, составляющего общую часть 
цилиндров.

Решение. Рассмотрим два 
круговых цилиндра с взаимно 
перпендикулярными осями, их 
уравнения х2 + у2 = Д2 их1 422 = Й2.

Изобразим одну восьмую 
часть тела, расположенную в 
первом октанте.

Рассмотрим сечения : данного тела , плоскостями, 
перпендикулярными оси Ох.

х = сот/, у = АВ = л/Л2- х 2, ’ г = /Ш = ВС = л/й2 - х 2. 1 ‘ ‘ м '!
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Таким образом, сечение представляет собой квадрат АВСД, пло
щадь которого равна

8(х) = АВ-ВС = К2- х 2.

К = 8\8(х)с1х = 81(«2 -  х 2 )Л  = 8(Я2х -  — ) ) = - Л 5-

Задания для аудиторной работы
^ '

Вычислить дли нуду ги
1. Параболы = 2л/л . от точки А( 0; 0) до точки В(1; 2).
(Ответ: Л  + 1п(1 + Л )  « 2,29.)

2. Кривой х = 0,25/ -0,51пу ОТ ' у х = Г  ДО у 2 = е.
(Ответ: 0,25(е2 +1).)

' 3 Кривой х== (,?-~2)5т/ + 2»со8<, >’ = (2 -/2)с°5/ + 2/8т/, г е[0,я].

4 Одного витка архимедовой спирали г = ар.
5. Кардиоиды г = а(1-созр). I
6. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями

42 = /  + 2 /, 2 = 1.

Найти объем тела, образованного вращением фигуры, 
ограниченной заданными линиями, вокруг указанной оси

7. у  = 4х-х2, у -  х, Ох.

8. у  = хг, 4х-у=0, От.
9. >> = х’ , х = 2, > = 0, Ох и Оу.

Задания для индивидуальной работы
1. - 2 ;Вычислить длину дуги кривой.^ ,

’ 3. - 4; Вычислить объем тела вращения фигуры, ограниченной ука
занными линиями, вокруг указанной оси.

Вариант №1.

\.у = 1п(1—л:2), х,=0, х2 = 0,5. 2. х = е'со51, у = е'вт1, /, =0, 1г = 1пя.

3. у  = 0,5х2 -2 х  + 2, у  = 2, Оу. 4. — + ̂ - = 1,----- ^- = 1,х>0 ,Ох.
х  '  25 9 1 15

(Ответы: 1.1пЗ-0,5, 2 . Д ( ж - \ ) \  З.у?г; 4.1,12̂ ).
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Вариант №  2.
1.л = 1псо5>>, = 0, у2= у . 2.л = асо531, у = а5т’ г, 6=0, 1г =2п.

3. л2- / = 9 ,  л = 6, Ох. 4. _у = е"+6, у = е2', л = 6, Су.

( Ответы: 1. 1п(2 + ->/3); 2. Ьа\ 3. Збтг; 4.3я-(21п3-1)1п3.) !

Вариант № 3.

1 -Л = !>/(>’ -1)’ - У\ =1. У* =4- 2.у-^\-~х2 + агсзтх, = 0, —
10 г

3. ху = 4, 2л + у -6  = 0, Ох. 4. — + — = 1, л2-  — = 1, Ол. 
25 9 15

( Ответы: 1 : /а/2. ’ ; 4. 1,12*.)

Вариант № 4.

1.у = л/2л-л2-1, л, = 0,25, л2 = 1.
2 2 2

2 .x3 + ^ 3 =83 (астроида).

3. у 2 = 16л, л = 4, Оу. 4 — = 1, — -  — = - С  Ох. 
9 25 25 9

( Ответы: 1. агс$тО,75 ; 2.48; 3. 204,8тг ; 4. 70л-.)

! 1.10. Приложения определенного интеграла к решению некоторых 
задач физики и механики

1. Путь, пройденный материальной точкой.
Если точка движется прямолинейно со скоростью у=у(1), то путь,

пройденный ею за промежуток времени [(„у , равен з = |у(()сл.
<1

2. Вычисление работы переменной силы.
Пусть под действием силы Р(з) материальная точка движется по 

прямой Оз. Работа этой силы на участке пути [а, Ь] определяется по 
; формуле •-*' ^
1 ь

А=

Пример. Котел, имеющий форму эллиптического, параболоида

л = — + +- высотой Н=4м, заполнен жидкостью плотностью 5 = 0,8 ^ /,.

Вычислить работу, которую нужно затратить на перекачивание 
жидкости через край котла. .. ■ -• .
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Если 2=4, то в сечении параболоида этой плоскостью получим
X1 у2 ‘ЭЛЛИПС— + — = 1.16 100

На высоте 2  выделим элементарный слой жидкости толщиной бг . 
В силу, того, что бг мало, можно считать этот слой эллиптическим

- х2 V2
цилиндром с высотой бг ,в основании которого эллипс — +—  = 1.

**• - 4г 25г
Элементарный объем этого цилиндра равен лу => • гЛ  • 5ЛсЬ = Юж ■ ак, 

его масса , 4от = ̂ - 4К = 0,8 10 я г4г = 85 - 2«Ь, .
Элемент работы, затраченной на перекачивание элемента массы 

б т  на расстояние Н-г = 4-г, будет равен
а!А = (Я  -г)-в<1т = (4 -  г)8 ■ 8тт ■ хк  = 8я- 8(42-22)ск.

. 4 - > . 3 ’ • '. Г л с
А = ■ 8(4г - 22)Ж = %л ■ 8(22г )| * = 8л ■ § ■ 16(8 -  - )  = 8л • 8 • 64 • |  = 26285,568(кОж).

3. Вычисление силы давления жидкости на пластинку
" ‘Если пластинка находится в горизонтальном положении на глубине 

11 от поверхности жидкости, то сила давления Р жидкости на эту 
пластинку вычисляется по закону Паскаля:

, . Р = 8РЬ$,
где д- ускорение свободного падения, 3- площадь пластинки, 
р - плотность жидкости.

Если пластинка погружена в жидкость вертикально, то сила давления 
жидкости на единицу площади изменяется с глубиной погружения.

Пусть пластинка, имеющая форму криволинейной трапеции, погружена 
в жидкость так, что боковые стороны этой трапеции параллельны поверхности 
жидкости. Тогда сила давления на пластинку вычисляется по формулам:

Ь к
Р -  8' \р х/(х)с!х, (1). Р = 8 ■ \р  ■ х(1г (х) -  / ,  (х))ск. (2)
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Пример. Найти силу давления, испытываемую полукругам радиуса г , 
погруженным вертикально в воду так, что его диаметр совпадает с 
поверхностью воды. -

Воспользуемся'формулой (2), в которой в данном случае
/2(х) = т]гг - х г , /1(х) = -4 г1 - х г , а = 0, Ь -г .

Р = 8 р \ х -2 ^ г1- х 1<1х = ~ $ р { г г - х г)'*\'0 = ^ г УёР-

4. Статические моменты материальной дуги, заданной 
уравнением >> = /(*), « [я, Ь], относительно координатных осей находятся 
по формулам

Л/, = \р(х)/(х)ф + Г 1(х)С1х, Му = \ р { х )х 4 и г \ ^ -  ,

Координаты центра масс материальной дуги

=— , Ус =— , м = 1р(х)ф + / п(х)с1х, , где М- масса Дуги, а ^  = /?(л:)-ее
ЛТ М ■ ■■■■■■■■ I

линейная плотность.
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Пример. Найти координаты центра масс однородной дуги окруж
ности радиуса К с центральным углом 2а.

Выберем систему координат так, как показано на рисунке

а
а

Тогда в силу однородности и симметричности расположения дуги 
вторая координата центра масс будет равна нулю, у с = о. Запишем 
параметрические уравнения дуги окружности, х = Лсоз/, у  = я$\т, - а < 1 <а. 

Находим массу дуги и ее статический момент относительно оси Оу.
а _____  а ______________

М = р  ^ х ' 2(1) + у П(1)Ж = Р У  я 1 (5Й111 + С052 !)Л  ~рН11 = 2 рКа.

а а а
■ р  |/?соз( ■ т] х '2(1) + у '2(1)с11 = рКг |со5/<Л =2рН1 |соз(Л = 2рКг япа.

Выпишем координаты центра масс дуги окружности
2рЯ25та -5ша

х =-^---------= К------ , у, =0.
2 рКа а

5. Координаты центра масс плоской фигуры, ограниченной 
линиями у -  /\ (х), >' = /2(х), х е [а,Ь], 5 = 5{х) -поверхностная плотность
фигуры.

'А Ь
м  = |<5(х)(/2(х )-/ ,(х ))Л , М у = |х15(х)(/2(х) - / , (х))А ,

М. ^ ( х)(/!2(х) - / ,2(х))Л ,
_ л ^
,м л

Пример. Вычислить координаты центра 
масс однородной плоской пластины, офа- 
ниченнойЛИНИЯМИ у  = 1-х2, х - у  = 1.

Построим фигуру, офаниченную данной 
параболой и данной прямой. ,

Так как пластина однородная, то ее поверх
ностная плотность постоянна, будем считать, что 
она равна единице, <? = <?(х) = 1. Восполь-зуемся 
формулами, отмеченными выше.

Причем /, (х) = х -1, / 2(х) = 1-х2, а = -2, 6 = 1.
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А/ = \(\-х1-хл-\)с1х=\(2-х-х1)с1х =(2х - у - у ) ' - (2 - 1 - 1 ) - ( _ 4  + - - 2 )  = 4,5.-г , V. 2 3 5> 3

М, = |  |((1--х:): -(.г- 1)2)Л =^ |(*4 -Зх2л 2х)8х = +х2)
 ̂-2  ̂-2  ̂ '

1 32 1 33
- - ( —  + 8 + 4) = - ( — -1 2 ) -3 ,3 -6  = ->2,7.

2 5 2 5 \
I I 4 3

Му = |лт(1 - х 1 - х  + 1)Л = ^ (2 x -x '- х 2)Ж = (х2-  —
_■> 4 3

' = -(--1  + 1)- 
’ 2 2 5

1 = ( 1 - 1 _ ! ) - ( 4 - 4  + - )  = 
' 2, . 4 3 ■ 3

= -2,25.
-2,25 М. -2,7хс = _Х = _ ^  = _о,5. — ———■ — ———— — 0,6.

с Л4 4,5 ' 'Г А/ 4,5 '
Ответ: С(- 0,5; - 0,6).

Задания для аудиторной работы
1. Скорость прямолинейного движения материальной точки равна 

* = 1е-а-т' м/ сек.Найти путь, пройденный точкой от начала движения до
полной остановки.

(Ответ: 10 км.)
2. Вычислить работу, которую необходимо затратить,; чтобы 

выкачать воду из конического сосуда, обращенного вершиной вниз,
радиус основания которого равен К и высота Н. (Ответ: ~^зп2н 2).

3. Вычислить работу, которую нужно затратить наг сооружение пра
вильной четырехугольной пирамиды со стороной основания 2 м и высотой 4 
м из материала, удельный вес которого у = 8-% = 24 *#/3. (Ответ: 128 кДж)

4. Вертикальная плотина имеет форму трапеции. Вычислить - силу
давления воды на всю плотину, если верхнее основание плотины а=70 м, 
нижнее основание в=50 м, а высота плотины Ь=20 м. ‘ - * .

(Ответ: —+26- — ^пзоош).

б.Найти координаты центра масс однородной дуги первой арки
ЦИКЛОИДЫ Г -• !

/ 4 ах = а(!-5'тг), у = а(\- С05/), 0<1< 2л. (Ответ: хс -  ла, ус=—) -

6., Найти координаты центра масс однородной плоской фигуры, 
ограниченной линиями -

у  = *, у  = х 2 - 2х. (Ответ: С (1,5; 0,6)).

Задания для индивидуальной работы
Решаете свой вариант аттестационной работы № 3.
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II. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ
2.1. Область определения функции г=Т(М). Частные производные, 

производная по направлению, градиент функции

Если каждой точке М из некоторой области Д соответствует 
некоторое число 2  из множества к а к, то говорят, что 2  есть функция от 
М. Если точка М имеет две координаты М( х, у), то 2 =?(х,у)-функция двух 
переменных. Функцию трех переменных обычно обозначают так: 
и=(г(х,у,2 ). 0(1)- область определения (существования) функции, Е(0- 
область значений функции.

Частным приращением функции 2 = /(х ,у) по х (по у) называется 
разность вида

Д.* = /( * + Д*, у) -  /(*> у) (&Уг = /(*> У+Ау) -  /(■*, у) )•

Частными производными функции :--/(х,у) ПО X И ПО у 
соответственно называются пределы отношений вида

дгДх2 дг ! , ' А у2
1Ш1 — =  =  2 =  / л х »У)* 1Ш1 — =—  -Дх дх Ду ду= г', ~/'у{х,у).

При нахождении частной производной по одной переменной другие 
переменные считаются постоянными, поэтому все правила и формулы 
дифференцирования. функций одной переменной применимы для 
нахождения частных производных функций любого числа переменных. 

Полным приращением функции г = Дх,у) называется разность
'■ Л2 - /( х  + Лх, У + Лу)-/(.Х,у). ' .

Полным дифференциалом .функции 2 = Дх,у)называется
главная линейная часть полного приращения функции, обозначается дг.
., 0, - Если функция 2 = /(х, у) имеет непрерывные, частные производные 
по обеим независимым переменным, то полный дифференциал равен

дг = г'хдх + г'уду = Д(х,у)сЫ + /„' (х, у)3у, Ах = с1х, Ау = с1у.
Полный дифференциал функции трех независимых переменных

Ч -  /(*,>’.-) Ли- /,'(х, у, 2)Л + Д  (х, у, 2)4 ’ + /,'(х, у, :)сЬ
При малых приращениях Дх и Ау справедливо приближенное 

равенство
, ^,^Дх0,у0) «Ч/(х0,у0) или Дх0 + Ах,у0 + Ау)« /(х0,уа) + /;(х0,уа)Ах + / у(х0,у„)А)

Эта формула используется для приближенных вычислений значений 
функции.

Производной функции и = /(х,у,г) в точке лг0(х0,у0,20) в направлении
вектора а = (/,т,л) называется предел

Д и(М0)'^ди(М0)Нш \м„м\ да
а = МпМ
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Эта производная находится по формуле
_ и'х(М 0)-со$а+и' (М 0)-со$/} + и',(М0)-со$у,

да ... ....
1 т  пС05а=-у -------  = , С05Р = ---= ,  С05 У =  —г— ----- -- = .

V/2 + т 2 +и2 V/2 + т 2 + л2 ' V/2 + т 2 + л2
Производная по направлению показывает скорость изменения 

функции в данной точке в данном направлении.
Градиентом функции и-и (х ,у ,г) называется вектор

угади = (и'х,и'уУи\). ;; : :

Производная функции в направлении ее градиента принимает 
максимальное значение. : ' -

Вектор- градиент функции и(х,у,2 ) в точке М0 направлен перпен
дикулярно поверхности уровня и(х,у12 )=С, проходящей через точку М0. ^

Пример. Дана функция и=х+у2-г3 и точка М0(1;2;-1). Найти произ
водную функции в точке М0 в направлении вектора мйм\, где М,(3; -4; 2).

Находим частные производные функции в точке М0.
и\=\, и '(1, 2,-1) = 1. и'у=2у, г (̂1, 2,-1) = 4. и'г = -3 г\  и',( 1, 2,-1) = -3.

Находим координаты вектора мам[ = (2,-6,3) и его направляющие 
косинусы

|а/0Л/,| = л/4 + 36 + 9 = 7, соза = у , соз/? = - ^ ,  соз^ = у.

Тогда искомая производная будет равна 
ди(М0) 2- 6 3 2 -2 4 -9  31

да 7 '  7 7 7 7 '
Так как производная отрицательна, то функция в данной точке в 

данном направлении убывает. ■: < .

Задания для аудиторной работы
1. Найти и изобразить области определения следующих функций:-
а) г ~ т[у*~-2х + 4, “ Ъ) г = 1гцс + 1псо5у, с) г =\1х2 -4  + ̂ 4 -у 2.
2. Найти частные производные функций:
а) г = л ’ >, + созх-3<5х 1п>' + 5 , Ь )г  = агс1%—, с) гГ= е8"44' ~’г>, Л)и = (ду2)',

дг '
е) и = (х -  у)(у -  2)(г -  л).
3. Найти полный дифференциал функций:
а)г=1п#^-, й)и = г ~ = .  , ........

6.г +>’ '■" '' ' ‘ :
4. Найти производную функции г=х3-2х2у+х у2+1 в точке М0(1; 2) в 

направлении вектора
м01т„где М,(4; 6).
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5. Найти производную функции и=х2-Зуг+7 в точке М(1; 2; -1) в 
направлении, составляющем одинаковые углы со всеми координатными 
осями.

6. Найти угол между градиентами функции г = 1п - в точках А(0,5;X
0,25) и В(1; 1).

Задания для индивидуальной работы
1. Найти область определения функции.
2. Найти частные производные и полный дифференциал функции.
3. Найти производную функции в точке М0 в направлении вектора

л/^л/, ; градиент функции в точке М0.
Вариант № 1.
1)г =*]у;$тх. - 2) г = агсс1§(ху1). 3) м = 1п(л + -~̂ -), М0 (1,2,1), А/,(-2,3,5).

Вариант № 2.
1)2 = агс5т—, 2) 2 — С05-——̂ -г, 3)а = — + — -  —, Ма( 1,1,2), Л/, (8,— 1,— 4).

X X +У ■ х у 2

Вариант № 3.
1х — V2

1)2 = агссо5(л: + у), 2)2 = 1%----- — 3) и $ш(-г -  у) 
2 '2  3

Вариант № 4. .
1)2 = агсзю(2д;-у ), 2) г = 1п(3х2 - уА), 3) а = 8 • \]ху +уг +г, М0(3,2,1), М ,(5, 8, 4).

2.2. Дифференцирование сложных функций.
Дифференцирование неявных функций

Функция вида 2 = /(«,у), и = <р(х,у),\  = ц>(х,у) называется сложной 
функцией переменных х и у. Считаем,, что функции /(«.V), <р(х,у),ч/(х,у) 
имеют непрерывные частные производные по своим аргументам. 
Частные производные сложной функции по переменным х и у находятся 
по формулам:

г' = г '-и '+ г '- у ',  г' = г' -и’у + г'

ЕСЛИ 2 = / (« ,у), и = /р(х), у = ц/(х), ТО с1х
дг с!и дг с1у 
ди Же ду ек

Если г = /(х,и), и = ф ),  то полная производная функции г  ПО X 
находится по формуле

Жг _ йг + йг 
Же дх ди Же
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Если уравнение /•'(*,.!■) = о задает одну или несколько так назы

ваемых неявных функций у (х) и ГАх,у)*о, то — =сЫ Гу(х,у)
Если уравнение Г(х,у,г) = о определяет одну или несколько 

неявных функций г(х, у) и
р;{х,у,г)*о,то справедливы формулы:
дг _ Р"х(х,у,г) дг _ _ Р'у(х,у,г)
дх Г;(х,у,г)’ ду , ГЦх, у, г)'

Если поверхность задана уравнением гЩх,-у), то уравнение 
касательной плоскости к поверхности в точке М0 (хо, Уо/о) имеет вид

2-2<,=Л(х0;у0)-(х-Ха) + /;(х0,уа)-(у-у0),
а канонические уравнения нормали к данной поверхности, проведенной

через точку М0 (х0 у о ?о), запишутся так: ■ = У-— 0 : = — —■
/ Ахо>Уо) / у(х0’Уа)

Если уравнение поверхности задано в неявном виде Г(х,у,г) = о и 
Р(х0,У0,2о) = ° ■
то уравнение касательной плоскости к поверхности в точке л/0(хо,Уо,2о) 
имеет вид

К  (*о>Уо.го ) • (X -  х0) + Гу (х0, уа, 20) ■ (у -  у0) + ГАх0, у0,г0) • (г -  г0) = О,

а уравнение нормали х~х°- =
ГА^а) ГАЮ г а ю

$ ■
Задания для аудиторной работы

1. Найти частные производные по независимым переменным
функции 2 = -\/иг + V2, если и = .хзту, V = усо5х.

2. Найти 2' , г ', 'вели 2 = /(н ,V), и = Щхг-у 1), у = ду1.
3. Показать, что функция 2 = у<р(хг~у2) удовлетворяет уравнению

1 дг ^  дг _ _г_ А
х дх у ду у1

4. Найти полную производную функции г^&Цх2 +4у),- где-у = $ЬАх.

5. НаЙТИ — и —1 если г = агс!е—, у = хС051х. •ч & ; <7х V';: X ■ / ■ . . : ,, , --- -
6. Найти производную функции у(х), заданной неявно уравнением 

8т(ху)-х2-у2=5.
7. Вычислить значения частных производных неявной функции 

г (х, у ) , заданной уравнением х3 + у3 +г3- х уг  = 2, в точке М0 (1; 1;1).
8. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности

х у г2 + 2 / + 3у 2+4 = 0 в точке М0 (0; 2; -2).
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9. Найти уравнения касательной плоскости нормали к поверхности 
2  = 0,5(х2-у 2) в точке М1 (3; 1; 4).

(Ответ: и - у - * -4  = 0, =

Задания для индивидуальной работы
1. Найти частные производные г\, функции 2=Ци, V), если и=и(х, 

у) и \'=у(х, у).
2. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция г данному 

уравнению.
3. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к заданной 

поверхности 5 в точке М ^х^уь 2 ,).

Вариант № 1.
1) г =’/(««,у), и = х2 -4^у, V = хе)'. 2) ,2 = - ^ - .  

х + у
9г 9г

X---+ У---= 2.
9х ду

3) 5: 2 = х2 + 2.У2+ 4х}>-5>’ - )0 , ,. Л/, (-7; 1; 8).

Вариант № 2.
1)2 = агссо5—, «  = л + 1п>», у = -

V

' - 4
■2е'\ 2) г = *1п-, 

х
дг дг 

Х& + У ^  = 2-

3 )5 : 4уг - г г +4ху-х2 + 32 = 9, Л/,(1;-2; 1).

Вариант №  3.
у з

1) 2 = / (ы,у), и = ху + ~ , у = х - у  
х

9г дг п 
9х 9у

3 )5 : х2- у 2+ г2-4х  + 2у = \4, Л/, (3; 1;4).

Вариант № 4.
1) 2 = м = хсо5;у, у = —.

У 2>
1 9г 1 9г г 
х &  у ду у2

3 )5 : г = х2 + у2-4ху + Зх-15, А/,(-1; 3; 4).

2.3. Частные производные и дифференциалы высших порядков

Частными производными второго порядка называются частные 
производные, взятые от частных производных первого порядка:

9 .дг д2г , 
дх 9х ~ 9х2 ”  2, ‘

,д2г

9 ,дг\ _ д2г , , 
д)’ дх дхду

дх ду. дудх =(*:)',■= ± (& ) = ̂  = (2'У 
ду( ду’ ду2 / у у
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г

: ’п, г"„ называются смешанными частными производными второго
порядка. Они равны, если смешанные производные являются 
функциями непрерывными.

Аналогично определяются частные производные третьего и более 
высоких порядков.

Полный дифференциал второго порядка б2г функции г=!(х, у) 
выражается формулой: л

и 2 дгг 2 дг2 , , д2г , 2= —=-• А 2 +2-----•АА +—г--А2.
дх2 дхду / д у 2

Задания для аудиторной работы
1. Найти частные производные второго порядка данных функций:
а) г  = Ы(х + ̂ х2 + V2), б) г = агс1§ Х+ - , .... в) ..г— ех(япу + а>5х).

1 ~ху '
2. Найти полные дифференциалы первого и второго порядков 

функции 2 =У+ЛУ + / -4 1 ^  - 1 0 1 ^ ,8  точке М(1; 2).
(Ответ: б г  (1, 2)=0, й2 г= ббх2 + 2бхбу + 4,5 бу2 .)
3. Проверить, что функция г = / /  удовлетворяет ли дифферен-

циальному уравнению хг ■г'а + 2ху-2% + у2-г^ = 0.
4. Найти полный дифференциал второго порядка с?г, если г=Щ),

{=хг+у2 . , . . . . . . .
5. Найти &ЦО, 0, 0), если ((х, у, 2)=х2+2у2+3г2-2х у +4 х 2+2 у г

Задания для индивидуальной работы
1. Найти частные производные второго порядка заданной функции.
2. Найти полные дифференциалы первого и второго порядков

М М 0), 4 22(м 0). ' '  ; ;

3. Проверить, удовлетворяет ли указанному дифференциальному 
уравнению данная функция и = и(лг,>0.

Вариант № 1. /
1) 2 -  агс1%(х-3у). 2) 2 = 2х2-Зу2 +ху + Зх + \, А/0(1, — 1).

3) 9 ^  + ̂ -  = 0, и^е-^ит^х + Зу). 
дх ду

Вариант № 2.
1) г = 1п(5х2 -  Зу‘ ).

ди д2и ди д2и _ 
йх дхду ду дх2

2) г = х2 +у2 -З х -4х  + 6у-7, М„(2,1). 

и = 1п(х + е‘ >’ ). ■
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Вариант № 3. ! ч
1)2 = с/&- -̂. 2) г = х*+Ъу*-6ху + 5, А/0(1;0,5).

• •  ■ .. . д2и д2и . 2. . .
3) 4—т  = —■т, и = зт (х-2у). 

дх ду

Вариант № 4.
1) г = агс$ш(4л: + у). 2) г =д-3 +у2 - бху- 39х + 1&у + 20, М„( 1;-6).

3) . , дги г д и у+ 2х?--—  + уг -—  = 0, и = *~. 
■ дхду ду х

л1 '
2.4. Экстремум функции двух и трех переменных 

(локальный, условный, глобальный)

Функция к = /(М) имеет локальный максимум (минимум) в точке 
М0, если существует окрестность 11(М0) точки М0 такая, что для любой 
точки м еЩМ0) выполняется неравенство / ( М)< /(М„) (ДМ)> ДМ0)).

Точка М0 называется точкой экстремума функции, а значение 
функции в ней-экстремальным значением. |

Число координат точек-М0 и М определяет?число независимых 
переменных исследуемой функции.

Теорема 1. ( Необходимые условия существования локального 
экстремума).

Если дифференцируемая функция и=?(М) в точке М0 имеет локальный 
экстремум, то все ее частные производные первого порядка равны нулю в 
этой точке, т. е. полный дифференциал первого порядка равен нулю д(М0)=0.
' Для функций двух переменных « = /(* ,у) = о, «;(Л/0) = о.

Для функции’и = /(дг,>',2) и’ (Л/0) = 0, и'„(М0) = 0, и',(Ма) = 0.

. Точки, в которых полный дифференциал первого порядка некоторой 
функции равен нулю, называются стационарными точками этой функции.

Теорема 2.(Достаточные условия локального экстремума).
Если полный дифференциал второго порядка дважды непрерывно 

дифференцируемой функции в стационарной точке М0 положительный, 
то М0 -  точка локального минимума; если с?ЦМ0)<0, то М0 -  точка 
локального максимума.

Пусть точка М0-  стационарная точка функции и-ЦМ), где М(х, у,г). 
Находим все частные производные второго порядка функции и=((М) в 
точке Мо и составляем так называемую матрицу Гессе:

' ’ЛМо) и"АМ0)\
Щ Ю =  < ( Ю  ч'„(Мв) и"у,(М 0)

’„(М0) иЦМа)
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Выписываем главные миноры этой матрицы:
_ и 1 х (М а \  и ’о , ( М о )

г~и-ух{М„) и’№(М0У Д, = 0е1 Я(ЛУ0).

Теорема 3 (Достаточные условия локального экстремума 
функции трех переменных).

Если Л, >0, А; > 0, Л, > 0, то и(М0) = 1оса1 тах.

ЕСЛИ Л, < 0, Д2>0, Д, < 0, то и(М0) = 1оса1 пип.

Теорема 4 (Достаточные условия локального экстремума 
функции двух переменных).

Пусть точка м0(х0,уа)- стационарная .точка дважды непрерывно
дифференцируемой функции и = Дх,у). Если

гС(*о>.)'о)>0 и Аг =
“К^Уп) и "у(х0'Уо) 
и',Лхо,Уо) и'„(х0,у0)

> 0, то и(М0) = /оса/тш.

ЕСЛИ и"а(х0,у!<) < 0 и Д2 =
« « ( хо>Уо)
и’Дхв’Уо) У а)

>0, то и(М0) = 1оса1 тах.

Если д2 < о, то экстремума нет.
Если д2=о,то экстремум может быть, а может и не быть. Нужно

дополнительное исследование.

Пример 1. Найти точки экстремума и экстремальные значения 
функции г = х3 +у2 -6ху-39х + 18у + 20.

Данная функция непрерывна и имеет непрерывные частные произ
водные до третьего порядка включительно для любых х и у. Для нахож
дения стационарных точек составим систему уравнений и решим ее: .

г' = 3х2 -6^-39  = 0, Ьс2 -2у  = 13, | . у = Зх-9,
С-т2 л V-!2 л »

гу = 2у-6х + 18 = 0. I у = Зх-9. [х2-6х + 5 = 0
>,-.=Л У> = -б-: 

*2 =5> У2 = 6-

Получили две стационарные точки: м д , -6), а/ 2(5;6).
Находим частные производные . /второго порядка:

= 6дг, ;'а = -6, : ’у = 2. /  . ... - . . . .  ...
г6х -6 )

-« 2 
6 . -6

Составляем матрицу Гессе: Н (М ) =

В точке Л/,(1;-6) г"хх=Ь> 0, Д2
•6 2

■ 12-36 = -24 < 0.

Следовательно, функция в этой точке экстремума не имеет.
- 30 -6В точке М г(5;6) 2 ’хх(М г) = 30, Д2 = = 60-36 = 24 >0.— 6 2
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Значит, в точке М2(5; 6) функция принимает минимальное значение.
г^ Ш г )  = 125 + 36-180-195 + 108 + 20 = 161-180-195 + 128 = -19-67 = -86.

• Экстремум функции г=((х,у),найденный, при условии
<р(х,у) =0, называется условным. ; >

Если уравнение связи <р(х,у) = о разрешимо относительно х или у , 
то задача отыскания условного экстремума сводится к нахождению 
экстремума функции одной переменной.

Если уравнение''■ связи неразрешимо относительно своих 
переменных, то составляем так называемую функцию Лагранжа, 
которую исследуем на экстремум.

Пример 2. Найти экстремум функции г=16-10х-24у при условии 
х2+у2=169.

Составляем функцию Лагранжа: р(х,у,Л) = \б-\0х-24у+Л(хг + у2 -169).
Необходимые условия экстремума этой функции- равенства нулю 

всех ее частных производных первого порядка. Выпишем систему 
уравнений и решим ее.

5

р;(х,у,л)=о, -10 + 2хЛ = 0, -  Л’ :
12

у в Т '  °
Р'у(.х,у,Л) = 0 , о -  24 + 2уЛ = 0, о

Ра(х,У,Л) = 0. х2 +уг -169 = 0.
2 5 + 1 ^  = 169. •

[я Я2

А = -1, ■*, = ~5,у, = -]
Л1 = 1,х2 = 5, >-2 = 12

Находим дифференциал второго порядка
х1гР(х,у) = Р^(х,у,Л)Л:г + 2Р^ (х, у, Л)с1хс]у + Р ’„(х, у, Л)с1у2. 

Р~Й ~ 2Л, Р̂ , = 0, Р^ = 2Л. 'а 3Р(х,у)'=2Л(<Ь2+ ф г).'

Определяем знак второго дифференциала в стационарных точках 
условного экстремума: а/,(-5;-12) к м 2(5;12).В данном случае знак 
дифференциала совпадает со знаком параметра л.

( ^ ( Л А )  = -2 (Л 2+ ф 2)<0)=>(2(Л/,) = тах = 354).:; |

(Л2Г(Л/2) = 2 (Л 2+ ф 2)>0)=>(г(Л72) = т т  = -322). ;

Если требуется найти наибольшее1 и наименьшее ' значения; 
дифференцируемой функции в некоторой ограниченной замкнутой 
области (глобальные экстремумы), то находим все критические точки 
функции, лежащие внутри области и на ее границе. Вычисляем! 
значения функции в этих точках, а также во всех остальных точках 
границы, выбираем наибольшее и наименьшее из значений.
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Задания для аудиторной работы
Исследовать заданные функции на локальный'экстремум’: -

1. г = х3+3ху2 - 15х-12у+ 3. 2. и = х2+у2+ г2-4х + 6уг 2г.' -
3. х2+у2+г2-4х-2у-4г-7 = 0. : ' 7
4. Найти' наименьшее и наибольшее значения функции
г = х2- 2/ +4ху-бх + 5 в области, ограниченной прямыми
х = 0, у = 0, х + у = 3.

Найти условные экстремумы функций:
5. г = 2х’ + у 2‘ (1-х), если х + у = 2.

6. 2 = 2 + 2 у, если х2+.у2=5.
7. Найти экстремум функции, заданной неявно уравнением -

2*2 + 2у2 + г2 + &уг- 2  + 8 = 0. (Ответ: 2т,„(0;-2) = 1; 2т,х(0; у )  = -  *).

Задания для индивидуальной работы
1. Исследовать функцию г = /(х,у) на локальный экстремум.
2. Найти условный экстремум функции г = /(*,>•).
3. Найти наибольшее и наименьшее . значения 

функции 2 = /(х,у) в области о, ограниченной заданными линиями.

Вариант № 1.

\) г = у л[х-2у2 ~:х+14у~2: 2) г = }- + —, если х + у = 2. . .
8 . . . .  л у '

3) 2 = 4(х ~ у )-х 2- у 2, 2): х + 2у = 4, х -2 у  = 4, х = 0, . ,

Вариант № 2.
I) х = х Л[у - х 2- у  + 6х-3. 2) е = х2 +ху + у2-5 х -4 у  + 10, если х + у = 4.

3) г = х2 - у2+2ху-4х, й : . х - у  + 1 = 0, х = 3, у = 0. .. . .

Вариант №3.

1) 2 = Зх’ + З^5 -  9ху + 6.

3) 2 = х2 +2ху-4х + 8у,

„  I 1 . ^  ,2) 2 = ------ , если 4хр-у-\.
X У Г-:

■
й  : х = 0, у = 0, х = 1, у = 2.

Вариант № 4.

1) г = х2 + 8^3-6ду + 5. 2 ) г  = х2+у2, если ^  + ̂  = 1.

3) 2 = хг + 2ху-уг -4х + 2, й : у = х + 1, х = 3, у -  0.
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III. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
3.1. Дифференциальные уравнения (ДУ)- 

с разделяющимися переменными.
Однородные ДУ первого порядка. Задача Коши

Обыкновенным дифференциальным уравнением (ОДУ) называется 
уравнение, связывающее, независимую переменную, функцию и ее 
производные или дифференциалы.

ОДУ первого порядка имеет вид
,// Г(х,у,у') = 0 или у'=/(х ,у)  (1)

Процесс, нахождения решений уравнения (1) называется 
интегрированием ДУ.

Общим решением ДУ (1) в области О называется функция 
у = гр(х,С), обладающая следующими свойствами:

1. Она является решением данного уравнения при любых значе
ниях постоянной С, принадлежащих некоторому множеству;

2. Для любого начального условия у{х0)=уа существует единст
венное значение С=С0 , при котором функция у = <р(х,са) удовлетворяет 
заданному начальному условию. у

Решение ДУ (1) в неявной форме называется общим интегралом 
уравнения. Он имеет вид ф(*,у)=с ши ц/(х,у,С) = о.

Частным решением (интегралом) ДУ называется решение, 
полученное из общего решения (интеграла) при конкретном значении 
постоянной С. Особое решение не может быть получено из общего 
решения ни при каких значениях С, включая С=«>.

Нахождение частного решения уравнения (1), удовлетворяющего 
начальному условию у(ха) = у„, называется задачей Коши.

Уравнение вида 7 1М 7 ,()-)Л  + ?1М-?>! ( #  = о ( (2)
называют уравнением с разделяющимися переменными.

Его общий интеграл имеет вид

= ъ (х)фо, М у) *  о-

Действительные корни уравнений «?,(*)=о и / 2(»  = о являются 
решениями исходного уравнения (2). Эти решения могут оказаться 
особыми.

Функция <р(х, у) называется однородной функцией п-ого 
измерения относительно переменных х, у, если для любого /ея 
выполняется тождество <р(!х, 1у) = 1"<р{х, у).
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Дифференциальное уравнение вида
Л/ (дг, у)сЬс + N (х, у)Ау -- 0 • (3)

называется однородным ДУ первого порядка, если функции М(х,у), 
Щх.у) -однородные функции одного и того же измерения. Уравнение (3) 
можно привести к виду

<*У У
Ах = <Р { — )X ( 4 )

С помощью подстановки у=х и(х) уравнения (3) или (4) преобра
зуются к уравнениям с разделяющимися переменными.

Пример 1. Найти общее решение ДУ (У  + * У )-у' + хг-ух*’=о. 
Решение. Разделяем переменные у1(\ + х)Ау = х1(у-\)Ах.

а) Считаем, что х*  о, у* о, * * - ! , у*\. Тогда —— Ау=——Ах.
у - 1 х+1

Интегрируем обе части полученного уравнения.

ку +1+—Ц-Уу = Г(* - 1 + —1 у - 1 1 х+1
Получим общий интеграл исходного дифференциального уравнения в виде

V2 * 2У- + у + Ьа\у-Ц= —  . х + 1п | х +11+С.

б) Проверим, являются ли решениями ДУ значения х=0, х—1,у=0, у=1. 
Подставляем эти значения в само уравнение: Если х=0, то получаем 

равенство у  • /  = о, которое не является тождеством, значит, х=0 -не 
решение ДУ. При х=-1 с!х=0 и уравнение превращается в тождество 0=0. 
Значит, х=-1 -решение ДУ. Если у=0, то бу=0, от уравнения остается 0=х2 
(не тождество, у=0 ?не является решением). При у=1 получаем верное 
равенство 0=0. Решения х=-1 и у=1 нельзя получить из общего решения ни 
при каком значении произвольной константы С:  ̂ 4

Ответ: особые решения х=-1; у=1 . Общий интеграл у - * +.х + у + 1п|У-1, ■ С.
2 х + 1

Пример 2. Найти частное решение уравнения ^
(л2 -з^2)Л +2^  = о,удовлетворяющее начальному условию у(2)=1. 
Решение. Запишем уравнение в виде ;Г

Ау
сЫ

ЗУ ± Л п . У - ± \
Ах 2 *  ' Г

Г2лу Ох 2 х у
Введем замену искомой функции у=х и(х), тогда у=и(х) +х-и'(х).,, : 
Подставим эти выражения в ДУ, получим уравнение с разделяющимися 
переменными

хи '(х ) + и = — (Зм

2иАи Ах
и

'2мАи_= гм., 1п|и2-1|=1п|л| + 1п|С|,- ' « 2-1 = Сх,
* ч 2 — 1 * г.

1 , 1.= г(и — ).2 и
У  - 1

2 и ’
хАи=-

2и
-Ах,

[Ах
и 1 * У  и -1

Общий интеграл имеет вид

(^ )2 -1 = Сх.

у - х --Сх\
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Чтобы найти частное решение, определим постоянную С из 
условия у(2)=1, или при х=2 у=1. Подставляем эти значения в общий 
интеграл: ;.1-4=8С, т.е.С=-3/8. __

Частный интеграл —- = 1 - 1 *, частное решение у = ±х^1 - 1 х.

Задания для аудиторной работы.
Найти общ ее/ или частное решения следующих 

дифференциальных уравнений.

\.ху' = уг +1. / '
2.(х + ху)с!у + (у -ху)с1х = 0, у(1) = 1.

3.1рс ■ 5ш2'усЫ + соз2 х • с1̂ уф> = 0.

У

5. ху' = у + у]х2 + у*, >(1) = 0.

6. усЫ + (2^ху -  х)ф> = 0.
;  " ]

: 7. По закону Ньютона скорость .охлаждения?какого-либо тела в
воздухе пропорциональна разности между температурой тела Т и ; 
температурой воздуха Т0. Температура воздуха равна 20 С, в течение 20 ; 
минут тело охлаждается от 100 до 60 градусов. Через сколько времени 
его температура понизится до 30 градусов?

Задания для индивидуал ьной работы
1,-4. Найти общее или частное (если указано начальное условие) 

решение следующих дифференциальных уравнений:

Вариант №1.
У.(4х* -е~2*)с1х-(е1у -вт3у)ф = 0; 2.у'со5г х = у\пу, у(—) = е;

. . 4

3.(ху'-у)агс1^— = х, у(1) = 0; 4.(4х2 -ху  + у2)ск + (х2 -ху  + 4у2)ф> = 0. :
х

Вариант №2.
1.х^4 + у2с/х- у̂ 11 + х1 (2у = 0; 2.хс1у -  (у + 1)Лг = 0, у(2) = 5;

З.ху'-^у2 -  х2; 4.(у2 -2 х у -х г)Лс + (х2-2 х у -у г)ф = о:

Вариант № 3.____
1.4(ухг +у)(2у + у]5 + уг(2х = 0\ 2.(2* -  $т 4х)А + (4у -  е1у)ф> = 0;

З.ху' = у1п —; 4.(х2 -З у2)с1х+ 2хуф = 0, у{ 2) = 1.
У -у.' • •
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Вариант №4.
1.(*2 + х)у' = 2у + 1;

У УЗ.ху соз— = усоз—-х ;

2.(е'г -З х2)с1х- (зш 2у -  4у')ф> = 0; 

4.(х2 + у2)±с = 2хуВуу _у(4) = 0.
х

3.2. Линейные ДУ 1-ого порядка. Уравнения Бернулли. 
Приложения ДУ 1-ого порядка к решению технических задач

Уравнение веда у '+р (х )у= Ф )  (ши А(х)у' + в (х )у+с(х ) = о), называется 
линейным дифференциальным уравнением 1-ого порядка относи
тельно у и у'. С ПОМОЩЬЮ подстановки у = и(х)у(х), где и(х),у(х)~ НвИЗ- 

вестные функции, данное уравнение приводим к виду
и'у + иу' + р(х)т = ц(х), и'у У и(у' + р(х)у) = <у(лг).

Так как одна из неизвестных функций может быть выбрана 
произвольно, то в качестве V берут любое частное решение уравнения 
у' + р(х)у = о, функция и(х) определится из уравнения «'(*)Ф)=у(х)'. : ;

Таким образом, решение линейного уравнения сводится к 
последовательному решению двух уравнений с разделяющимися 
переменными относительно каждой из вспомогательных функций..

ДУ вида х' + р(у)х = ч(у) называется линейным ДУ 1-ого порядка 
относительно функции х(у) и ее производной. Решается с помощью 
подстановки х(у) = и(у)у(у). ,

Уравнения Бернулли имеютвид
у '+ р(х)у = д(х)у", пе В; или х' + р(у)х = д(у)х", пеК.

Эти уравнения можно свести к соответствующим линейным уравнениям, 
НО обычно ИХ решают С ПОМОЩЬЮ подстановки у = и(*М*) (х = и(у)у(у)).

Пример 1. Найти общее решение уравнения у'+^- = х2.X
Решение. Применяем подстановку у = иу, у' ~и'у + иу', получаем

, , 3 иу 2 'иу + иу +  = х . /
х

и'у + и(у'+—) = хг, решаем последовательно два

X.3 •
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Умножая и(х) на V(x) .получаем общее решение данного уравнения
1 хь ■ хъ С ' - •-

У = — (— + с )’ У = ~Г + Т >  С-Усою1.х 6 6 л-

Пример 2. Проинтегрировать уравнение 2 <̂& + (у2 -  бх)Ау = о.
Найти частное решение уравнения, удовлетворяющее начальному 

условию у(6)=2.

Решение. Легко, видеть, что данное уравнение не является
линейным относительно у. Запишем его в виде

г
Ах Ах_3 = _ у  

Х 2’ X -  ИУ,2у— + у2 -  6* = 0,‘
Ау Ау у

, , . 3 . у Аг Зу Л> 3 Ау ,и V + и(у у) = - —, —  = — 1п | у )= 31п [ |
у 2 Ау 1 у у .у

, , 3 уыу + му — иу = — , 
У 2

V = У.

Затем из уравнения определяем функцию и(у):
г йи-- йу

и’у ' = - К  » ’ = -
2 2,у2 • 2 у

и = —  + С.
■ 2.у

Выпишем общее решение исходного уравнения

. х = ш>, х = (.— . + С)у\ '/х = Су1+ 2 -.- 2у ■■ '■ ■■■■' -■■■■ 2
Используем начальное условие у=2 при х=6, получим 6=8С+2, 8С=4, 
С=0,5.

Ответ: решение задачи Коши *=о,5(;у5+у2).

Задания для аудиторной работы
Проинтегрировать ДУ
1 -у’ +—у = —т~,' у(1) = 1; 2;хгу’ + 2ху*1пх, у(е) = 1; 3ху'-3у = х4е’ ;X X

4.у' + —  = ---^  ; 5ху' + у = ху2\пх;
X С05 X

7. у 2 А: = (х + уе ,/> )Ау.

6.2хуАх + (у -  х1)Ау = (,I

8. Корабль замедляет свой ход под действием силы сопротивления 
воды, которая пропорциональна скорости корабля. Начальная скорость 
корабля 10 м./с., а его скорость через 5 секунд равна 8 м/с. Определить 
время, когда скорость корабля уменьшится до ,1 м/с.

9. Скорость распада радия пропорциональна количеству не 
распавшегося радия. Вычислить, через сколько лет от 1 кг радия 
останется 650 г, если известно, что за 1600 лет распадается половина 
первоначального количества. (Ответ: через 1000 лет.)
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Задания для индивидуальной работы .

1.-4. Найти общее или частное решения данных уравнений. 

Вариант № 1.

1 ■У'-У1& = -

3-У =

С05* X 

У

-,у( 0) = 2;

2у1пу + у -  х

Вариант № 2.
1.У + ̂ -  = х’ ,.у(1) = 3;X

з • /  = г
д:со5>’ + 5т2,у ’

„ , 4 V х2 — Здг +1
2. У  + — =

л х

4.3^’ -2^ = 4 -У

г .х У -З з^ х ?  -2 х ’ +5*; 

4 л1У  + 2 * У = У  (1 + 2х1);;

Вариант № 3.
1 .у '-^ -  = е’ (х + 1)2; 

х + 1

з.У= 2у1пу+>’-лг

Вариант № 4.
1. з ^ - ^ З  + г ^ - х 2, з>(1) = 4; 

*  >

З.Ц + х ^ У ^  + х У ;

2У У + 2у=2 + 3* + х2, У 1)=3;

4.2 51ПХ; У  +  З' С05Х = З'5 (х С05Х -  $Шх).

„  , 3 у 4х- 5
2 -У +— = — г - ;X X

4.У + - ^ - Ц ( х  + 1)'з'3.х + 1 2

3. 3. ДУ высших порядков, допускающие понижение порядка. 
Краевые задачи для ДУ 2-го порядка

Рассмотрим некоторые типы уравнений высших порядков,
допускающих понижение порядка. .Г" '

1.Общее решение уравнения вида У"1 = Д х ) у  находим методом п- 
кратного интегрирования. Умножая обе его части на с/х и интегрируя, 
получим уравнение (п-1)-го порядка:

З-'"-'» = |У">Л = |/(х)а!х = Р, (х) + С,.

Повторяя эту операцию, приходим к уравнению (п-2)-го порядка:
|(<0| (х) + С, )ейс = <р2 (х) + С,х + С2.
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После л-кратного интегрирования получаем общее решение уравнения
у-<рп(х) + С\х"~1 + Сгх"~г +--- + С„-\х + С„, гдеС,(/' = 1,и)~усопз1,

связанные определенным образом с произвольными постоянными
с „с 2, - , с . .

Дифференциальное уравнение 2-го порядка имеет вид /  = /(х,у,у'у

2. Рассмотрим частный случай, когда уравнение явно не содержит 
функции у: у ' = Дх,у').
С помощью замены/ /  = />(*), у" = р\х) получим ДУ 1-го порядка 
р'(х) = /(х,р). Решение/этого уравнения зависит от его типа. Запишем 
общее решение. в виде Р = с,).Подставляем вместо найденной
функции р = у  и решаем ДУ с разделяющимися переменными

&  = ф ,С ,), Ыу = <р(х,С1)Ос, у= ^ (х ,С [ )Лг + Сг.

Пример 1. Найти частное решение уравнения
ху’ = у' 1п— , >>(1) = е, у'( 1) = е2.

...... . г......  X ' . . 4
Решение. Понизим порядок данного уравнения с помощью замены 

у' = р, у ' = р'. Исходное уравнение превращается в однородное ДУ 
первого порядка относительно искомой функции р(х):

хр’ -  р\п —.X
Решаем его известным способом:

р = хи{х),‘ ‘р '=  и(х) +хи'(х), и + хи' = и\пи,
Разделяя переменные и интегрируя, получим
----— = — , 1п| 1пы- 1|= 1п|х| + 1п|С, I, 1пи-1 = С,*, и = еис<х,р = хеис'х.

Воспользуемся начальным условием >-'(1) = е1, т.е. р( 1) = ег. 
Подставляем в полученное общее решение: е2 = 1 еис\ 2 = \ + с,, с, = 1. 

Решаем последнее уравнение
р = хе**', у' = хех*\ у= ^xеx*'|̂ x = е^xеx<̂с = е(xеx - е х) + Сг.

Из начального условия у(1)=е находим значение постоянной С2:
>•(1) = с, е=е (е -е ) + С ,, С2=е.
Итак, частное решение исходного уравнения второго порядка 

имеет вид
у = (х -  1)е*+| +е.

3. Если дифференциальное уравнение явно не содержит х, напри
мер, у '= /(>’,>''),то, полагая у’ = р, у" = Р~ ,  понизим порядок исходного

Оу
уравнения на единицу.
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Пример 2. Для дифференциального уравнения решить краевую 
задачу, т.е. найти решение, удовлетворяющее краевым условиям:

уу' + у '2 + уу" = 0, у = 1 при х = 0; ; у = 0 . при: х = -1.

Решение. Понижаем порядок данного уравнения заменой
у '  =  р , у ’  =  р & , получаем уравнение первого порядка:

А
ур + р2 +.ур~г = о, . р(уг̂  + р + у) = о, р = о, у -̂ + р + у = о.

В данном случае р=0 не подходит из-за краевых условий. Решаем1 
однородное ДУ первого порядка известным способом:

ар Р , Р , , ~ ,—  = -  — -1, — = «, р = уи, р =и + уи , и + я* = -м-1, я/ = -2и-1,
А У У

уЛи = ~(2и + = -!-1п12« + 1|= -1пМ  +-1п|С, |, 2и +1 = % ,
2и + 1 2 2 ^

= - ^ - С> ~^2 
у у2 ’ А  у С,-у1

= А , — 1п | С, -  у1 х -С г С,

еС: = С2, С, - у г = С2е"*, С,,С2 - V  солт/.

Подберем эти постоянные так, чтобы выполнялись краевые 
условия: у(0)-1,у(-1)~0.

С,-1 = с7 е°,с ,-0  = сГе'; ;; С. =С7 + 1, с7 + 1 = с7е; сГ = — , С, = — + 1 = —  
1 г 1 ! 1 2 , 2  2 г е -1 ' е -1 е-1

$
Подставляем значения постоянных в общий интеграл, получим 

решение данной краевой задачи:

Замечание. Отметим, что краевая задача не всегда разрешима.

Задания для аудиторной работы

Проинтегрировать следующие уравнения. ^
1. у ” = дг + со5дг, 2. х2у"+ ху'= 1, 3. уу’ + у '2 =1,

4. ху’ = У(1п у' -  1п л), 5. 2уу’ = 3у'2 +4у2.(Ответ: усо52(х + С1) = С1).

Найти частное решение (частный интеграл) уравнений, 
удовлетворяющее указанным начальным условиям.

6 >" = 7 -Л т Т ’ К 1) = У(1) = /(1) = 0; 7.' 2уу" = у’2, > (- ! )-1 , / (-1 ) = 1;

8. (х + 1)у" + ху'2 = у’, у - -2, /  = 4 при х~\.
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Задания для индивидуальной работы
1. Решить задачу. . ; ■
2. Проинтегрировать уравнение.
3. Решить задачу Коши.

1. Автомобиль движется по горизонтальному участку пути со 
скоростью у=90 км/час.

В некоторый момент времени он начинает тормозить. Сила 
торможения равна 0,3 от веса автомобиля. В течение какого промежутка 
времени он будет двигаться от начала до остановки и какой путь 
пройдет за это время (какова длина тормозного пути)?

(Ответ: 8,5с.; 106,3 м.)

Вариант №1.
2. у’ = х$тх\ 3У  = — + — , У2 ) = 0, у\2) = 4.

х у ■

Вариант № 2.
2.  ут = хе’ ; З .У У  = У 2, у(1) = -  /(1) = 2, У (1 )= 1. «6 ?,

Вариант N9 3.
■ 2.ху’ - у ' = хгех\ з у /  + 1 = 0, \у(1) = 1, У(1) = 0.

Вариант № 4. -  , :
2- (1 + т2 )у" -  2ху' = 0; З.У = / 2-у ,  У1) = - ^ ,  У (1 )= ^  :

4 2

3.4. Линейные однородные дифференциальные уравнения (ЛОДУ) 
с постоянными коэффициентами

ЛОДУ 2-ого порядка с постоянными коэффициентами р и д  имеет вид

у’ + ру' + цу-Ъ.

После замены у=еь получаем характеристическое уравнение
к2 + рк +<7 = 0, к,, кг -его КОРНИ/

. Общее решение исходного уравнения имеет вид: •
1. у = С,е1,г +С2е*]' , ; если кх *к г,/к^,кг еЛ; у 

2-Уг-е*’ (Р, + С,х), если к, .= кг;
3. у ~ е "  (С, со$ /Ь + С2 $т /&), если к12 = а ± 1/3.
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ЛОДУ п-ого порядка с постоянными коэффициентами имеет вид
' +Я ,/"'1' + агу<я~2> +--- + а„„1у' + а„у = 0.

Общим , решением уравнения является функция
у = с,у1+с 2у2+ -+ с „ у „ ,гд е  ..

У\,у2*"'>уи “ Частные линейно независимые решения ЛОДУ. <
Частные решения этого уравнения ищутся в виде у=еь . Для 

определения к получаем характеристическое уравнение 
: к" +в1Л*‘1 +а1кт~1 +‘“ + ат_,к + а. =0.

Каждому действительному, корню к характеристического уравнения 
соответствует одно решение ДУ вида екх.

Каждому действительному корню к кратности гп соответствует т  
линейно независимых решений ДУ: у̂  = екх,у2 =хекх,—,ут = х"скх.

Если « ± I/? -  пара комплексных корней характеристического 
• уравнения кратности т , то ей соответствует 2 т  линейно независимых 
решений ДУ: . . .

ет сад/&,е“  $т/Ь; •хе" сов/Ьг.-ге" яп/Ьг, •••, хяАет аа&/к,хт~'ет щ/Зх.: \ ; ;

Примеры. Найти общие решения ЛОДУ:
1. у’ -5у ' + 6у = 0; 2. у’ + 8у' + 16у = 0- 3. у’ -6 у '+  13у = 0.л
Решение. Для каждого случая составляем характеристическое' 

уравнение, находим его корни, выписываем соответствующие линейно 
независимые решения ДУ и их общее решение:

<
1. к2 -5к + 6 = 0, А, =2, к2 =3; ' -у,= е2х, уг =е2х\ У  = Схе2г +С 2е3';

2. к2 +84 + 16 = 0, *1=-4, * ,= -4 ; у, =е-,х, у2 = хе'Ях; у = е-Ах(С{ +С2х)\

3. Аг2 — 6А: + 13 = 0, к, =3-2/, кг =3 + 2Г; у, =е1х соз2х, уг =е,хвт2х;

у = с ,х(С) сох2х + С2 $ш 2х).

Примеры. Найти общее решение для ЛОДУ высших.порядков:
4. у’ -3у"-\0у' + 24у = 0; 5. у"' -З у '-4 у ^ 0 ; 6. у "  Л  2у[ + у = ■0. ....

'' ' ' ' ■' Г-
Решение. Действуем по выше изложенному плану:

. 4. к '-3 к 2-\0к 1-24 = 0, к, = 2, к2=-3, к} ----4; у = С\ег (+ С2е:,х ^С,е4х;

5. к* +3к2 -4  = 0, ( * 2 -1 )(*2 +4) = 0, , *, =-1, = 1, *, =-2/, А4 = 2/;, . . •

V = + С2е ‘ + С, С052.x + С, 51112х', ■ ■. ......... -. • . .•••

6. к* +2кг +1 = 0, (А2+1)2=0, А, 2 = ±/,5 к2 4 = ±/; у{ = соз а, у2 = 5Ш л:,1

,у = (С, +Сгх)а>8х + (С} +С 4х)япх. *уу =*С05л;, у2 =д:51пл;



Задания для аудиторной работы

• Найти общее или частное решение следующих ПОДУ:

1. у " - у ' - 2>> = 0; ... 2. у"-у\ -  0; 3. -у’ -9у  = 0; - 4. у" -  6у' + 34у = 0;
. и 5. у’ .- 10У + 25у.= 0; •.. 6. /  + 36у = 0; Д. ут-2у" - у ' + 2у = 0; В.у"~2у" + 2у' = 0- 
■7̂  9. у‘Ь + 2 / + 2 у '^  = Ъ< .‘ \ - 10 ./  + 4^ = 0, Я0) = 0, У(0) = 2;

И. у ' л-Зу' = 9,у(0) = 0,у(3) = 0; >

■: 12.ут-3у' + 3у'-уф,у(0) = \,у'(0) = 2,,у’(0) = 3. -

.. . . . _ .... . * . . . . .  . . .

Задания для индивидуальной работы

Найти общее решение линейных однородных дифференциальных 
уравнений.

Вариант № 1.
1. у" + 2у'-Ву = 0; 2. у '+  Ву'+ 1ву = 0~, 3. у’ -  10у' +■ 29у = 0; 4. уп + 4у’ = 0.

■ ... ■$

Вариант № 2.
1. V* - 2,у'-15у-0; 2. у’ -  12у'.+ 36у = 6; 3. >•' + 8/ + 25.у-  0; 4. у '1' -4у " + 4у’ = 0.

Вариант № 3.
I. у ' + 2у'-15у = 0; 2. у ' + 12у',+36у = 0; 3. у "-В у '+  25у = 0' 4.уп'+Ву' = 0.

Вариант № 4.
1. у’ -  2у'-  Ву = 0'у 2. у" -  Ву' + \Ьу = 0; 3. у’ + Юу'+ 29у = 0, 4. уп -6 у ’ + 9у=0.

3.5. Неоднородные линейные ДУ 2-го и выше порядков с 
постоянными коэффициентами со специальной правой частью

Общее решение ЛНДУ можно записать в виде суммы у = у + / ,  
где у -общее решение соответствующего однородного уравнения, а 
/ -частное решение данного уравнения. Его можно получить методом 
неопределенных коэффициентов в следующих случаях:

1. Правая часть уравнения /(* ) = />„(*)• г " , где />„(*)-многочлен сте
пени П. : . ■ !

Частное решение ищем в виде /  = хго„ (х) • е " , где о„ (л) -  многочлен 
степени п с неопределенными коэффициентами. Число г равно крат
ности числа а по отношению к корням характеристического уравнения;
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2. ЕСЛИ /(х) = е“х{Р„(х)со5Ьх + 0„(х)$'тЬх),ТО ПОЛЭГаЮТ 
у* = хге“*(8х(х)со$Ьх+ Т1/(х)&'тЬх), ,,

ГДе 5ы(х),Тх(х ) -  многочлены степени N = тах {п,т}. ЧИСЛО Г рЗВНО КрЭТНОСТИ 
чисел  а ± /6 по  отн ош ен и ю  к корням  хар а кте р и сти че ско го  ура вне ния .

Пример 1. Найти общее решение неоднородного ПДУ
: у’ -  у' -2 у -4 хе ' . ■■■• '■ :

Решение.
у -у  + у*, у -7  у’\~у'~7у = 0, .к? ,-к -2  = 0,.к% =-1, 'А, =2; 'у-С,е~* +Сгеи ', 
/ = ?  /(х)=4хе’ , а = Ъ г = 0, . ... ... .... . .

поэтому ищем частное решение в виде у.=(Лх+В)е\  Дифференцируя 
два раза и подставляя производные в исходное уравнение, получим:

2Ае* + (Ах + В)е‘ -  Ле*-(Ах + В)еК -  2(Ах + В)е‘ =4хе*. ’

Сокращаем обе части равенства на е’ , приравниваем 
коэффициенты при одинаковых степенях х, получим

А-2Ах-2В = 4х, -2А = 4, А-2В = 0„ А = -2, В = -1.

Таким образом, частное решение неоднородного уравнения
у.=-(2х + 1)е‘ .

Общее решение у = С,е~‘ +С2еи - ( 2х + 1)е'. '

Пример 2. Найти общее решение уравнения у ' + ̂ х з т х .

; Характеристическое /уравнение к1 + 1 = о имеет корни к = ±», общим 
решением однородного уравнения будет функция у = с, созх + с2 зтх,

| тогда частное решение ищем в виде у. = х((Ях + В)созх + (Сх + о )з т х ) .

Находим производные у " ,  подставляем их в заданное уравнение.

у. =(Ахг + Вх)созх + (Сх2 + Д х )з т х , , -
• , $

у. = (2Лх + В)созх-(Лх2 + Вх)зшх + (2Сх +Д )зтх  +(Сх2 + Дх)созх,. 

у. = 2Лсозх-2(2Лх + В )зтх-(Л х2+ Вх)со5х + 2Сзтх + 2(2Сх + /))со5х- 
; -(С х2 + В>х)зтх. к ь : О.

2Лсозх-2(2Лх+В)зтх4-2Сзтх + 2(2Сх+/))созх = хзтх, •• >•

> приравниваем коэффициенты при созх, хсозх, зтх, хзтх.' Получаем 
? четыре уравнения . .. ; . .

2Л + 20 = 0, 4С = 0, -2В'+2С = 0, -4Л = 1. => Л = --,В> = -,В  = С = 0.4 4
Поэтому у, х ' х . •* .'.....  ^ . > х х .

----С05Х +  — 31ПХ, ' .. -У — С, СОЗХ +  С , 81П Х--— СОЗХ + — 51ПХ.
4 4 . . . . .  . • , 4 . 4
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Задания для аудиторной работы
Найти общие решения уравнений: м

хе~‘ , ’ "
(2х + 3)е*, 2:у’ -\0у'1. у ’ -3у'  + 2у =

{ 3 5Ш л : +  6со5лг,

4- '  +9^1 2зтЗ ,-4 со 3Зх 5' '  =

х2-Зх + 4, . . , , „ ГЮзтх-Зсозд:,
, 3. у + 6у + 9у = \

(З х -4 )е . I хсоъх.

Зхе\
6. у ” + у ’ = 6х.

Задания для индивидуальной работы
1. Выполнить свой вариант аттестационной работы № 4.

; 2>3: Найти общее решение ЛНДУ. ; ^
‘ 4. Решить*задачу Коши для заданного уравнения.
Вариант № 1.
2. у’ - Т у '  = { х -\ )2\ 3. у” - у '  + у’ - у  = х2е~х; 4. у '  + у = 2со5х, ХО) = = °  |

Вариант № 2.
2 .у " -В у '+ \6 у ~ ( \ - х )е * *  \ 3. у т + у " - г у '  = х2 + *; |

4. у ’  + 4у = 4(со5 2х + $т2х), у {я )= у '(я )  = 2ж. „ I

Вариант № 3.
2.у’  + Ву’ = Вх; 3. у 1' - у " '  = 2хех; 4. у ’  + у  = 45шдг-6с05дг, у(0) = 1, у'(0) = 18.

Вариант № 4.
2.у’ + 4у' + 3у = 9е~>х; - - 3. у "  л- у ’ - х 2 -  6х + 8;
' 4. у" + 9у = 2со$4х-35т4х, у(0) = 0, у'(0) = \2.

3.6. Метод вариации произвольных постоянных 
для неоднородных ИДУ

Рассмотрим линейное неоднородное ДУ вида
У" + я , / + а,/  +о,>•==/(*). (1) ;

Запишем соответствующее однородное уравнение
ут + а,у’ + а2у' + а,у = 0. (2) .

Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа); 
применяется для отыскания частного решения уравнения (1) в случае, ■ 
когда правая часть'этого уравнения имеет общий вид. Суть метода: ; 
находим общее решение уравнения (2).

У = С,у,(х) + С2у2(х) + С,у,(х), С,,С2,С, -Усот!, у,(х), у2(х), у,(х)-ЧаСТН
ые линейно независимые решения однородного уравнения (2).

Тогда частное решение уравнения (1) будем искать в виде
у. = С, (х)у, (х) + С2 (х)у 2 (*) +С, (х)у} (л).
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Функции С| (х), (1=1,2,3), определяются из системы уравнений
с , (х ) у 2 (х) + С , (* )у , ( * )  +.С, ( х ) у ,  ( * )  = О, ..................

с, (х )у ,  (х )  +  С 2 ( х ) у 2 ( х )  + С, (х )у ,  ( х )  =  О,

С, (дс)>>, (х) + С2 ( х ) у г (х )  +  С , (х )у ,  ( л )  = /(*)■

Пример. Решить уравнение у ’  +  4 у  = ---------- .
Я1П 2х

Решение. Выписываем соответствующее однородное уравнение, 
составляем характеристическое уравнение и получаем общее решение 
однородного уравнения.

у "  + 4 у  =  0, к 2 +  4  =  0 , к - ± 21, .у =  С , с о я 2 х +  С 2 я ш  2 х .

Частное решение неоднородного уравнения будем искать в виде ;
у .  =  С |(х )с о я 2 д г  +  С 2( д с ) 5 т 2 х  ■- ;

Г I

у 1 (х) =  соя  2х, у ,  (х )  =  я ш  2х, у , (х )  = - 2  я т  2х, у 2 (дг) =  2  соя  2х.

Для определения неизвестных функций с, (дг), с2 (х) < составляем
систему

> >
С , (дс) соя2дс +  С 2 (дг) яш 2дг =  О,

- 2 С ,  (х )я ш 2 д г  +  2С2 (дс) соя2х =
1

яш  2х

Решаем эту систему по формулам Крамера.
соя 2х яш 2.x 

-2яш2х 2соя2х
Д  = = 2 с о я 2 2.x + 2 я ш 2 2х = 2.

Тогда
0 51П 2х ] -»• 1

С 2 <*) =  -
соя 2.x 0

-2яш2дс 1
"' *-Хяш 2х 2 2 яш2х

= ̂ с1§2х.

Интегрируя последние два равенства, имеем:
=  С 2(д:) =  ^ ! п | я т 2 д с | .  у (х )  =  у ( х )  + у . ( х ) .

Общее решение исходного неоднородного уравнения имеет вид
1 1 ' 1 ; : Л' . ->Л-- ■*:

>> =  С | соя2д : +  С 2 я ш 2 д с - — х с о я 2 д с + — Я 1 п2д с1п |яш 2дс|. /

Задания для аудиторной работы
Применяя метод вариации произвольных постоянных, решить 

уравнения -
■ .г -• • • • ч = • ' ' | .ч;-- ■;1' ‘ •

1 .у "  + у  = 1§х, 2. у ' - 2 у '  +  у  = — , 3. у ’  +  4 у '  +  4 у  =  е~2’  1пдс,X ‘ ; ■■ -<• ■■

4. у '  +  У =  — - т ,  5 . у " . + У  =  г в х я е с х .  /
яш д г- - - 'V  ■ ■ ■■
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Вариант 1.
1.у’ -2у ' + у = - ~ ,  2. у"-21&с-у' = \.

X +1

Вариант 2.
1. у’ + 2у' + 2у = — — 2. х1пх у’ - у ' = 1п2 х. 

е*51ПХ

Вариант № 3 ;
1. у" -  у '=  еи сазе*, 2. у"+ 2с1^х-у'

Вариант № 4.
1.у’ + 4у = — , 2. ху'+ (2 х -\ )у '--4 х г.

51П х

Задания для индивидуальной работы
Решить уравнения методом вариации произвольных постоянных

3.7. Системы дифференциальных уравнений

Метод исключения. Решение нормальной системы двух ДУ
первого порядка, т.е. системы вида

^  = / {Х ,У,2),
ах
~  = 8(х,у,г), 
ах

(1)

разрешенной относительно производных от двух искомых функций у(х) и 
г(х), сводится к решению одного дифференциального уравнения второго 
порядка относительно одной из функций. Рассмотрим процесс сведения 
на примере.

Пример. Решить систему

—  = -2 у -4 г+  4х + 1, (у '~ -2 у -4 г + 4х + 1,

^  = _ у + г + 2 х>. х' = -у  + х + 1,5х\
. <1х 2 . \

Решение. Дифференцируем первое уравнение по х: у' = - 2/  -  4г‘ + 4, 
в это уравнение подставим г'из второго уравнения системы, получим 
выражение у ' = -2у’ -4 (-у  + г + \,5х1) + 4,
выполняем действия, затем из первого уравнения системы выражаем г, 
получим ДУ второго порядка относительно функции у(х).
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у' + 2у' -  4у + 4г = 4 -  6х2, ( . : 42 = 1 + 4х -  /  -  2у, -
2 = -(1 + 4 х -У -  2у), > ’ ^  X  + 2 / -  4^ + 1 + 4* -  /  -  2;у = 4 ~ 6х 1 >

4 : ■.

| 4г = 1 + 4х -  у' -  2у,
^  [у ' + у '-Ь у ^ г -ь х -в х 1.

Решаем неоднородное уравнение относительно функции у(х):

к2 + к - 6 = 0, (к + 3)(&-2 ) = 0, &, '= -3, к2 = 2 .= » '>  = С1е‘3* +С 2е2х;
‘ ••• -- , ■ - ■ ■  '2' " .-V. ‘ • . / ;

-а х г + Ьх + с, у. = 2ах + 6, >». -2а, 2а + 2ах +Ь~6ах2 -6Ьх-6с = 3 -4 х -6 х 2.

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х, получим 
систему для определения коэффициентов а,Ь,с.

-6а = -6, 
2а-6Ь = -4, [ 

2а + 6 -  6с = 3,

сг =  1, Га  =  1,

66 = 2ег + 4 = 6, =>|б = 1,=> у .= х 2+х; +С2е2х+ х 2+ х
6с = 2а + 6 -3  = 0, . |с = 0,

Находим функцию г(х). '
4г = 1 + 4 х -у '-2 у  = 1+4х + ЗС,е^ -  2С2е2х -  2х - 1 - 2С,е'3х - 2С2е2х -2 х г -2 х  = 

= С,е-,х-4С 2е2’ - Ъ 2. -  : ‘ л; ^  ' ■ - ■ : . •; •- .,-:ч т:

Общее решение системы:

(у = С,е-3х + С2е2г̂ х 2 +х,

|г = -С ,е -3' - С 2е2* - - х 2.
I 4 1 2 2

Аналогично поступаем при решении систем дифференциальных 
уравнений с большим числом уравнений.

Метод Эйлера решения линейных однородных систем ДУ с 
постоянными коэффициентами .Дана система трех уравнений с тремя 
неизвестными функциями: ’

х'(1) = аих + апу + а12г,
■ У’(1) = а21х + апу + а2,:, => 

: '( ! )  = а3]х + а12у + ап:.

*(0 =  ? 

X 0 = ? 
Х0 = ?

Будем искать неизвестные функции в виде
х = а ■ еа , у -  р  ■ еа, г  = у - еи. ■
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Подставляя эти выражения в систему -и преобразовывая ее, 
получим систему линейных однородных алгебраических : уравнений 
относительно а, р, у: I

[(«и -  к)а + апр + а„у = О,
| а2]а + (а22 -  к)р + а^у = 0, (1)
{аг1а + апР + (ап -к )у  = (Ь.

Система (1) имеет ненулевые решения, если ее определитель 
равен нулю. Получим кубическое уравнение для определения числа к.

д
«и -к «12 «13

«21 «22 -к «23 „ =0. '  ' (2)

«31 «32 «33 - к

Уравнение (2) называется: характеристическим уравнением 
исходной системы ДУ. Решаем его, находим значения к, для каждого 
значения из системы (1) определяем а, /?,х, выписываем линейно 
независимые решения по каждой искомой функции, составляем общее 
решение системы. $ '

Пример. Решить систему по методу Эйлера

IX = х -  у + 2, 
у’ = Х + у -2 ,  

г ’ =  2  х -у .  . . .

Характеристическое уравнение этой системы имеет вид

\ -к  -1 1 ...
1 1-Л -1 = 0 , (1 -  А)2 (-Л) -1 + 2 -  2(1 т * ) -  (1 -

2 - 1 -к
-к {1 -к )2 — 2(1 — Аг) = 0, (к -  1)(к -  2)(к +1) = 0, кх =1, к2 =2, к} =-1.

Соответствующие значения а,р,у  для каждого к найдем из системы 
уравнений:

и\-к)а~р + у = 0, 
\а + (\-к)Р~у = Ъ, 
[ 2а - р~ку = 0.

(3)
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Подставляем в систему (3) к=1.

~ Р  + У = О, 
а -  у = О, 

2а -  /3 -  у = О,

\Р -  7, 
\а = у,
[о=о,

/Х\ -е , 

г, =<?'.

Если к=2, то система (3) примет вид

- а - р  + у = 0, 2р = 0, а = 1,
а - р - у -  0, а = у, =>■ Д = 0, =>•

2а -  р -  2у = 0, 0 = 0, 7 = 1,

Находим частное решение исходной системы ДУ для к - -1 .

2а -  р  + у = 0,
2а -/9 + у = 0, Р = -За,

а = 1,

а + 2 р -у  = 0, => 
2а -  р  + у = 0,

За+ р  = 0,
■

у = -5а,
Р = -3, =ь ■ 
у = -5,

Выписываем общее 
уравнений:

х(1) = С1х,+  С2лг2 + С3х,,

> = ~С2Уг +С3>'3.
2(/) = С ,г,+С2дг +|с,23>

решение системы дифференциальных

=>
х = С,е' + С2е2' +С,е~', 

у = С{е' -ЗС,е", 
г = С,е' +С2е2' -5С,е-'.

Задания для аудиторной работы

Найти общее решение каждой из следующих систем:

! 1У = -7у + 2> 2 1у' = -5у + 2г + ех, 3 (у ' + 2у + 4г = 0,
'|г' = -2>-5г. '[ г ' = у -6 г  + е '2х. {  г ’ -у -З г^ О .

у 1 (х' = 5х + 2 у-Зх,
4. = 5. |/ = 4х + 5^-4г,

г' -  0,5>'. ! д’ = 6х + 4^'-42.

Найти частное решение системы

Г*'(0 = 4х + >'-36/) дг(0) = О,
6' { /( /)  = -2* + .у-2е', >(0) = 1.
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Вариант № 1

х\1) = 3х-4у + е '1' ,
|/(0  = Дг-2|-Зе-г'.

1Г

Вариант № 2.

1 х'(0 = + у + «',
|У(/) = дс + 2у-Зе4'

Задания для индивидуальной работы

1.-2. Решить системы ДУ.

Г *'(/) = Зл у + г, 
2.\ у'(1) = *  + у + 2, 

\г'(1) = 4 х -у  + 4г.

1
х '(1) = -Зх + 4у-2г, 

/(<) = * + 2.; 
г'(/) = 6* -  6у + 5г.

Вариант № 3.

*'(/) = 4х-3>> + зт/, 
у'(1) = 2х-у -2соИ ,

(х'(1) = х -  4у -  г, 

/(<) = * +У.'' 
г'(0 = 3г + г.

Вариант № 4.

х'(0 = х -  у + 81, 
у'(1) = 5х-у.

|*'(0 = *-2 у -2 , 
2: у(о=-х+^+2,' 

I 2 '(1) = х~г.
1.



IV. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ '  ̂?
4.1. Двойной интеграл и его вычисление в декартовых координатах ’

Пусть ограниченная функция :~/(х,у) .определена л. некоторой 
замкнутой области Э плоскости хОу. Разобьем область О произвольным- 
образом на конечное число п элементарных областей Эд Рг, ..;, Оп 
имеющих площади'Д51,д5г,--..Д5„и диаметры с/» ,д2,^.,дп соответственно.1 
Пусть л- наибольший из диаметров областей ор=Т~п: Выберем в 
каждой элементарной области /э, произвольную точку">Д,Я), найдем 
/(/’,) = /(х, ,у,), умножим это значение на " соответствующий элемент 
площади Д5, и составим так называемую интегральную сумму для 
функции Цх ,у) в области О.

Если существует конечный предел интегральной суммы при 
л-* о,не зависящий от способа разбиения областир на элементарные 

\ области и выбора точек Р,,тр он называется двойным интегралом от 
функции ?(х,у) по области О: ■ , 1

= Ц/(х,у)<в= \\/(х,у)Лсф>- '

Если подынтегральная функция ((х,у)’в области интегрирования 
непрерывна, то такой предел интегральной суммы всегда существует.

Геометрический смысл двойного интеграла: если ((х, у)>0, то 
\\/(х,у)<кау = у , т.е. двойной интеграл равен объему цилиндрического
О '<

тела, ограниченного сверху поверхностью гЩх,у),снизу плоскостью 2 =0 , 
сбоку цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны 
оси 0 2 , а направляющей служит граница области интегрирования, я 

Если ?(х, у)=1, то двойной интеграл равен площади области Р, т е.
= ^ ■ ■

Механический смысл двойного интеграла:если область р  -  
плоская пластинка, расположенная в плоскости хОу и имеющая 
поверхностную плотность д = р(х,у), то масса пластинки равна

т= §рх,у)(1х<1у.

Основные свойства двойного интеграла
1. Линейность. |[(^ , (х,у) ± (!/г (*, у))4хс!у =аг ||/, (х,'у)Щф± р \\ /г (х,у)с!хс1у.

2. Аддитивность. Если область интегрирования разбита на несколько; 
областей без общих точек, то

}\/(х,у)сЫу = % 11/(х,у)Що[у.
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3.Если в области О гс
т<, /{х,у)<М, то , т-5<^/(х,у)сН<Лу<М-8, 5 -  ПЛОЩЭДЬ ОбЛЭСТИ О.

‘ О

4: Теорема о среднем. Если функция Цх,у) непрерывна в замкнутой 
области О, то существует точка Р0 (х0,Уо) в этой области такая, что

= '■/(Ра) = ̂ 1{х,у)с15-

среднее значение функции Цх,у).в области р. ,
; !ед Вычисление двойного интеграла в прямоугольных координатах 

сводится к вычислению повторного интеграла,’ вид которого зависит от 
формы области интегрирования.

а) Если область О -правильная относительно оси Оу (она
ограничена слева и справа прямыми . х=а, х=Ь. (а<Ь), а снизу 
и сверху- непрерывными кривыми у = у1(х), у = уг(х)  (у,(л)<у2(х)),
каждая из которых пересекается вертикальными прямыми только в 
одной точке, то двойной интеграл вычисляется по формуле

........................................} } / ( * .  ' \Я.х,у)с1у. • ' '
О , . о ».!«)

б) Если область Б -правильная относительно оси Ох (она 
ограничена снизу? и сверху прямыми у=с, у=б (с<б), а слева и справа -  
непрерывными кривыми_* = (у), х=хг(у) (х^у)йх2(у)), каждая из которых 
пересекается горизонтальными прямыми только в одной точке, то 
двойной интеграл вычисляется по формуле

а *2(>> : ‘
\ / ( х ,У )А С :

О с х,(у) "■ :
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Задания для аудиторной работы
1. Вычислить следующие повторные интегралы:

2 I к 5 ’ г х г
а) с̂̂ x̂ (x2 +2у)ф>', Ь) |(.г + 2у)Лс, с)

0 0 -3 У 1 - А  : I » У х
2. Изобразить область интегрирования О и расставить пределы 
интегрирования в двойном интеграле \\/{х,у)с1хОу в одном и другом

о
порядке, если: , .
а) О: х + у=1\ ху = 6. Ь) /): у = хг\ 4 - у  = х2.

с) й : у2 = 4 -х ; у1 =х. '■ с1) О: ‘ у -  —̂ 2 х -х2 ; х = 0;х = 1; у = \:
3. Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах:.

а) |л ]/ (л:,у)ф-, Ь) \(1х '^(х,уЩ\ с) $с{у 1/(х,у)с1х;

<1) {&  \/(х,у)ф + ^/(х,у)ф.

Задания для индивидуальной работы
1. Вычислите повторные интегралы.
2. Изобразите область интегрирования и расставьте пределы 
интегрирования в обоих порядках.
3. Измените порядок интегрирования в повторном интеграле.

> Вариант №1.

1. а) \с1х\ ; Ь) Щ ( 2 * - у)0у. : 2. й : х 2 =2у, 5х~2у = б:
3 1 (Х  + У )  I х

3. а) \ск ]/ (* ,у)(1у\ Ь) ^(х,у)с1х.
0 -1 7̂

Вариант № 2.

1 *> М0 3 х
6) |а |(х ->’)(/)’. 2. 7): д-2= 2 -у ;

1 : г
3. а) \лх,у)Оу\ 

1 0
*) \/(х,у)с!х. :Г

0 -1-^Р
Вариант № 3.

1* а I I
1. а) Ь) с̂1х (̂Ахг -^у +1у2 ̂ х)с1у. - 2. й: •)

. Х7-
з. а) |с& |/(л,><)4 <

1 V1’-"*-
: : Ь) \/(х,у)Лс.

О (1-1)-’ 0 ,\'2
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? Вариант № 4.
4 2 .  *  . . .  4 ;

1. а) \с!х Г— — — ; Ь) Гсоз2 хс1х \ус/у. 21. О: у2 =дг + 3; у = -х.
I }(х+у) I ■'

1 I - * 1 4 Ю-1<

3. а) |с6с (/(х,у)ф>- Ь) \/(х,у )(1х.
-Л Л5 о. >' ' '

4.2. Замена переменных в двойном интеграле

4.2.1.Двойной;интеграл в криволинейных координатах

Пусть переменные х, у связаны с переменными и, V соотношениями 
х = <р{и,\), у = !//(и,у), гтде >(м,у), -  непрерывные и дифференцируе
мые функции, взаимно однозначно отображающие область й плоскости 
хОу на область 01 плоскости иО,у , при этом якобиан преобразования

I  = Ч*,У) =

дх дх
ди ду 
ду ду *0

■ ди дV ■ •

сохраняет постоянный знак в области О. Тогда справедлива формула 
замены переменных в двойном интеграле

Ц/(х,у)^Ф =Я /(р(«.у),И и,у))| 11 <Ыу.
О ц ■

Пределы интегрирования в новом интеграле расставляются по 
изложенному ранее правилу с учетом формы области О!.

Пример 1. Вычислить + у)скс1у, если область О ограничена
О

ПРЯМЫМИ 2х + у = \, 2х + у~3, х~у  = - 1, х - у  = 2.
Решение. Изобразим область Р на плоскости хОу.
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Введем новые переменные
и = 2х + у, V = х -  у,

1 < ы < 3: -15 у^2.

тогда *  = у(и + у), д> = ^ ( и - 2 у).

\1 =

дх дх 1 1
ди ду 3 3
ду_ & 1 :■ 2
ди ду 3 3

2 _1 
9’ 9

Находим якобиан преобразования

|/!=з-

Следовательно, данный двойной интеграл будет равен ",

: / | ( *  + у)ЛсОу = |  ^  ||(2м -  у)(1иА> = ̂  |(2« -  у)<Л> =

г
9 Г

1 -1 .
9-1 , (3-1) 8 1

; = д |^ |у Л = -  (у ),’ У|;, -(—Ц  = ^ - 3 - - Ь::7Г^ (4- 1) = -Г-Х =18
7

3 3 3'

4.2.2.Двойной интеграл в полярных координатах

; Пусть в полярной системе координат задана область й, ограниченная кри
выми г = г1(<р), г = гг(<р), <р = а, ф = р, где а < Р\1г1(<р)<,гг(ф). ,Область,0 ^ .назы
вается правильной, если каждый луч, проходящий через внутреннюю 
точку области, пересекает ее границу не более чем в двух точках.

Рассмотрим эту область в двух системах координат: прямоугольной 
декартовой и полярной, причем полюс поместим в начале координат, а 
полярную ось направим вдоль оси Ох. Известно, что прямоугольные 
координаты (х,у) и полярные координаты (г, р) связаны соотношениями
Х~Г С05 ф, у = Г%т(р. ' : ' ’ ’ '

Формула перехода от прямоугольных координат к полярным.под знаком 
двойного интеграла имеет вид ,

\\1(х,у)дхс!у= ^/(гсо5<р,г$т<р)гс1гс1(р= |/(гС05<р,г з т <р)гс1г.
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Если область Э содержит начало координат (рис, 2), то
, I* ■ Л<р) »ч

_ \\/(х,у)<Ыу = \/(г с6ъ(р,Г${Ъ(р)гсЬ'.
’’ ’ о - •' " О' - о

4.2.3.Двойной интеграл в обобщенных полярных координатах

Обобщенными полярными (эллиптическими) координатами называют пере
менные г и <р, связанные с декартовыми координатами х и у равенствами
х = аг соз <р, у = Ъгв'т <р, где  ̂ г > 0, 0<,<р< 2я, а> О, Ь> 0, а ? Ь, 11(г, /р)\= аЬг.
Тогда имеем формулу'перехода ,

. . ||/ (х, у)с!хс!у -  аЬ ̂ /(аг соз <р, Ьг зт  <р)гдгс1<р.

Эта формула используется в тех случаях, когда область интегрирования -  
эллипс или его часть, и подынтегральная функция содержит выражение

Пример 2. Вычислить двойной интеграл

Решение. Изобразим область интегрирования Э. Ее границы- эллипсы.
Введем обобщенные полярные координаты: х=2гсо$<р, у = г  зт <р, /= 2г.
Запишем уравнения эллипсов в новых координатах:
(—  + У 1 = 1) => (г2 соз2у> + г 2 5Ш2 <р = 1) => (г = 1).

4 ■ ■ ■ ' ■ - ■'
гг „г 1 ; .г. -г

(—  + —  = 1) => (—(г2 соз2 <р + г 1з т 2 <р) = 1) => (—  = 1) => (г = 2), 
16 4 4 4

Исходный интеграл будет равен '

0<<р<2я.

г 1* 2 , ... 2
л (—  + уг )с!хс1у = ||зт(л - г1)- |зт(7г -г1)- 2Ыг = 2 |5т(г27г)^(г2л ) -

О 4 п > 0 1  1
= -2соз(г22г)|* = -2(соз4л -  соз л') = -2(1 +1) = -4.
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Задания для аудиторной работы

Вычислить двойные интегралы, используя полярные координаты. 
1.1|(12 х-уЫхф, если область Б ограничена:

О ' ■ , , ... . . . . . . . .
а) окружностью л:2+У=25;
б) двумя окружностями хг +у2= 16; х2+у2=9.
2. ||(.г2 1- у2)<Ьи1у, где Р : х2 +у2 =4х. :

О
3. Г[агсЩ—бхйу, где Р  (часть кольца) : х2 +>'! =1, х2+ у 2 =9, у = -~=, у = \[3х(у>0).

Ъ х ^

Ч Л  |
-з о

______ <ь>
4х' +у2с(ё^х2 +у2

5. Вычислить двойной интеграл, переходя к обобщенным полярным 
координатам.

X2 у2
, где Р : —  + 2-_ = 1, х = 0, у 2: 0. 

а2 Ь2

Задания для индивидуальной работы.
1.-3. Переходя к полярным координатам, вычислить двойные интегралы.

Вариант № 1.
1 ■1ь7 11 2 .2 ^ 2 '

1*  1 1 .- г у- г<]у.
1 + х +.У

2. \\(\-^)дхбу,
О х

если область Р  --круг х2 + у1 <, л1

||б сЫсХу, 
1)

Р : х2 +у2 = 4*. х2 + у2 = 6х, у = х,

О. 
II

Вариант № 2.
0 Л77

2. ||(.г2 > у2)<1хс1у,
Р

|5т(х2 +уг)с!у. 
-2 0

если область Р  -
V

круг х2 + у2 <4х

о у х + у
—с1х(1у, Р: 1<х2 + у2 <4, , у-= х, у^  0, х<0, ^<0.

\\ху<ьау

1. Щ1 + ,]х2 +у2)

4 ^ 7
<1у.

Вариант № 3.

2. ||е"*'~у бхбу, если область Р-круг х2 + у2 < К1.

3. ||(х2 +у2)сШу, Р : х 2+у2=4х, х2 + у2 = 6х, у = х, у = ̂ [Тх (у>0).
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К т/я!-»!
1. Г сЬс \ -=---------  .---------

-Я о т]хг +уг 51П2 4хг +  у
<Ъ>

Вариант № 4.

2- ||(6-2х-3 у)йхЛу, если область й  -  круг хг + у2

3. ^ (̂x2 + уг)с1хс1у, если область й ограничена лемнискатой Бернулли (х 1 + у 2)2

4.3. Вычисление площадей фигур и объемов тел с помощью 
двойного интеграла

. . . .  4
1. Если область О определена неравенствами айх<ь, у^&уйурх), 
то площадь 5 этой области находим по формуле

5 = Дсйо/у = с̂̂ x
; О *(«>

2. Если область О определена неравенствами с<у<.а, *,О )<х<хго>), 
то площадь 3 равна

а Су)

5 = {<&•
Л с • *,<у)

3. Если область Л определена в полярных координатах неравенствами 
а<(р<р, г,(<р)<г<г,(р), то площадь этой области

‘ : Д - гг(9>)
Б = ЦгаМр = с̂1<р п̂1г.

Р  а г,(?)

4.0бъем тела, ограниченного сверху поверхностью г = /(*, у ), снизу -  
плоскостью г = о и с боков -  цилиндрической поверхностью, вырезающей 
па плоскости хОу область Л, равен

К= = Ц/(х,у)сбсс/у.
О о

Задания для аудиторной работы

Вычислить площади фигур, ограниченные следующими линиями:,
1 ,у  = х2, у = —хг. 2. у2=4 + х, х + 3у = 0. 3. х = у2, х = ^2 - у 2.

4
4. г = аш2<р, а>0. 5. гсо8^> = 1, г = 2 ( площадь, не содержащая полюса).

Вычислить объемы тел, ограниченных указанными поверхностями: .
6. г = 1 + д;2+у2, х = 0, у - 0, 2 = 0, х = 4, у = 4.

7. х2+у г =Я2, х2+ г 2=К2. 8. 2 = д :2. + у2, г = х + у + 10, 2 = 0.

9. х2 + у2 = 4х, 2г = х 2+у2, 2 = 0. 10.6г = х 2+у2, х2 + у2 + 2 2 = 27, 2 >0.
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Задания для индивидуальной работы

1. Вычислите площади фигур, ограниченные заданными линиями.
2. Вычислите объемы тел, ограниченных указанными поверхностями., *;,

Вариант № 1.
1а) у = 2-х,  у1 = 4х + 4; .16) /• = 4(1 »со5р). д

2а) х = 2у2, х + 2у + г = 4, у = 0, 2 = 0; 26) х2+у2=а2, х2 +у2- г 2 = -а 2. , ,

Вариант № 2.
1а) х = уг -2у, л + ̂  = 0; 16) г = а%\пЪ<р:
2а) х2 + 4у2 + г = 1, г = 0; 26) 2 (*2 +у2) - г 2 = 0, х2 + у2- г 2'= -а2.

Вариант № 3.
1а) у2 + 2у-Зх + 1 = 0, Зх-Зу-7 = 0; 16) г 2=а2С052/р.
2а) 2 = хг +у2, у = х2,у  = 1, 2 = 0; 26) л:1 + ^ 1, = 9, * 2 -  г2 = -9.:

1а) у = 4 х - х 2, у = 2х25х‘,
2а) г = 4 - * 2, 2лг + у = 4, х = 0, >>

Вариант № 4.
16) г =асо$5<р.

■ 0, 2 = 0; 2Ь) 2(х2 + / ) - = 0, лг2 ( у2 ■г2. =-16.

4.4. Тройной интеграл, его вычисление в декартовых, 
цилиндрических и сферических координатах

1. Если в пространстве задана замкнутая область V, определенная 
неравенствами

а<х$Ъ, у1(х )<у<у1(х), 2 ,(х ,у )< 2 < 2г(х,у\

то тройной интеграл от непрерывной в этой области функции 
/(.*,}■, г) находится по формуле .г -

Ь /'(X)
,г)с1хс1усЬ- с̂Ьс ^/(х,у,2)сЬ.

V а у ,(х ) г,(*,.у)

ЕСЛИ Д х , у , г )  = 1, ( х , у , г ) е У ,  ТО Объем ДЭННОЙ ОбЛЭСТИ равен
тройному интегралу вида

V = Щскдудг.
V

2. Тройной интеграл в цилиндрических координатах ( г,<р,г). Они связаны 
с декартовыми координатами соотношениями
х — г со5(ру у = г%т<р, 2 = 2, где гйО, 0^<р<2я, 2 € Я. , , •
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Якобиан преобразования 1 (г,<?,:) = г. Формула перехода к 
цилиндрическим координатам имеет вид

0 гг(р) г:{г,9>)
Щ /(*, У, х)скдуск = \\\/(г С08 <р, г $т <р, х)г дгдукЬ = <̂1<р ^гдг ^/(гоо5<р,г$т<р,г)сЬ.
У . Г а /■,(?) . 2| (»•,(?)

3. Сферические координаты (г, в, (р), где
г - ^ х 1 +у2+ г 2, в-угол между Ог и ОМ, А/, =прХ11уМ, <р-угол между Охи ОМ,,

связаны с декартовыми'координатами (х,у,г) равенствами:
х = пт  О соз <р, у = г зт  0%т (р, г - г  соз в. 1(г,0,<р) = г 1 зт0. .

Тройной интеграл в сферических координатах примет вид:
\\\/(х,у,х)<кдусЬ = ^/(г$\х\в<жь<р,г5тв$т<р,гсо$в)г2 $т вс1гМс1(р.

Пример № 1. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле 
^\/(х,у,:)дх(1усЬ, если область интегрирования ограничена
У

поверхностями у = х1, 2 = 0, у +  г = 4.
Изобразим пространственную область V: у = ^ 2-  параболический

цилиндр, снизу ограниченный плоскостью г = о, а сверху -  плоскостью, 
параллельной оси Ох. Проекция на плоскость хОу представляет собой 
параболический сегмент -2<х<2, х1 <у <4.

Щ г ь у  , 2)дхфд2 = ]/(■*,У,2)бЬ = 1ф> 1 /(х,у,2 )дг.
Г р 0 -2 I1 О
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Пример № 2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями
г = д/дг2 + у2, 2 - г - х 1 -  у 1 = 0.

2 = ̂ х2 +у2 -  верхняя часть конуса, которая ограничивает тело снизу. 
г = 2 - х 2 -  у1 -  параболоид, ограничивает тело сверху. Найдем линию и 
высоту пересечения данных поверхностей.

[ 2 = ^х2 + у2, $ х 2 + у г = г г; ( V + 2 - 2  = 0, Гг, = -2 , 2 2= 1 .

{2 = 2 - х 2- у 2:  { л г -ф 2= 2 - г . ::::>{ Хг + >'2 = 2 - 2 ^ 1  г 2+ / = 1 .

«гПроекцией области интегрирования V на плоскость хОу является круг 
радиуса Р=1 с центром в начале координат, перейдем к 
цилиндрическим координатам: о < ^ 2 я-, о<г< 1, г < г < 2 - г г. Объем
тела равен

г* I 2- г *  I 

V -  ^сЬнХуск = ! ^ г с1(р<к = |йк = 2я-|г(2-/*2 -г)с1г = 2я(г2
У  У  0 0 г о

\\ 5
—  К .
6

Задания для аудиторной работы

1. Вычислить Щх3у22(йс/у̂ 2, если область V определяется неравенст-
, у "

Вами 0 2 д: < 1, :
0 < у < х ,  0 < 2 <ху.\ \ у } •' ■’ ■■■■■

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями
х2+ у 2=Юх, ' .л2+,у2 =13*, г = ̂ х2 + у1, 2 = 0, .1у>0.1



3. Вычислить |||л если область V ограничена поверхностями

г = х2+у2, Х2+ у 2=1, 2 = 0.

4. Вычислить объем части шара х2 + у2 + г 2 = 1, расположенной внутри 
конуса 22=Д:2+ у 2.

Задания для индивидуальной работы

1. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле 
Щ/(х,у, г)ск(1у<к, где областьV ограничена заданными поверхностями.
V ' , . \

2. Вычислить тройной интеграл, если дана подынтегральная функция и 
область интегрирования.

3. Вычислить объем пространственной фигуры V.

Вариант № 1. г

1. У: х2 + г 2 = у2, 0<>»23;
2. /(х,у,г) = 2х -у  + 4х, У : х  + 2у + г = 2,х>0,у>0,г>0;
3. У: г = х 2+у2, у = х2, у=1, г = 0.

Вариант № 2.

1. У :х 2+у2+ г 2=9, х>0;
2. /(х,у,г) = 2х-у,  V: г=х  + у + 4,у2 = 4х,х = 4,г = 0,у>0;

3. V : г 2 = х 2 + / , '  2 = 6. -

Вариант № 3. 1 2 3

1. У:х  = г 2+у2, х = 9;
2. /(х,у,г) = х - у  + г, У: у2 = 4х, г = 4-х,2 = 0;

3. У : X2+ г 2 =4, у = -1, у = ЗУ

Вариант № 4.

1. У :2у + г  = 4, у + 2 = 2, 2у = хг
2. /(х,у,г) = 2ху, У : г = 6-х,  у2 =6х,. г = 0\
3. У: г = 2 +у2, х = у2, х = 4,2 = 0.
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V. Криволинейные и поверхностные интегралы

5.1. Криволинейные интегралы первого рода (по длине дуги)
Пусть в пространстве К3 задана гладкая дуга Ьдв кривой Ц во всех 

точках которой определена: непрерывная функция и = /{х,у,г). ДугуАВ 
произвольным образом разобьем на п частей длиной д/, (/ = ТТй). В 
каждой элементарной части выберем произвольную точку л / д * , г () и 
составим интегральную сумму

К = ’̂ Д х 1,у1,г1)М1.

Тогда конечный предел интегральной суммы при д/,->о 
называется криволинейным интегралом первого рода по дуге 1.=АВ 
от функции 7(х,у,2):

\Ях,у,г)сИ=ИтТ/Цс/, у^г^М,.
АВ М

Если кривая и=АВ лежит в плоскости хОу и вдоль этой кривой 
задана непрерывная функция ((х,у), то \/{х,у)М = Нт

Вычисление криволинейного интеграла первого рода сводится 
к вычислению определенного интеграла:

а) дуга АВ задана параметрически . уравнениями
х = *(')> У = У(‘), 2 = 2(г|‘ / € [а, Р ] ,

тогда \Кх,у, 2)Ш = 1Дх(1),у(п,г(1))^Л 1))2+ (ут 2 + (2\ 1))гЛ.
АВ а

б) дуга АВ плоской кривой задана непрерывной и 
дифференцируемой на [а, Ь] функцией

У=У(Х), ТОГДа 1/(х,у)Ш = \/(х,у(х))41 +\у'(х))сЬ.
АВ а

в) дуга АВ задана полярным уравнением г - ф ) ’’ <ре[(рх,ч>г\,
V' '

\Дх,у)Л= сои (/>, г(<р)вт<р)ф\<р) + г '2(<р)с1(р̂
ли ’ г

Некоторые свойства криволинейного, интеграла по дуге:-
1. Криволинейный интеграл не зависит о т . направления 

интегрирования.
2. Аддитивность. Если то $Дх,у,2)сИ = ̂ /(х,у,:Д1 + \Дх,у,г)си.

1. ц
3. Если Г(х,у,2)=1, то = 1ЛВ -длина дуги АВ.

АВ
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Задания для аудиторной работы
Вычислить:

1. если, -  дуга , полукубической параболы 9у2 = 4 *\
1 <Х '

заключенная между точками А(3\24з)и в{вЩ~). /

. 2. \хуЛ1,: если -1_- контур прямоугольника с вершинами в точках А(0; 0), 

В{4; 0), С(4; 2) и 0(0; 2 ) /
. ,  •

3. \̂ 2у<и , есп\л I  -  первая арка циклоиды

*  -  а(* -  5Ш *)>; >, = а(1-С05/) (а>0).

4. \хУ2сИ, ь~ отрезок прямой между точками А(1; 0; 1) и В( 2; 2; 3).

5.  ̂ -  дуга лемнискаты Бернулли (л:2 +у2)2 =а2(х2 - у2), х>о.
1 " ' ■ 7. ; а

Задания для индивидуальной работы

1 .-3. Вычислить криволинейный интеграл \/(х,у)сИ.

4. Вычислить длину дуги кривой I-.

Вариант № 1.
1- /(х,У) = —̂ ~, у = 0,5х-2, 05х<4.х - У

2. /  (х, у) = 3х- 2\]а2 у, Ь: х = аса$21, >' = а5т’ <, 0

3. /(х,у) = х + у, Ь: г2=4со$2р, й<,<р<,

4. Ь:х = соз/, у = $т/, г = -УЗ/, 05/<2ж.

Вариант № 2.
1- /(*.>') = —!— . 1-- у~---х + 2, \<,х<,2.

х + у
2. -/(х,у) = у2, Ь:х = 3(/-зт/), у = 3(1-соз1), 0<,Ч2л.

3. /(д-,У )=^  г~ Х Ш,х I*. ,г  = 9зт2<р, 0 < р < ^ .
(л2 + у2 у 4

4. Ь. х = 31, у = 312, г = 2!3, 0И<\.
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Вариант № 3. ____
1, - /(х,у) = хгу, 1 :у~^9  -  х2 0<х<3.

2. /(х,-у) = -^х1 + у г , ' Р- х = а(со$1% ШП1); >’ = о(5т/-/со5/), 0</$2я-.
у  .. ...... .......  ... ' ........ Л ...

3. /(х, у) = агс1̂  — ,• /.?/■ = 1 + С05̂ >, 0<,<р< — .
_ . X '< --1 - -.-у 2.::-:

4. Ь х = <, у = -1 7, г = -/\  0</< 1. '■....... 2 3

Вариант № 4.

1- Дх,>
х - у

ь - ' у - 2-5х, 1<х^3.

2. /  (дг, V) = -/х2 +>’2, Ь: х = 6(соз ( + / 51П г), _у = 6(31П/—/С05/), 0</<2тг.

3. /(х, у) = х + у, Г.: г2 = 16с052$?, 05^)2^.

4. 2,: х = е"'со5/, _у = е ''5 т< , г = е~', 0$/<+оо

5.2 Криволинейный интеграл второго рода, его вычисление

Пусть,задана дуга - АВ=1.,в каждой точке; М которой приложена 
сила , переменная. п о '. величине и направлению

д м )= {Р (М ш т  8-,
Вычислить работу силы при перемещении из точки А в точку В по5 

дуге АВ. #
Дугу АВ разбиваем на п элементарных дуг м^м,. Счи

таем, что на каждой элементарной дуге вектор силы постоянный: 
7 = /(А /м). Тогда элемент работы вектора силы по перемещению вдоль 
элементарной дуги будет равен , .....................

&А,=/(МЫ) -М ЫМ„  Л/м М,=(Дх„Д>-,),

ДЛ('=Р(М/_|)-Ах,+(2(Л/М)-Ау,, где Р и (3- непрерывные функции от х, у.

Всю(работу  ̂вектора силы по перемещению-по .дуге АВ получим, 
если перейдем кпределу л = Нш ̂  м , , когда п -» лх, -► о, лу, -> о.

' ■'"'/Л ' ‘ ■ * - ’ - ’ ■ ." • - \  о ; ■ V 1 -
Конечный предел такого вида интегральных сумм называется 

криволинейным интегралом второго рода (по координатам) и 
обозначается

|7(Л/)-с1$ = |(Р(х,>)Л + 0(х,.у)ф), • . 4 *  = (дх,ф). А -  |7(Л/) г/X.
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Криволинейный интеграл второго рода обладает свойствами, 
аналогичными свойствам криволинейного интеграла первого рода; но 
при изменении порядка интегрирования он меняет знак на 
противоположный:

{/(ЛГ) •</*' = -
АВ ВА

Вычисление таких интегралов сводится к вычислению 
соответствующих определенных интегралов. Например, если дуга АВ
задана параметрически х = х(1),у = у(!), /е[а,д], то

/  'т />
\Р(х,у)бх + <2(х,у)с1у = >-(/)) ■ х'(1) + <2(х(1),у(0) • у 'О Ш

АВ / а
Аналогично^ вводится криволинейный интеграл 2-го рода по 

пространственной кривой.
7 (М ) = (Р(х,у, г), ()(х, у, г), Д(х,у, г)), б  х = (<1х,ду,дг).

|/(Л/)-4* = ^Р(х,у,г)дх + ()(х,у,г)ду + К(х,у,2)ск:.
I Д

Задания для аудиторной работы
Вычислить .
'■I. ^у + х2)бх + (2х-у)бу, где I-дуга параболы у = 2х-х2 от /1(1; 1) до В( 3;-3).

I.
, 2. -+• —_у2)^ ’, где б-дуга параболы у2 =9х от А(0,0)до Д(1;3).
' I
~ - -3: |д:(у -  2)Л + >(2 -  х)Оу, где I.- контур треугольника с вершинами

А(-2; 0), В(0;0) и С(0;1), пробегаемый в положительном направлении.
, 4., х̂усЫ + 2х2бу + хуг(к, 1: л; = е', у = е~\ г  = 12, Ой1<1.

5. работу силы }=уг!+хг~}+хук вдоль отрезка прямой ВС, если 
В(1;1;1)и,С(2;3;4).

- 5.3; Формула Грина. Условие независимости криволинейного 
интеграла 2-го рода от пути интегрирования

-?■ Теорема. Пусть (функции Р(х,у), 0(х,у) и их частные производные 
непрерывны в замкнутой области ̂ .ограниченной контуром С. Тогда; 
имеет место формула Грина :

' ^ Р ( х , у ) О с + 0 ( х , у ) а у - 0) :
С V ЧУ

при этом обход контура С совершается так, что область О все время 
остается слева. :
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Если в некоторой области О выполнены условия теоремы, то 
равносильны следующие утверждения:

1. §р(х,у)<кл-<2(х,у)<1у = ъ, где I. - любой замкнутый контур, содержа-

щийся в области О.
2. ^р(х,у)<ь + о{х,у)<1у не зависит от пути интегрирования, 

соединяющего точки А и В.
3. Р(х,у)сЫ + о(х,у)с1у является полным дифференциалом некоторой 

функции
и = и{х,у), (1и = Р(х, у)Ох + <2(х,у)с!у, Р(х,у) = ̂ -  <2(х,у) = ̂ -- Тогдаах ду

в
§ Р(х, у)ск + д(х, у)с!у = \(1и и(В) -  и(А), V
АВ А

т.е. интеграл не зависит от пути интегрирования, а зависит только от 
значений функции и(х,у) в начальной и конечной точках пути 
интегрирования. Функцию и(х,у) можно найти по формуле

X .у
и(х,у) = |Р(х,у„)йх+ |(2(х,у)с1у + С, (х0,у0) -  фиксированная точкае О,

*в Уо
(х.у)-переменная точка е О /

В этом случае во всех точках области О справедливо равенство — =— .ах ду
С помощью криволинейного интеграла второго рода можно 

вычислить площадь области О *
* 5 = — §(~ус1х + хс/у).

2 с

Задания для аудиторной работы

1 .Вычислить криволинейный интеграл второго рода
\(х2-2ху)с1х + (2ху + уг)(]у, Л(0;0), В(1;1), а)(АВ): у = х; Ь) (АВ): у = х2;

РО
с) (,1В): у2 -х. . ,
2. Вычислить интеграл х̂Вх+усЗу+кк по отрезку прямой, соединяющей

АВ I

точки А(1;1;1) и В(2;3;5). Т
3. Применив формулу Грина, вычислить интеграл
^(2(х2+у2)<ь + (х + у)2<1у), где в-контур: треугольника АВС с вершинами

А(0;3), В(3; 3) и С(3; 0).

4. Вычислить |(2ху + хг -5)дх + (х2 - у 2 +3)Ау. 
(-т
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5. Вычислить , где С - замкнутый контур:
С . . •'

а) окружность ЛГ = С05/, ^ = 5Ш/;
б ) у = хг и у = 4.

Задания для индивидуальной работы.

Вариант № 1.
Вычислить криволинейный интеграл
1. |(ду-у^сЫ  + хсЪг, где I -  Дуга Параболы у = 2хг от 0(0,0) до /1(1,2).

/. . У '
2. ̂ (х + 2^)Л  + (х->-)ф-, ОКРУЖНОСТЬ *  = 2соз/, у = 28ш/.

‘ (4;Э)
-3. |(*2 + 2ду -  у1 )с1х + (х2 -  2ху + у2 )с/у.

(2.'.) -

Вариант № 2.
Вычислить криволинейный интеграл
\.\рх+у)с1х+(ху-хг)с1у, где 1-ОТреЗОКПРЯМОЙ у = 4х + р от Л(-1;2) до В(0;6).

-Г. I- . *Г.
2. §(х'+4у)<1х + (х + у1)<1у, С - ОКРУЖНОСТЬ х = Зсо8<, У=38т*.

С
.V •: 0.4) :■ у .у-; -

3. (̂&и\х + 2ху-у1)с1х + (х1-2ху + со$у)4у. .
Н;-2)

Вариант № 3.
Вычислить криволинейный интеграл
1. |(2*2+у-3)Л+(>>+л-4)ф> г<)е/.-0Тре30К ПРЯМОЙ у = 6-2х от А(2;2) до В(4;-2).

I  ' -У" I 'У:- Уу
2^(хг +Зу)Ос + ( х - у 4)с*у, С- ОКРУЖНОСТЬ *  = 4со8/,. у = 4мп/.

С  У

<Э;5)

3. ](5 + 2ху-уг)сЫ + {х1 -2ху + уг)с!у.
' ' * ' (0;2) ' . ■ '

Вариант №4.
Вычислить криволинейный интеграл
1 ]{ху -х^дх+Хх + у)с!у, где УА-Дуга параболы  у1 =2х от А(2;-2) до В(8;4).

I
2. $(-хгусЫ + хугау), С- окружность х2 +у2 = 16.

С

3 хдх + уф 

от-̂ х1 +у2
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5.4. Поверхностные интегралы первого и второго рода
Пусть Т(х,у,г) -непрерывная функция в точках некоторой гладкой 

: поверхности Дел3.
С помощью кусочно-гладких линий разобьем поверхность на п 

; элементарных площадок 3, , площади которых обозначим через 
дя, о = \п), а диаметры -  через л,. На каждой площадке выберем 

■ произвольную точку м^х^у,,2,), вычислим значение функции в ней и 
: составим интегральную сумму
? о. ^'ЕА х1,У1,21)-А51.
; -- • Ы

Тогда существует предел этой интегральной суммы, который 
. называется поверхностным интегралом первого рода от функции ((х, у, 

2) по поверхности 3 и обозначается
ДО/С*, У, г)4У = 1ш1 ̂  Д х ,, у,, г ,) АЗ,.

■' 5 А,_>° »=1  ̂ ; - ,
Поверхностные интегралы первого рода обладают свойствами 

! линейности, аддитивности, для них справедлива теорема о среднем, их 
: величина не зависит от выбора стороны поверхности. • : :

Очевидно, что интеграл Цоз равен площади поверхности 3.

Вычисление поверхностного интеграла первого рода сводится к 
вычислению соответствующего двойного интеграла. Если уравнение 
поверхности имеет вид: ■ ' - у - у ^ у

а) г = г(х,у), то ЦДх,у,г)с!8 = Ц/(х,у,г(х,у))^1 + г’ 2(х,у) + г'у2(х,у)дхОу,

b) х = х(у,г), то \\/(х> У, х)(13 = ЦДх{у, г), у, 2)̂ 1 + х '2(у,г) + х'г2(у,г)йу<к\
а !>„ ' ' ■ с

c) у = у(.х, г), то ЦДх, у, г)с18 = Ц Д х, у(х, г), г)^1 + у',2 (х, г) + у'* (х, г) Лик.

Пример. Вычислить Ц ^ 2 + /  аз, если 5  -  часть поверхности

х2 у2 . г 2конуса — +— =— 
3 16 16 9

Ойг^З.

Из уравнения ■■■■ Гконуса , для / 26[0;3] находим

У .22 = —  (х2 +у2), г = —д/х2 +16̂  /  ’ 4У
Берем частные производные от функции г по х и у:

Зх _ 3 > ^  , . . .-,1 , . 9х2 + 9 У  25(х2 + у 2) 25
* _ 4д/ ? Т 7 ’ ^ _ 4д/ У Т У ’ * ” ~ 16(х2 + У )  ~ 16(х2 + у 2) ~ 16

аК = д|1 + 2’2 +2'2 =^1Ыу.
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Проекцией поверхности данного конуса на плоскость хОу является 
круг О: х1 • уг - 16. '  ̂ -V

Вычисление исходного поверхностного интеграла первого рода 
сводится к вычислению двойного интеграла по кругу.

ЦТ*2 +у1 & =~ + у1<шу=
д: = гсо5^, у = г$имр

(Зхф̂ г<1гс1<р, х2+уг =-г2 = 7 Л '1* * ? '*

5 Ь  5 .  64 1
7 Г Г  7 2гг /Т =’

/■
. Рассматриваются/ двусторонние поверхности, у которых 

различают положительную’ (внешнюю) и отрицательную (внутреннюю) 
стороны. Поверхность с выбранной стороной называется 
ориентированной. В каждой точке внешней стороны поверхности 
проводим нормальный вектор, который направляем от поверхности.

Если поверхность задана уравнением г-Цх, у), то нормальный 
вектор, образующий с осью Ог острый угол / ,  определяется

следующим образом: и = 1), а координаты единичного вектора

нормали «о равны его направляющим косинусам: $»•
'■ -'По=(—~ ,  -^-) = (С05в, соз/?, соз^), | п |= ̂ 1 + //2 + /у'2.

: |л| |л| |л| : •
Если поверхность 3 задана уравнением Р(х, у, г)-0,

/> 0 , ТО '

где знак « +» берется в случае, когда угол у - острый, а знак « - », если 
этот угол -  тупой.

Пусть в области V е определена векторная функция, 
координаты которой непрерывные в области V функции
а = Р(х, у, г) • I + <2(х, у, г) ■ /+ К(х, у,г)-к.

Пусть ЗсУ -  некоторая гладкая поверхность с выбранной 
положительной стороной, то есть с выбранным направлением 
нормального вектора. Разобьем поверхность 3 принадлежащими ей 
кусочно-гладкими линиями на элементарные площадки 5, , площади 
которых аз, (/ = Пй) и выберем в каждой из них произвольную точку М, (х, 
, у, ,2,). Тогда существует предел, который называется поверхностным 
интегралом второго рода от векторной функции а по поверхности 3:

Пт ^а(М,)-по(М,)АЗ , = ||а-по<Л5= ^(Р(М)  соз а + б(А/) соз р + К(М) соз у)с{5.

Поверхностные интегралы второго рода обладают свойствами 
линейности и аддитивности. При изменении стороны поверхности 
интегрирования на противоположную интеграл меняет знак.
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Т ак как соз а 05=ОусЬ,. сю/} 45 = <кЛх, соз у аз = Охйу, то справедлива 
формула

^а па<18= ^Р(x,у,г)с^усЬ + ̂ (x,у,2)(ЬиЬ̂ ■ К(х,у,2)с]хс1у. -
8  8  ' ■ 

Вычисление поверхностного интеграла второго рода сводится к 
вычислению двойного интеграла по проекции поверхности 5 на 
координатную плоскость:

;■ 1) 8 : г = г(х,у), Ца(х,у,г) по(х,у,2)аЗ = Ц а(*,у,г(х,у)) ■ п(х,у,г(х,у))ОхОу, (1)
5 ' - 0| - • ,

! А  = пРю,5> и = ±8гак/(2- г(х ,Я ) = ±(-<;-г^,;1).

' 2) 5: у = у(х,2), Ца(х,у, г) ■ па(х,у,2)03 = ̂ ( х ,  у(х, г), г ) • п(х,у(х,г),2)0x02, (2)
; * о,

\ ° 1  = ПРхОг̂ > п = ±ЗГаО{у -  у(х, 2)) = ± (-у 'х, 1 , -у 'г);

, 3) х = х(у,2), ^а(х,у,2) по(х,у,г)(]3= ^а(х(у,2),у,2)-п(х(у,2),у,2)фск, (3)
.У В3

| А = 4 Р ,ч Л  п = ±§га0 (х -х (у ,2)) = ±(1;-х'у;-х '! ).

Знак «+» («-») выбираем при интегрировании по верхней 
(внутренней) стороне поверхности 5.

Пример 1. Вычислить Цху2220у02, где 5 -  часть поверхности

х = у2+ 2 2, отсеченная плоскостью х=4. Рассмотреть сторону 
поверхности, которая не видна из начала координат. , г

Решение. Воспользуемся формулой (3). В данном случае вектор
[ а = (ху2г 2;0;0). з -  часть поверхности кругового параболоида, 

ограниченного плоскостью х=4, проекцией ее на плоскость уОг 
является круг п -̂. у2 +22=4. В этом случае интегрирование ведется по

I внешней стороне поверхности (соза>0, и = +%гаО(х -  у1 -  г2) = ( 1, - 2у ; - 2г ) ) .
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Подставляем нужные выражения в формулу (3), получим:

= ||г7 соз2 р з т 2 <рс1г<1<р
Ор \

• 2* - -■ 2 « . . '1 2 » : • 
= -|о,25зт2 2<рА<р̂ г2<1г = — ■2‘ — |(1-соз4р)^  = 4-2л, = 8я’.

О О 8 8 о

Л ху2г 2Лу<к = Цо>2 + г 2)у2г 2<{у<к-
у~гсо$<р, г = г5тр 

фсЬ = гЖ-<1<р, у2+ г 2= г 2

Пример 2. Вычислить интеграл Ц(у2 -  х2)с2у<к+ г 2 зш хДак -  2 / 2  <1хф,

где 3 -  верхняя сторона части поверхности 2=1-х2 , ограниченная
плоскостями 2 =0 , у - - ^  у=2.

Решение. Поверхность интегрирования 3 -  верхняя часть 
параболического цилиндра, отсеченного плоскостями. Ее проекцией на 
плоскости хОу является прямоугольник

й\ -1^x51; -1<у-&2.

Для верхней стороны поверхности
созу^О, 0<уй^ .  п = $гас1( 2 - 1  + л 2) = ( - г '; - г ';1 )  = (2д;;0;1).

В данном случае вектор
_ а = (у2- г 2; г2з т х ; -2 у 2г). а-п = (у2 -  х2)-2х + 0 -2 у2г, г = 1-дг2.

Воспользуемся формулой (1).

||(^2- х г)с)уск + г 1$тхс1хсЬ -2у12(1хс!у = ^а-псЬф - 
х п

= Я ((^2- х2)-2х + (1 -х2)-0 -2 у 2(1 -х2У)(1х(1у =
О . . . . . . . .  .

, : 1 2
-  ||(2хуг -2х3 -2 у г +2х2у2)с1хс?у= |(2лу2 ~2хъ -2 у 2 +2х2уг)ф  =

0 - , ' -1 -I
1 . . . .  . •

= |(бд: -  6х2 -  6 + 6х2 )сЬг = -8.
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Если 5 -  замкнутая гладкая поверхность, ограничивающая область 
V и функции Р(х,у,2),0(х,у,2)1 К(х,у,г) непрерывные вместе со своими 
частными производными первого порядка в замкнутой области V. то 
справедлива формула Остроградского -  Гаусса:

\[Р0уск + ОсЪссЬ + 1Ыхс1у = ГГГ(— + ~  + — )с&(ф'аЬ. (4)
у* уР дх Оу ог

Эта формула позволяет упростить вычисление многих
поверхностных интегралов.

Примерз. Вычислить интеграл \̂ 4х'с1усЬ + 4угскск- Ьг'сЫйу, где

3 -  внешняя сторона цилиндра х2 + у2 =25, о<г5б.
Решение.
Применим формулу Остроградского -  Гаусса. Находим нужные 

частные производные:
Р(х,у,г) = 4х\ ^ -  = 12х2; <2(х,у,г) = 4у\ ^  =  12у2; Р(х,у,2 )  = -6 гл, ^ -  = -24г\ 

ОХ ■ . „ ■ оу 02

Тогда из формулы (4) следует, что исходный интеграл равен
б

+  =  +у2 -22*)сЫс1усЬ-У1^<Ъсс1у (̂хг +у г ~22г)сЬ
В V О О

б 2ж 5 6 2 *  5  б  ,

= 12 ||г б&- ̂  |(г2 -  2г3 )оЬ = 12 |г3 -  24 ̂ с1ф Цгс1г = 24 яг * — • 625; 6 -  у
о о о о о  о о о  ^

—  48 тг ■ — • 25 • — • <54 = 36 я- 25 • (25 -  216) =-171900 п. •
2 4 4

Задания для аудиторной работы
Вычислить поверхностные интегралы первого рода:
1. ^(5х + у-г)с15, ГДв 3 -  ЧЭСТЬ ПЛОСКОСТИ х + 2у + г = 2, Ограниченная

координатными плоскостями. „ -
2. \\хуг<18, где 3 -  ЧЭСТЬ ПОВврХНОСТИ параболоида г = х2+ у2,

. г •отсекаемая плоскостью 2=4. ^
Вычислить поверхностные интегралы второго рода:
3. ||(2фаЬ + 0 '+ 2г)аЬ:йЬ + (хг-л)Лй ,̂ где 3 -  внешняя часть

$
поверхности

у = 1+ х 2 + 22, отсеченная плоскостью  у=3.
4. хг2с1усЬ + у0х<ь + 2йхйу, где 3 -  внешняя сторона эллипсоида

В ... , . . . . . . . . . . .  . .. *

х2+^- + г2=1, расположенная в первом октанте. -
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5. Ц ( *3 -  Зуг2 г)сЫсЬ ~(х + \)гг<Ьсс!у, ГДе 5 -  НИЖНЯЯ СТОрОНЭ

поверхности х2 + г 2 = л2, отсеченная плоскостями 2 =0 , у=0, у=2,
расположенной над плоскостью хОу.

(,.\\усксЬ, где 5 -  внутренняя сторона тетраэдра, ограниченного
^  V- 5 '

ПЛОСКОСТЯМИ Х+у+2=1, 2=0, У=0, х=0.

Задания для индивидуальной работы
Вычислить ■
1 . -2 .  поверхностные интегралы первого рода;
3 -  4. поверхностные интегралы второго рода.

Вариант №1.
1. ||(2дг+з>>+22)с15, где 8 -  часть плоскости х+3у + 2 ~ъ, отсеченная

$
координатными плоскостями.

2. ||7-т2 +угс!8, где 3 -  часть конической поверхности | 2+>>2 =22, 0 2 2  <2.
 ̂ V;

ъ. \\(х+уу]уаг +(у-х)<1хсЬ+{2 - 2)(Ыу, где 5  - часть поверхности конуса

х1 + /  -  г2 =0, 0 2 2  2 1 , соз^<о.(Нормаль к поверхности образует с осью 
0 2  тупой угол.)

4. Цхфск + г'сЬс/у, где 5 -  внешняя сторона сферы д2 + /  +22 =1. 

(Ответы: 1) 2) 3) | г ;  4) )

Вариант №2.
1. 1[(2 + у -7х  + 9г)с15>, ГДв 3  -  ЧЭСТЬ ПЛОСКОСТИ 2х-у~22 = -2.

отсеченная координатными плоскостями.

2. Цх2уг<К, где 3 -полусфера г  = ̂ 4 - х 2 -  у2.
5

3. \\г<Ту(к + {у + 2 г)сЪик+(х1 -х)(Ы у, . ГДв 3  - ЧЭСТЬ ПОВврХНОСТИ
5

параболоида
у = 1 + х г + г 1, отсеченная плоскостью у=3. Рассматриваем сторону 

поверхности, которая видна из начала координат.
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4. Цх2с1уск+хусЬсск+у2сЬсс{у, где 3 -  внешняя сторона поверхности
л*

цилиндра х 2 +  у 2 =  4, 0<г52, у>0.
( Ответы: 1) 12; 2) 3) -5Я-; 4) 4я- + у .  )  ̂ •

Вариант № 3. '. ^
1. ||(бх+у+42)сВ, где 5 -  часть плоскости Зх + з̂ + 2 = 3, отсеченная

координатными плоскостями.

2. $(х2 + у2)<я, где 5 -полусфера 2 = ]̂а2 -х 2-у 2.

3. ^ \ ( х + 22)ау02+ ( 2х 2 +у)с!хсЪ, где 3 -  верхняя сторона части
5 ' . . . .

параболоида
у=х2+22, о^у<,2, расположенная над плоскостью хОу.
4. ^гфкк+Оу-х)Лик-гЛф, где 3 -  внешняя сторона поверхности

тела, ограниченного поверхностями х 2 + у 2 = Ъ г = х 2 + у 2 + 2 , г - о .

(Ответы: 1 )1 ? ^ ; 2) - я а 4; 3) -п \ 4) 5я\ )6 3

Вариант № 4;
1. \\(-х+Ъу-$)сШ, где 3 -  часть плоскости х -у  + 2 = 2, отсеченная

координатными плоскостями. = -

2. Л  ̂ х 2 + у 1 с!5, где 3 -  часть конической поверхности
$ ........  ' ‘ ' ........ '

9 (х 2 + у 2) =  16гг, О й г ^ З .

3. \\{Ъх + 2)с1уск \ (Зх+г)(1х(к + {у + 2)с1хс1у, где ;5  - верхняя часть
х ^  ■■■’ ■ ■' '■■■ ■■

плоскости *
бх+3у+2г = 6, расположенная в первом октанте. • >  ^
4. Я ^  + у 2) г 0хс1у ,  где 3 -  внешняя сторона нижней полусферы

5 - ' » ..... .. .. ... . ..
х 2 + у 2 + 2 2 = 9 .  • ■ , . - •. ■ ..

(Отвв™:- , , - М ; 2) ^ , ; ,)Н;4 )21,. > •
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5.5. Элементы теории поля. Поток векторного поля через 
поверхность. Дивергенция векторного поля

Потоком векторного поля а{м\ М(х,у,г)е5 через поверхность 3 в

сторону единичного вектора нормали и0 =(со5а,со5/?,со5 )̂ называется 
поверхностный интеграл второго рода
- * П, = \\ а { М и О ( М  )08 ... (1)

П -  скалярная ^величина; если угол между векторами а «'-»*>
острый, то поток П>0; если угол тупой, то П<0.

Поток вектора^ а(М)=(Р(х,у, г); 0(х,у, г); Щх,у, г))' через замкнутую 
кусочно -  гладкую поверхность 3 можно вычислить с помощью формулы 
Остроградского- Гаусса:

. - - Я Р  Я/Т ЯР
(2)

Дивергенцией векторного поля 
величина, равная

«/«V а { М )

д г '

а(М) в точке

,дР Э2 ЗЛ.| 
+ ду + &

М называется

(3)

Дивергенция характеризует плотность источников и стоков 
векторного поля в точке М внутри области V, ограниченной
поверхностью 5. Если лч>а(М) > о, то в точке М - источник, если

Л уо (л/) < о, то в  точке М -  сток.

Теорема Остроградского -  Гаусса. Поток П векторного поля 
о(М) через замкнутую поверхность 3 во внешнюю ее сторону чис

ленно равен тройному интегралу 
от дивергенции этого поля по 
области . V, ограниченной 
поверхностью 3.

Пример 1. Найти поток век- .
торного поля 7а(М) = х-!+у-~}+2-3: 
через поверхность прямого ци
линдра 3 радиусом К и высотой 
Н, ось которого совпадает с осью 
Ог, а нижнее основание нахо
дится в плоскости хОу. Нормаль 
направлена во внешнюю сторону 
цилиндра.
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Обозначим через 5) боковую поверхность цилиндра, через З3 - его 
верхнее основание, а 32-  нижнее основание. Составим скалярное произве
дение вектора поля и единичного вектора нормали на каждой поверхности.

5,: а• по =пр_. а -  7?; Зг : а-по =пр.  а = 0; 53: а- по = пр̂  а = Я ; .
ло «О Ло

Таким образом, поток через поверхность цилиндра будет равен
77= = ]ри о <й +  | р л 0^ +  |р-ио^5'= ДОт?<75 + | | я ^ +  ДОой5 = 7?-2;г7?Я +

5 5, *?2 5, 5, 52  ̂; .
+ Я-Я-772 = ЗтгТ?2Я.
Вычисления можно значительно сократить, если воспользоваться 
формулой Остроградского -  Гаусса.

* - * ( ? « *  Й = г, ^ = 1  0 ’ =Ъ  Л; =1; Я =  Д|(1 + 1 + 1)Аф&=3-Г;и,=.
• • ■ ■ у : ' -- - =■- " ' '

= Ъж КгН.

Циркуляция и ротор векторного поля

Пусть Г -  замкнутая кусочно-гладкая кривая в трехмерном прост
ранстве и 3 -  гладкая поверхность, краем которой служит кривая Г. 
Положительным считаем такой обход кривой, при котором область, 
ограниченная этой кривой, остается слева.

В точках поверхности 3 задано векторное поле
а(.М)~(Р(х,у,г ),д (х ,у ,2 ),К(х,у,2)). . ,1-

Функции Р(х, у, 2 ), <2(х, у, 2 ), К(х, у, 2 ) непрерывны вместе со свои
ми первыми частными производными. Справедлива теорема Стокса:

„ ,  >г,,Э7? 30. ■' ,дР 97?. „  Ж  дР. . ...
47Ух + 2ф  + 7&й= I [((—  -  соз а + ( - -----—) соз /? + -  — ) со$у)с18. (5)
• у ду 02 02 дх ох ду

Циркуляцией векторного поля а(М) вдоль контура Г называется 
криволинейный интеграл
С - +  (?ф> + Кск = <^а(М)-Л, <7/ = (с(х,с1у,сЬ). (6)

Г Г
Ротором или вихрем векторного поля называется вектор с координатами

► .97? Ж  дР 97? д<2 дР. Г
ду дг дг дх дх ду у

Теорема Стокса. Циркуляция векторного поля а(М) вдоль замкнутого 
контура Г равна потоку ротора этого поля через любую гладкую 
поверхность 3 с краем Г. — '

С = с!1 = Ц го/ а- по (13. (8)
Г 5 ' ..................................

Число с(М) = пр̂  гогаЩ) называется плотностью циркуляции 
векторного поля в точке М в направлении единичного вектора нормали.
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Задания для аудиторной работы
1. Вычислить дивергенцию векторного поля

а(М) = (ху + г2:, уг + х1' гх + у2) вточке М (1; 3; -5).

2. ВЫЧИСЛИТЬ ПОТОК ВвКТОрНОГО ПОЛЯ а(М) = (х-2г;х + 2у + г,4х + у) 
через верхнюю часть плоскости х + у + 2  = 2, лежащую в первом октанте.
(Ответ: ^^/.)

3. Найти поток векторного поля а(М)=(х,-2у,-х) через замкнутую 
поверхность 3, ограниченную поверхностями 1-г = х2 + у г, 2 = 0, в 
направлении внешней нормали. (Ответ: -л.)

4. НаЙТИ ротор векторного ПОЛЯ а(М) = (хуг;х + у + г; х1 +у2 +22) в точке
м (1; -1; 2). ^  -

5. С помощью формулы Стокса преобразовать интеграл
% . . : '^(у1 + 21)с!х + (х2+21)ф'+(х1+у1)ск, гр̂  Г -  замкнутый контур, в

' Г  ‘  - '  -  -

интеграл по поверхности 5, «натянутой » на этот контур.

6. ВЫЧИСЛИТЬ циркуляцию векторного ПОЛЯ ' а(М) = (2\х\ у) вдоль 
контура Г: х2+у2=4, 2 = о в положительном направлении обхода

относительно по=* непосредственно и по формуле Стокса. (Ответ: 4л.)

7. ВЫЧИСЛИТЬ циркуляцию векторного ПОЛЯ а(М) = (-у;2Л) по линии 
Г пересечения конуса х1 +у2 -г 2 = о с плоскостью г = 1 в положительном

• направлении обхода относительно по = к . (Ответ: л.)

Задания для индивидуальной работы ■

Вариант № 1.
1. ВЫЧИСЛИТЬ ПОТОК П векторного ПОЛЯ а(М) = (х,Зу,2̂ ) через верхнюю 

часть плоскости х.+у+г = 1, расположенной в первом октанте.
2. Вычислить циркуляцию векторного ПОЛЯ а(М) = (х-у\ х;-г) вдоль 

линии пересечения поверхностей х2 + у2 = 1; г = 2 в положительном

направлении обхода относительно по =*.
( Ответы: 1. 11-1; 2. С-2 л.)
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Вариант №2.
1. Вычислить ПОТОК П векторного ПОЛЯ а(М) = ( З х ; - у , - 2) через

поверхности 9 - г  = х 2 + у 2, х  = о, у  = о, г = о, офаничивающие некоторое 
тело, в направлении внешней нормали. "

2. ВЫЧИСЛИТЬ циркуляцию - векторного ПОЛЯ а(М)  = ( у -  х; г )  ВДОЛЬ 

линии пересечения поверхностей х2 + у 2+ г 2 =4; :г  = ̂ /х2 + у 2 . в 

положительном направлении обхода относительно п0 = 1.
( Ответы: 1. П  =— л\ 2 .С  = ~4 л.)

8
Вариант № 3.
1. Вычислить поток П векторного поля а(М) = ( х - у „ х + у ; 2 2) через 

поверхность цилиндрического тела, ограниченного поверхностями 
х 2 + у 2 = 1, 2 =о, 2 = 2, в направлении внешней нормали.

2. Вычислить циркуляцию векторного ПОЛЯ а(М) = (у, -Х - ,  г) вдоль 
линии пересечения сферы х 1 + у 2 + г2 = 4  с конусом г = ̂ х 2 + у 1 в поло

жительном направлении обхода относительно п0=к.
(Ответы'. 1 .П  = - 4 л ;  2. С = -4  л.)

Вариант №4.
1. ВЫЧИСЛИТЬ ПОТОК П векторного ПОЛЯ а(М) = (8х,Пу,172) через 

верхнюю часть плоскости х + 2 у + 3 г = 1 ,  расположенной в первом октанте.
2. ВЫЧИСЛИТЬ циркуляцию векторного ПОЛЯ а(М) = (у2 ' 2хг; у 2) вдоль

линии пересечения поверхностей г =^ 2 5 - х 2 - у 2; х 2 + у 2 =1б в положи

тельном направлении обхода относительно п0^к.
( Ответы: 1. П  = 1; 2. С = 48 л.)
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