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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЁННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
БЕСШАРНИРНЫХ КРУГОВЫХ АРОК, ЗАГРУЖЕННЫХ 

РАДИАЛЬНЫМИ РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЁННЫМИ НАГРУЗКАМИ

Введение. В практике проектирования находят применение длинные цилиндрические 
оболочки, выполненные из лёгких материалов. Для таких оболочек особую роль играет 
ветровая нагрузка, действующая в радиальных направлениях [1]. Расчётная схема 
длинной цилиндрической оболочки может быть сведена к бесшарнирной арке. Решение 
задачи расчёта бесшарнирной полукруговой арки на радиальное нагружение равномер­
но распределённой нагрузкой на всю арку представлено в работе [3]. Таким образом, 
расчёт бесшарнирных арок кругового очертания на действие радиально направленных 
равномерно распределённых нагрузок (рис. 1) актуален и представляет интерес.

Постановка задачи. Рассмотрим задачу определения усилий и деформаций в бес­
шарнирных арках постоянной жёсткости кругового очертания при статическом действии 
произвольного, количества радиально направленных равномерно распределённых на­
грузок (рис. 1). Для решения задачи используется метод сил с переносом неизвестных в 
упругий центр (рис. 2). Учитывая, что рассматриваются круговые арки, для упрощения 
вычисления интегралов Мора воспользуемся полярной системой координат. За полюс 
принимается точка в центре окружности (точка О), а в качестве оси, относительно кото­
рой будем отсчитывать угол (0), примем вертикальную ось, направленную от полюса 
вертикально вверх. •

Получение расчётных зависимостей. Зависимость между декартовой (х, у) и по­
лярной (г, в) системами координат здесь имеет вид:

Г51П0;
' ( V = С1 у, = с -  /"(1 -  СОЯ 0), :

где .г, = -г ( ! -СО3 0); с -  расстояние от верхней средней точки до упругого центра, опре- 
деляемое выражением [г]:
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Бесшарнирная арка как статически неопределимая система имеет три лишних связи. 
Система канонических уравнений метода сил будет иметь вид [2]: ' ''

[<У|,Л', + Л|() =0; . , V
322Х 2 +  д :р = 0 ; ' , 0 )
3 ,,Х , +  А ,р = 0 . '■

Выражения для усилий в сечениях основной системы метода сил от действия еди­
ничных неизвестных имеет вид: :

М 1 =  с -г (1 -с о 8 0 ) ;  И] =-со$в;

Мг=г&тв;  6 : = -соз0; N 2 = -$т<9; (2)
М з  =  1; =  0 ;  77з ,= 0 .

Единичные перемещения вычислим по формуле Мора [2]:
<2,<2кс1$

1 ■ ОА +  ,( Е А - ’ ■:
- ''М)Мкс1$ г {
8* = \ — щ - + к (3 )

где Е1, О А, ЕА -  жёсткости сечений арки соответственно на изгиб, сдвиг и растяжение- 
сжатие; п -  коэффициент, учитывающий неравномерность распределения касательных 
напряжений по высоте сечений при изгибе.

Подставив выражения (2) в (3), учитывая, что с1а = п/о (рис. 2), и выполнив интегри­
рование, получим единичные перемещения в виде: ■

8п ~ 1Б Г 2 ~ ви) 2̂(С~ Г 1̂ * г ^ + ~ г)СО50о+ 2 Г*5'п2^ }  +
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Грузовые перемещения найдём по формулам Мора [2 ]:

Д,
„  гМ>М Аа

:Х 1 — (5 )ЕА ■ ОА ■ .А  ,ЕА : ;
Для получения выражений внутренних сил в произвольном сечении [в ) от действия 

внешних радиально направленных равномерно распределённых нагрузок было рас­
смотрено равновесие правой и левой частей арок относительно сечения, и они были 
выражены через элементарные нагрузки на бесконечно/малых участках с/5 = г(1<р 
(рис. 3, а, б). После интегрирования.составленных выражений в пределах действия на­
грузок получили: ... '

нп

М"  = 2̂ <7(г : [5т0(5т<9(А- з т б / ^  + созб^соз#*-соз0/')]+  (6)

+ ̂ I^:( ! -5 т в $ т в [ ' -СО8 0СО5<?/'); -  “ -

М р  =  <7у г : [ з т 0 ( 8 1 П ( 9 *  -  8 1 П 0 "  )  +  С О З 0 ( с О 8 -  С 0 5 в ”  ) ] ч

+  ̂ ^^2(\-$^пв5тв^ -созвсо&в*);
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2 Д = - ] | > Д < 7 , г [ с О 3 0 ( з т 0 , Д : - З т 0 / , ) - - $ т 0 ( с о 3 0 / '  - с о и  в " ) ] +  , ( 8 )

+  (7, / - ( с о з  0  з т  0 я - -  8 т  0  с о з  0  я ) ;

2 р =  ] Г ( 7 у г [ с о 3 0 ( З т 0 Д  - 8 1 П 0 Я ) - 8 т 0 ( С О 8 0 Я - с о з 0 я ) ] + 0 )

‘ V  ^  + < 7у г ( с о з 0 з т 0 Д - 8т 0 с о з 0 я ) ;

N  я =  (7, г [ з 1п  0 ( з т  0 , А з т  0 я )  +  с о з  0 ( с о з 0 , А -  с о з  0 я ) ] - ( 1 0 )

Т - < ? , К * “ 5 * п ^ 8 т ^ я  - с о 5 # с о 5 # / / ) ;

Л ^ =  ” 2 ] < 7 ; ф п  ^ (5 1 1 1 (9 /  -  5 Ш  )  +  С 0 5  # ( 0 0 5 $ *  - С О 8 0 ? ) ]  + ( 1 1 )

. + 9;К 1- соз0 соз0 А- 8 т 0 з т 0 * ) .
' : Подставив выражения (2), (6)-(11) в (5) и проинтегрировав по участкам непрерывно­
сти эпюр, получим грузовое перемещение, которое состоит из трёх слагаемых, учиты­
вающих соответственно три вида внутренних сил в арках -  усилий М, О и Л/:
"  ’ ' \ [ =  * “ +&%+а* .
.гдев.своюочередь: ^  =д “ + д ^ ,  0 =

Представим только слагаемые для определения грузовых перемещений от действия 
единичной силы X, и момента, вызванного действием радиально направленной равно­
мерно распределённой нагрузки:

: Л*', = — ^ 9 , -0/')+(с-г)81П0/'(СО80/Г-СО50// )-(с-г)С О 50,"(8т0/Г-8Ш0// ) +
Е1 м

+  г ( з т 0 А - 8 т 0 я  ) - “ Г з т 0 я ( 8 т :  0 Д - з й г  0 я ) - “ Г с о з 0 я ( 0 А -  О ' ' )  -  ; !

' ’’ . у „ II

-  - г с о з в " ( ш 2 0 ) К  - з т 2 5 / ' ) } +  — 2 ^ < 7 , { ( с - / - ) ( 8 1 п 5,.а  - з т 0 я ) ( с о з 0 , к  - з т 0 о )  +
4 . . Е1

: +  (С -  Л ) ( с о 8 0 ;'1 -  СО3 0 ,"  )(С О 80„ -С О 3  0 А )  +  - ~ (8 1 П 0 / ' - 5 1 П  О," ) ( с 0 8 :  0 „  -  81ТГ 0 Д  )  +

(соз0,А - соз0я ) (— 9,гв ,к)■*— (зш20„ - з т  20,А) } + ^ 2 > Л с - г ) ( 0 ; - 0 ; ') +
_  . с /  у . |  , . ;

. - Ц с - г ) з т 0 А ( С О 3 0 А - С О 3 0 Д ) - ( с - / - ) с О $ 0 | ( з т 0 А -  81П 0 ;" )  +  г (8 1 П  0 |  -  8 Ш  О "  )  -

— “  Г  8111 0 А (З П 1 ' 0 А -  8 Ш  :  в " )  -  ^  ' г  С 0 8  в *  ( 0 *  ~ 0 ”  ) ~ ~ Г  С 0 5  0 *  (81П  2 0 *  -  8111 2 в "  ) } -

— 2 ^ 9 Д с - г ) ( $ т 0 *  -  811) О "  ) {5 1 П  0 „  -  С 0 8  в "  )  +  ( с -  г ) ( с о з 0 Д  -  с о & О ’/  ) ( с о $ О д  +  5 т 0 уЯ )-1 
Е177, •

Далее можно решить систему канонических уравнений метода сил (1) и найти неиз­
вестные х „  х 2, х , . Окончательные значения внутренних усилий в сечениях правых / 
левых частей рассматриваемых арок определяются по выражениям:

М  = М>Х, +  М ? Х 2 +  М г Х , +  М  пр ’ л ;
в = е л + & * , + б , ^ + е ,я'я ; :-" ^ = 7 7 ,^ ,+ы2х 2+т},хг+ ыпр/л.
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а) сечение на участке, свободном от нагрузки

б) сечение на участке распределённой нагрузки 
Рисунок 3 -  Отсечение части арки

Определение вертикальных перемещений точек. Деформированный вид арок 
будет определён, если будут известны перемещения каждой из точек, лежащих на оси 
арки. Перемещения этих точек будут в общем случае происходить в произвольных на­
правлениях, поэтому для их нахождения (и нахождения соответственно новых коорди­
нат положения точек) необходимо определить отдельно составляющие этих перемеще­
ний на оси х и у -  Лх и Ау. Результирующее значение перемещения и его направление 
тогда можно будет найти по выражениям:

Д = ̂ (Дг)2 +(Д^)2; ' гг «. = Д ,/Д ,. _  (12)

. . 227
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Для определения перемещений будем использовать формулу Мора:

Рисунок 4 -  Единичное состояние для определения вертикального перемещения

Получим вначале выражения для’вертикальных перемещений точек, лежащих на оси 
арки. Для этого в принятой статически определимой системе (рис. 2) приложим в точке, 
для которой будем определять перемещение, единичную вертикальную силу (рис. 4). 

Выражения для усилий от действия этой силы будут иметь вид:
1. Для левой полуарки:
а) на участке I (от опоры А до точки приложения силы Р = 1):

м\ = -(Я/|Цг-созЦ| + л)-ЛГ.1) = -(;--соз0о+;'-5т0-г-соз0,,-г-зт«>) = -/--($тб--8т<г>);
2, =+й( -со5(-0) = со$б; (14)
М = -ИА • зт(-0) » зт в;

а) на участке II (от точки приложения силы Р=1 до опоры В):—и —л : —п /*г\М, -  0; 0,- «0; ' N1 = 0, (10)
где опорные реакции найдены из уравнений равновесия арки: .

(16)
Ц М  л -  0 :  1 • г  ■ (соз Д, -  з т ( - р ) )  -  М л =  0.

М  л =  Г  ■ (с 0 5  Ц , +  5111 (р) .

ТУ = 0: кл=\.
Подставив выраженния усилий от единичной силы (14), (15) и от внешних нагрузок 

(7), (9), (11) в формулу (13), выполнив интегрирование по участкам и просуммировав его 
результаты, получим выражение для определения вертикального перемещения рас­
сматриваемой точки (сечения) левой полуарки, которое представим в виде:
_  ,  .. . .. ДГ* . . О?)

+д
. где д',:"’ .д«" ,д($.;д‘">• д<» ;д‘"»: д‘">, ,д‘"г -  перемещения искомой точки в вертикаль­
ном направлении (по оси у) в основной системе метода сил от действия единичных зна­
чений неизвестных метода сил соответственно Л",, л-, , х ,  .определяемые выражениями:

Е/
С О 8 0 „ / | ^ - 0 „ •(соз^+зт#,, + зт^ -^  + зтр*(----0„) -  .2 '

I I
—  соз 2 (р —  соз 2 в,,

4 - . .  4 .
• з т ‘  -  з т <р• соз#(|
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(20)

( 19)

-  перемещения рассматриваемой точки в вертикальном направлении
(по оси у) в основной системе метода сил от действия внешних нагрузок, определяемые 
выражениями

Приведём только выражение для определения

постоянной жёсткости: кругового очертания. при статическом действии радиально на­
правленных равномерно распределённых ветровых нагрузок. Методика реализована в 
программе, составленной в среде МаШСаё.
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Заключение, газраоотана в замкнутом виде методика расчета ;оесшарнирных арок
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