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МОМЕНТЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
В настоящей работе рассматриваются связи между ■ начальными, центральными и 

факториальными моментами случайных величин, способы вычисления одних моментов, 
используя другие, и вычисление моментов случайных величин, используя числа Стир
линга первого и второго рода.

Моментом п -ого порядка (» =  о ,!,2 ,:. . . ) случайной величины .V относительно чис
ла и называется математическое ожидание м  ( ( х  -  а ) " ) •



Начальным моментом п -ого порядка (и =  0 ,1 ,2 ,...) случайной величины х  (отно
сительно числа а =  о ) называется « „  =  м  ( а" ' ) .  Заметим, что « 0 =  1, =  м  ( X ) .

Центральным моментом п -ого порядка случайной величины х  (относительно цен
тра распределения, т. е. числа а =  л/ ( х ) )  называется =  л/ [ ( х  -  м  ( х ) ) " ^ -  Оче'

ВИДНО, ЧТО /с0 =  1 , /1, =  0 , /,2 =  й ( х ) .
Факториальным моментом п-ого порядка (,» =  0 , 1, 2 , . . . )  случайной величины 

х  относительно числа а называется математическое ожидание 
М ((А- -  а) (Х - а -  1)... (X  — а - /1  +  1)).

Начальным факториальным моментом п -ого порядка ( п =  0 , 1, 2 , . . . )  случайной ве
личины х  (относительно числа а =  о ) называется
« („ ]=  М М  ( Л '( Л ' - 1 ) . . . ( Л '-  п +  1)). Заметим, ЧТО О'[0| =  1 , « ,,)=  М ( Х ) .

Центральным факториальным моментом « -ого порядка (н =  о, 1 ,2 ,...) случайной 
величины х  (относительно центра распределения, т. е. числа и =  м  (X  )) называется

/'[„] =  М  ((X  -  М ( X ))!" ]|  = м ( ( Х - М  ( Х ) ) ( Х  -  М ( X ) -  1)... ( Х - М  ( X ) — п +  1)).

Заметим, что ,«[„] =  I , =  о , =  й  ( х ).
Центральные моменты л-ого порядка случайной величины х  связаны с ее началь

ными моментами соотношением
=  М  { { X  -  М  ( Х ) ) " ^  М  ( ( X  - а , ) " )  =  М Ё  ( ~ 1 ) т с : ; х /1-т  т 

<*\

=  Ё  м  ( ( - ! ) “  С * Ё " Ч ”' ) =  Е  (— 1)”  С ” М ( Х "~т )(«"' =  Ё  ■
т~ 0 р т = 0 л» = О2

Так, например, д2 =  Ё ( - 1 ) '" С " а 2_иа|т =  С ^ а , 0 -  С1а,а] +  С$ааа [  =  а ,  -  ар, - ■ 
«1=0

/'з = Ё  = С°«3«,0 -  С]а2о| + С32« , « 2 -  С3«о'Ч') = -  З'Ь'Ч + 2 ( ' \  •

т-о
Начальные моменты л-ого порядка случайной величины х  связаны с ее централь

ными моментами соотношением

<>,, = М { Х " ) = М  ((АГ -  А /(Д Г)+  « , ) * ) =  м  Ё  с ; ( $ - М 1 Х ) ) ' - я <,? =
1»»=о У

=  Ё  м  ( с  ( х - м  ( Х ))"~"‘ ) =  Ё  С 'м  ( х  -  л/ ( / ) ) " - " '  « г1 =  Ё  Г •
.«1=0 т  =  0 /«= О

2 V
Так, например, « 2 =  =  +  ^ з /41а 1 + ^ ,2 //оа 12 — / ' :  +

«» = 0 
з «1 и/ /10 О | о  I I .  /-12 2 I л* 3 3  . ч | 3с з Т = + С3/л2(1, + С2/1,«| +  С3//,0(С, = /«, +  Зд,«, + (V, .

т=0
Для установления связи между факториальными моментами и моментами случайной 

величины рассмотрим следующие определения и соотношения.
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Выражение Ам  =  А (А -  1)...(А - п + 1) =  5 (0" 'к ” +  ^ " ’к " - ' +  5 '” ,А = ^ 18 („1>тк т

называется факториальным многочленом степени п . Коэффициенты 5 /”  называют
ся числами Стирлинга первого рода и могут быть получены с помощью рекуррентной 
формулы

_  ( / ,  -

Действительно, А111 =  5'^ Ч- и 5 ^ °  =  Г;
к т  ~  к  ( к  -  1 ) =  к 1 -  к  =  5 ' 2)А 2 +  8 \ 2Ч  И 8 12) =  1 , 8 ( 2> =  -  I ;

. А '-'1—  к  (А -  1)(А -  2 ) =  А-У^'ЗА2 +  2А =  5 ^ Ч 3 +  5<3Ч 2 +  5^3Ч  И 

- 3 , 5 ^ 2 .
Докажем рекуррентную формулу для чисел Стирлинга первого рода.

А ’ "  =  А ( А  -  1 ) . . .  ( А  -  н  +  2 ) ( А  -  н  +  1 )  =  А 1' " ' 1 ( А  -  »  + 1 )  =  Ё  8 ^ [ >„,кт  ( А  -  п +  1 )  =

иг I т =  I
В первой сумме полученной формулы введем замену т  + 1 =  т , тогда формула 

примет вид:

Е  - ^ . « ‘ Ч "  - ( » -  о Ё ' т а , * "  - * * - ” * '  +  Ё  е « )* и - ( | - ' ) Е  « . * "  -
<»<••■? /м = 1 т =  2 т = 2

-  («  -  >Ь С з  ’* 1 =  А’Г  " *  " +  Е  ’ -  ( "  -  1 ) ) * "  -  («  -  1 К - г ' к ' =
т = 2

=  -V*" ’Ч " +  Е  ( ‘V ) / : -  (и  -  ) а -  -  (и  -  1 )5 < Г 2, ,А 1 И, Т.К. А »  =  Ё  Я<” ,А "  ,
/и- 2  ш =  1

то имеют место формулы
Л Г  =  4 Г Л  = ^ ’ - ( « - ! ) « , .  С ’. =  - ( » - ! № ' * -

Введя замену / =  п -  т , получим 5 ,!" ’ =  -  (» - 1 )5 (<1 7 1). полагая 5 ((”  =  о ,
если / < о или / > » - 1 . 
м  Так, например, если « =  з , имеем:

Л',!3’ =  .У,ш  -  2 5 ,'2>; Я '31 =  8 '0 2 >  -  2 5 1 2,’ =  6’^2) -  2 -0  =  Г,

Л * 3’ =  5,(21 -  2 ^ 2) =  -  1 -  2 • 1 =  - 3  ;
ЛЧ31 =  Л '!21 -  25 ,(2> =  О -  25 ,121 =  —2 • ( — 1 ) =  2 , 

и, следовательно, факториальный многочлен степени п =  з равен

А 3 =  А (А — 1)(А -  2 ) =  Ё  ^ - „ А ”  =  5 ^ 4 3 +  5,<3Ч 2 +  5 ^ 3Ч | =  А3 -  ЗА 2 +  2А .
, /»|=1

Некоторые значения 5,1”  внесем в таблицу:
/; о(«)*>о 5,<” 5<"> 55” 5 ^ " ; 55”
1 1

. 2 1 -1
3 1 -3 2
4 1 -6 - 11 -6
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п о(«)
^0 ' Я,00 Я '" ' Я<"> Я ' " 1 яА'«

5 1 -10 35 -50 24
6 1 -15 85 -225 274 -120

Начальные факториальные моменты л-ого порядка случайной величины х  связаны с 
ее начальными моментами соотношением /

'«[„] =  М =  м  ( х  (X  -  1)... (X  -  ». +  1)) =  Ё  и  [8%}тх-т ) =■ Е  Я ^ > „ ,  ,
«1 =  1 «I = I

где 5 /" 1 -  числа Стирлинга первого рода.
Центральные факториальные моменты л-ого порядка случайной величины х  связа

ны с ее центральными моментами соотношением, которое легко получить из соответст
вующего соотношения для начальных моментов, полагая х  =  х  -  м  ( х )

«1 = 1 «1 =  2 01 =  2
где я,!"’ -  числа Стирлинга первого рода, так как //,, =  о .

Так, например, =  /<3 -  З / ь ; =  /*4 -  б/х3 + 1 1/<2 .
Для установления связи между моментами и факториальными моментами случайной 

величины рассмотрим следующие соотношения.
Заметим, что имеет место соотношение

« II 171 — 1

«1 =  1 /н =  Г 7=0
Коэффициенты я!"* называются числами Стирлинга второго рода и могут быть по

лучены с помощью рекуррентной формулы я /" ’ =  +  (« -  .
Очевидно, что *

к' =  =  к И я ‘ п =  1 ; А2 =  4 2,А‘2] + д Р ’Л1' 1 =  Л (*  - 1 ) +  *  И «<2> =  I , я '2' =  I .

А" =  я ‘ " ,а 1"| + 1+  . . .+  Я е < & (‘

Докажем рекуррентную формулу для чисел а)п>. 

к" = к - к " - '
н«=1 «1=1

=  Ё  -  « ) + Ё  =  Ё  Ё  ’п & ' М
т =  1 «»= I ' , «» = ] «| = |

В первой сумме полученной формулы введем замену » /+ 1 =  т , тогда формула
примет вид:

Е  ‘№ н  +  Е  + Е  +  Е
«1 = 2 «1 = 1 «1 =  2 «1 =  2

=  « А - " * ! * 1 +  Ё  +  '«« А -Т -ш  ) * н  +  < л ,>* [,|. :

+  та ( « - О а Щ - \ )  «-2 *

Введя замену г =  п -  т , получим я 1” > =  я^"_|, +  (л -  О а/ -Г "  • и полагая а)"' =  о , 
если / < о или г >  и
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Так, например, если » =  з , имеем
=  «/3| +  ( з -  / > ! : ! ;  =  а д 21 +  З я !2,’ =  1 4 - 3 - 0  =  1 ;

« ; ' '  =  я ; : ' +  2 я '2) =  1 +  2 =  3 ,
я !м =  я '21 +  « |2) =  о + 1  =  1, и, следовательно, имеет место соотношение:

к '  -  ] Г  л ^ „ Д Н  =  а (д ' к ^  +  а \ Ч ^  +  а (2})к ^ =  к  ( Д - 1 ) ( Д -  2 ) +  ЗД (Д -  1) +  к  .
ш -I

Некоторые значения а\п) внесем в таблицу:
// С10,)‘ *0 « Г А *
1 1 А
2 1 и '

•: 3 ■ 1 1
4 1 ,-6 7 ,1 .
5 1 10 25 15 1
6 1 15 65 90 31 1

Начальные моменты л-ого порядка случайной величины х  связаны с ее начальными 
факториальными моментами соотношением

„ „  =  м  ( * ■  ) =  м  (я < " ’ А '|" | +  я,(" )А ' ! " - 11 +  . . :  +  я,(," )| А '1,1) =  Е . < - « ' * [ . ] ;
А /М = 1 1

где коэффициенты а\п) удовлетворяют соотношению а\п) =  +  (я -  .
Центральные моменты л-ого порядка случайной величины х  связаны с ее централь

ными факториальными моментами соотношением

/*« = 53 П/'-ш/‘[т] = + 53 "1-я/'(и) -  53 а я - т 1 ‘ (т) '
ш = I < /я**2 ; х т  —2 .

где коэффициенты « !" ’ удовлетворяют соотношению л/я) =  а}"- '1 +  (« -  / ) а! ч п ■
Это соотношение, легко получить из соответствующего соотношения для начальных 

моментов, полагая зг =  х  -  лт (л- ) ,  так как/||,| =  о .
Так, например,
/I, =  /1г,|, /I , =  //[,] +  3;»|,|, /«4 =  /»|4| +  б/Ц3| +  7 /«[2|.
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СПЕЦИФИКА ИСПОЛЬЗОВАНИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ СЕТЕЙ
Стохастические сетевые модели (ССМ), относящиеся к категории типовых математи

ческих ц-моделей (схем) [1] с непрерывным временем и дискретными состояниями, нахо
дят широкое применение в проведении анализа и синтеза систем произвольной природы. 
При этом используются готовые среды моделирования, позволяющие кодировать такие
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