
Как только система «светофорный объект» идентифицирует, наступление затора, сра
зу управление формированием потоков (комбинация потоков) переходит в режим сво
бодного формирования таких пар, чтобы быстрее устранить затор. Возможность такая 
имеется. Если в режиме беззаторовой работы постоянно функционировала пара (1,2), 
то 1 еще можно комбинировать с 5 и 8 (рис. 6). ......
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ОПЕРАЦИИ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ ЭЛЕКТРОНИКИ
Одним из элементов проектирования интегральных схем является анализ физических 

' процессов, происходящих в полупроводниковых структурах' Причем имеют место раз
меры активных областей менее 0,5 мкм и многомерная природа переноса^заряда.

Многие процессы переноса энергии, массы, импульса,'заряда и т.д. описываются сис
темами нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных; Так, для 
физики полупроводников базовыми являются уравнения Максвелла:' '

-* д П -* д Г ) ■ -♦
<■»< е '-о'  н = *  ./"/««•■• ,л ;

М * Ъ , г Р '  сИ\’В  = 0.

В = М„Н- Ъ  = е Е-
где -  векторы напряженности электрического поля и индукции; И  • В  ~  векто*
ры напряженности магнитного поля и индукции; е , ц  -  диэлектрическая и магнитная 

проницаемости; у  прок -  плотность тока проводимости, I -  время.
Метод конечных элементов (МКЭ) является сеточным методам,.предназначенным 

'для решения задач микроуровня, для которого модель объекта задается системой диф- 
' ференциальных уравнений в частных производных с заданными краевыми условиями [1].

. МКЭ основывается на методе взвешенных невязок, суть которого заключается в сле
дующем: подбирается функция, удовлетворяющая дифференциальным уравнениям и 
краевым условиям, но подбирается непроизвольно, поскольку такой подбор вряд ли 
возможен уже в двухмерном пространстве, а с использованием специальных методов;

Пусть состояние некоторой среды описывается следующим дифференциальным опе- 
'ратором, с заданным граничным условием: ‘

/ , г »- /> = о , у  ( / ' ) —(',.. . . , ; .
... Здесь I . . -  дифференциальный оператор (например, оператор Лапласа), V -  фазовая 

переменная -  неизвестная функция, которую следует найти, Р  -  величина, независящая 
. от V.. V ( / ’) =  !> -граничное условие первого рода (Дирихле), то есть на границе задано
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значение фазовой переменной. Решение задачи с граничными условиями Неймана рас
сматривается ниже с помощью функции, имеющей следующий вид:

.. >'’ = /г + Ё д „Л ', " • , П)
«1*1 V . .

Здесь Г  -  приближенное решение, Р  -  функция, удовлетворяющая граничными ус
ловиями, .V,,, -  пробные функции, которые на границе области должны быть равны нулю, 
д„ -  неизвестные коэффициенты, которые необходимо отыскать из условия наилучше
го удовлетворения дифференциальному оператору, М -  количество пробных функций.

Если подставить V  в исходный дифференциальный оператор, то получим невязку, 
принимающую в различных точках области разное значение.

х '  ' ’ я  = 1 у " + р  _
Необходимо сформулировать условие, позволяющее минимизировать эту невязку по 

всей области. Одним из вариантов такого условия может быть следующее уравнение:
= о , ;

Здесь и; -  некоторые весовые функции, в зависимости от выбора которых различа- 
. ют варианты метода взвешенных невязок, 5  -  область пространства, в которой ищется 

решение. При выборе в качестве весовых функций дельта-функций будем иметь метод, 
который получил название > метод поточечной коллокации, . для кусочно-постоянных 

, функций -  метод коллокацйй.по.подобластям, но наиболее распространенным является 
метод Галеркина, в котором в качестве весовых функций выбираются пробные функции : 
N. В этом случае, если количество пробных функций равно количеству весовых функ-; 
ций, после раскрытия определенных интегралов приходим к замкнутой системе алгеб
раических уравнений относительно коэффициента А.

ка+<2 = о,
где коэффициенты матрицы К  и вектора О вычисляются по формулам:

К :,
■ .V

После нахождения коэффициентов А  и подстановки их в (1), получаем решение ис
ходной задачи. ^  ;

‘ Недостатки метода взвешенных невязок очевидны: поскольку решение ищется сразу 
по всей области, то количество пробных и весовых функций должно быть значительным: 
для обеспечения приемлемой точности, но при этом возникают трудности при вычисле
нии коэффициентов А'ч и ()., особенно при решении плоских и объемных задач, когда
потребуется вычисление двойных и тройных интегралов по областям с криволинейными 
границами. Поэтому на практике этот метод не использовался, пока не был изобретен 
метод конечных элементов., . . .. .... . ; . V ,

ИДея метода заключается в следующем: в методе взвешенных невязок воспользо
ваться простыми пробными и весомыми функциями, но не во всей области 5, а ее от
дельных подобластях (конечных элементах), а точность решения задачи обеспечить ис
пользованием большого числа конечных элементов (КЭ); при этом КЭ могут быть про-' 

:: стой формы и вычисление интегралов по ним не должно вызывать особых затруднений;
. Математически переход от ■ метода взвешенных невязок к МКЭ осуществляется с ис-



пользованием специальных пробных функций, которые также называются глобальными 
базисными функциями, обладающих следующими свойствами: -

1) в узле аппроксимации функции имеют значение равное единице;
2) отличны от нуля только в конечных элементах, содержащих этот узел аппроксима

ции, во всей остальной области равны нулю.
Далее рассматривается решение задач в одномерной области.
В результате на каждом конечном элементе действует строго определенное число 

; ненулевых глобальных базисных функций (в данном примере две) и вместо вычисления 
интеграла по всей области можно вычислить интегралы по конечным элементам и сло
жить их. Процедура сложения получила название ансамблирование. Использование 
глобальных базисных функций приводит к тому, что процедура вычисления интегралов 
по конечным элементам становится достаточно простой и, поскольку в узлах аппрокси
мации Ыт =  1 . коэффициенты А приобретают физический смысл, они становятся рав
ными значению фазовой переменной в узлах. В аппроксимации (1) теперь можно отка
заться от использования функции Р, поскольку удовлетворить граничные условия можно 
естественным образом, задавая значения V в узлах, расположенных на границе.

В пределах конечного элемента, при'.'условии, что он включен между нм и )-м узлами, 
, аппроксимацию решения можно определить с помощью глобальных базисных функций 

следующим образом:................... \  ,

Здесь X  -  текущая координата, отсчитываемая от начала конечного элемента, его 
длина, К  и К  -  значения фазовых переменных в узлах конечного элемента. Компонен
ты вектора N. получили название функций формы конечного элементы.'Функции фор
мы можно получить и и$ других соображений. Зададимся полиномом, аппроксимирую
щим решение внутри конечного элемента, например:

V- У = А0+Л\-Х , ,
приX = О К. - / 1 0 ,  приХ = 1  У/ =  /10 +  М - Х ,  .

Находим коэффициенты АО и А1 и подставляем их в аппроксимацию: ■

Таким же образом можно получить функции формы для квадратичной, кубической и 
других аппроксимаций. Соответственно аппроксимации называются и функции формы и 
конечных элементов -  квадратичный, кубический и т.д.

На базе описанной модели реализованы одномерная и двумерная версия расчета в 
математической системе МаФсасГ Проведен расчет по МКЭ на примере теплового ре
жима кремниевой пластины. . ’ • - У ,' . , .

Реализованные операции МКЭ могут быть использованы для разработки инструмен
тария построения моделей расчета переходных процессов, позволяющих анализировать 
функционально-интегрированные элементы БИС и СБИС[2]. •
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