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Вопросы учебной программы
1-й семестр

1. Определители 2,3 и п-го порядков. Их свойства, вычисление,
2. Решение систем линейных алгебраических уравнений методом 

определителей.
3. Матрицы. Действия над ними.
4. Обратная матрица, ее нахождение.
3. Решение систем линейных алгебраических уравнений матричным 

способом.
6. Метод Гаусса. Элементарные преобразования матриц.
7. Решение однородных систем линейных алг ебраических уравнений.
8. Собственные векторы и собственные значении матриц.
9. Решение произвольных линейных систем. Pam- матрицы. Теорема

Кронекера-Капепли. "
10. Векторы на плоскости и в пространстве. Линейные операции. 

Линейная зависимость и независимость векторов. Базис. Разложение 
вектора по базису в

11. Скалярное произведение векторов, свойства, выражение через
координаты перемножаемьгх векторов.

12. Векторное произведение векторов, свойства, выражение через
координаты перемножаемых векторов.

13. Смешанное произведение векторов, свойства, выражение через 
координаты перемножаемых векторов.

14. Евклидово пространство R„. Длина вектора, скалярное произведение. 
Неравенство Коши-Буняковского, неравенство треугольника.

15. Прямая в Яз. Различные виды уравнений прямой. Угол между двумя
прямыми. Условия перпендикулярности, параллельности. Расстояние 
от точки до прямой. -

16. Окружность.
17. Эллипс: вывод уравнения, исследование формы, параметры эллипса,

его директрисы. , , ^
18. Гипербола: вывод уравнения, исследование формы, директрисы и 

асимптоты гиперболы.
19. Парабола: вывод уравнения, исследование формы, , параметр

параболы, ее директриса. : х;;
20. Преобразование координат ( параллельный перенос, поворот осей 

координат).
21. Уравнение плоскости ( общее, нормальное). Расстояние от точки до 

плоскости.
22. Взаимное расположение двух плоскостей ( аналитические условия).
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23. Прямая в Лз. Различные виды уравнений прямой.
24. Взаимное расположение прямой и плоскости (аналитические 

условия).
25. Взаимное расположение двух прямых (аналитические условия).
26. Канонические уравнения поверхностей второго порядка. 

Исследование формы поверхностей методом параллельных сечений.
27. Функции ( основные, элементарные, гиперболические). Их свойства и 

графики.
28. . Предел числовой последовательности.
29. Предел функции.
30. Свойства бесконечно малых функций.
31. Основные теоремы о пределах функции.
32. Замечательные пределы.
33. Непрерывность функции в точке. Действия над не;1реры.вными 

функциями.
34. Точки разрыва функции, ихклассификация.
35. Свойства непрерывных на отрезке функций.
36. Определение производной. Ее ̂ метрический и механический смысл.
37. Теоремы о производных.
38. Производная сложной, неявной, параметрической функций.
39. Обратные функции и их дифференцирование.
40. Производные обратных тригонометрических функций.
41. Таблица основных производных.
42. Теорема о непрерывности дифференцируемой функции, .
43. Дифференциал функции, его свойства. Применение в приближенных 

вычислениях.
44. Производные и дифференциалы высших порядков.
45. Теоремы Ферма, Ролля, Коши и Лагранжа.
46. Правило Лопиталя.
47. Формула Тейлора.
48. Формула Маклорена для основных элементарных функций.
49. Условия монотонности функции.
50. Необходимое и достаточные условия локального экстремума-.
51. Глобальные экстремумы функции.
52. Выпуклость, вогнутость, точки перегиба кривой.
53. Асимптоты кривой.
54. Векторные функции скалярного аргумента, их дифференцирование.
55. Кривизна плоской и пространственной кривых.
56. Различные формы записи комплексного числа.
57. Основные действия над комплексными числами (сложение, 

умножение, деление, возведение в степень, извлечение корня).
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Перечень основных задач по темам первого семестра.
Вычислить аире^ечители;

6 3 0
1. 4 1 -3

-2 - 3  2
2.

2 2 3 4 
2 1 -4  3 
3 - 4 - 1  2 
4 3 - 2 - 1

Вымсинмть Эеиетеия на̂ д%йири%дми.-
Р  -3  2^ Р  5^  ̂ 1 - 2  3)

3. 2ЬЯ = 3 -4  1 1 2  ̂ 4 — 4 0 5
^  "3  3̂ Р  з ] 2 3̂

Веисижь системы .лииеимы.л смеефаическил урлемекий .метаном 
арреЭечитед^, жета^ам Ляусса и митирмчньыи жета^аж.

2 л -у  + Д - ̂  = 1, .
pc + Sy + z = (\

2 л - у - 3 ^  = 2,
^ 7Д2л-4у^Зд = -1,3 ^ -z  + ̂  = -3.

Зл + 4у+ 2z = 8.
[2^ + 2 y - 2 z  + 5 /= ,-6   ̂ ^

3.
Г л -у  + Зд =13,
2 n + y  + z = 0, 6.
3 x - 2 y - 4 z  = -15.

& Даны нектары .* а -  (3;-6;-1), ^  = (1;4^-5), с = (3;-4;12). 77айтм.* 
а) нраек^ид? нектара л +7? на недчиар с,*

№ а № + 4^ -с^
ахА +2анс-ЗЬхс;

Д смеиихикае ираызнеЭемие ?нрел еекиюрае а, 7?, с.

Р. Донизать, чта четыре точны ^(1;2;-1),В(0Д5),С(-1Д4) и D(2;l;3) 
лелсат а <%)яой иласкасжи. Састанить ураеисмнеэтай яласкастм.

№. ТТайти саВстеенлые нектары и са^стнеиные числа жатри^.*

"3 2 01 '  2 -1 2 '
2 4 - 2 л  = 5 -3 3

(о - 2 3; [ -1 с -2 ,

77. ТТлйлт расстакиие от точки МД,*7,*-Д Эа яласкасти* 
22 л + 4у -  20z -  45 -  0.

72. ОлреЭелитьфуерлнмыйуеаз, афазанамиый яласкаст^ии 
б л + 3 у -2 л -  0 и л + 2 у + 6z-12 = 0.
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73. Сосжяемнть^абнёнме плоскости, прохобяи^ей через начало коор<Зинйя1,
перпенби^улдртую к плоскости 5х -  2у + 5z -10  = О и образую иую. с
плоскостью х -4 у -8 х + 7 2 = 0 у го л  45°.

74. ^аны еершины треугольника ХВС; ^4(4;4), Л(-б,-1) и С(—2;—4). 
Записать уравнения биссектрисы шутреннего угла треугольника при 
вершине С,- .медианы Ж ) и еьюоты 7777.

73. /^аиь: уравнения беух сторон прямоугольнмкаЗх- 2у -  5 = 0 и 
2х +3у +7 -  0 и обиа из его вершин .4(-23). Вычислить ялом^аЭь 

этого ир^ьмоугольника.

76. ТТроверить, пересекаются ли нрлжьм ^ и

х+3 у -2  г ,^.-.,. _ Занисать уравнение плоскости, в которой они

лежат.
77. ТТайти точ/у, сижметричнуго точке 7*(4;3;10) относительно прямой

х = 1 + 27, у  = 2 + 47, z  -  3 + 57.

7& Тхакую линию определяют скебуюм^иеуравненмл;
а )  3х^+3у^-2х  + 7у+3=0;

б) 7бх  ̂ t 25у" -  32х + 50у -  359 -  0; 
е ) х ^ - у ^ —6х + 10=0;

г) х -  2у^ -1 2 у + 14;

б ) х ^ 1 - 1 ^ у Г з ;
4

е)4х^ у^+32х + 6у + 5 5 -0 .

79. Оиребелить тип указанной поверхности и построить ее;
а) г = 2 + х^ +у^;

б) х^ + у^ = 2х; 

е) у  ̂ = х̂  +г^; 
г)х^ - у ^ - г ^ - 4  = 0; 
б) х  ̂ -  4з.

20. ТУайти пребелы;

а ) lim
(x + l f - ( х  -1)^ , 
(х + 1 )^ + (х -1 )^ '

б) Нт -
лг-̂ -1

2х^ + 2х^ + Зх + 3 
х^ + х^ + х + 1
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V 2 -y 'l  + cosx
^ - ^ 1 - ^ /3 - х  ^  sin^x

A JL
б) lim(l У ^  ̂  л/х) ̂ ; е) lim(cos х ) ^ .

27. .ЙГсмебобимнь на нсирермемость з&унк%ми.* 

х ^ -1 ,сс л м х ^ 0 , }2-х, еслм х>б ,
= ^  6 ) y ^ ^ _ L  . .

[х + 2, ^ х > 0 .  2 - ' ,  с о ш х сО .

О у  = iog Jx}' 2) У =

х + 2 ,и (л м х < -1 ,

Х̂  +1, ССЛМ -1<Х <1,
3 - х ,  если х> 1 . ,

22. 77омтм иромлсобнмс функ^мй;
1 + x^inxа ) у  = 1п
1 - Vsinx

+ 2o?*cfgy sin X; б) у  == 7 '  ̂' у

H)y = Jx ^  + J x " - 5  - е) у  = -у= ^ . ... ; б ) у  = ^ ;
yl + lg^x ........  ,х'х

fx -a rc sm n
с) У € (—Id), у ' = ? у* = ?

l y = l n ( I - f ' ) ,  ''

ж ) Xg = ОГС  ̂—, у ' -  ? у" -  ? . .
X " - ' '

22. Зоямсать уроанснмя касательной и нсухиалн а точке М„(2;2) к лумаой
1+7 3 1 ,..

Л = —Г-, У = — - - г - - .  ...............
f 27 2f

27. П оказать, ч то  ^унк^мя у  -  CjC^ sin3x + cos-Зх убоелстаоряет 
уроаяснмк? у ^ - 4 у '+ 1 3 у - 0  (Cj м с  ̂ - V сокх7).

23. ТУспол&у̂ я кроепло Локмкмля, койтм мрабелы

o)lim (x  + a ^ )^ ; б)Ы т(ж-2окс^х)-1пх; e)lim - 1 - х '
'" " sin^ 2х

26. Лроаестм колкое ысслсбоеоямс фумк^мм м костроыть их ара^Ьмкм.
V ^  т З  11 2 ' 9 , ,  2x^ -9   ̂ ^- д ) у = - —-2 х  + —х -6 х  + —; б ) у = ...........-; а ) у  = — .

4 2 4 х + 2 * g*
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Аттестационная работа № 1
«Основы линейной алгебры и аналитической геометрии» 

Теоретические вопросы

1. Векторы. Линейные операции над векторами.
2. Скалярное, векторное и смешанное произведения векторов,' их 

основные свойства.
3. Записать условия коллинеарности, ортогональности и 

компланарности векторов.
4. Канонические уравнения окружности, эллипса, гиперболы и 

параболы.
5. Выпишите основные виды прямой на плоскости и в пространстве.

Расстояние от точки до прямой / ы / €
6. Уравнение плоскости. Взаимное расположение двух плоскостей.
7. Условия параллельности, перпендикулярности прямой и плоскости; 

двух прямых ж  плоскости и в пространстве.
S. Канонические уравнения поверхностей второго порядка.

Практические задания

Задание 1. По координатам точек А, В, С для указанных векторов 
найти : а) модуль вектора а;

б) скалярное произведение а й ;
в) проекцию вектора о на вектор й ;
г) векторное произведение я х й .

Вариант j 1 2 3 4 5
,4 (2;-3;0) (2;2;7) (3;-3;1) И;-2;0)
Л (1Д;-4) (0-1 ;б) (5;1;-2) (-1;-2;4) (-2;4;-5)
С (Зг2;0) (-2;3;7) (4Д;-3) (3;-2;1) (8;4;0)
^ АВ + АС AF-3BC АЙ + 2АС 2АЛ+ЛС . AC + 2AF
й [^6С-2АС АС + 2АЛ 4АС-ВС ЗАВ-2АС АЛ-ЗЛС

Вариант 6 7 8 9 Ю
А (3;3;-1) (2;1;-1) С0;-3;6) СН ;0) (3;-6;9)
R (5Д;-2) (6;А;-4) (-12;-3;-3) (-2;-1;4) , (0;-з;б)* .
С (4-АА) (4;2;1) (-9;-ЗН>) (3;Д;А) (9;-12;-15)
я 5^iS -  4ВС АЛ-5ЛС АВ + 2ЛС -АЛ + 2ВС 3AR-2AC

й АС+АВ 2AF + 3AC ЗАВ-АС 2АС + ЗАВ ВС+АД
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Вариант И 12 13 14 15
Д (1>-2;3) (2^;6) (3;3;-1) (-4;3;0)
В (-4;-2Д) (0;-1Д) (0',-2;4) (1;5;-2) (ОДД)
С Ж ; 2 ) (3,-4;5) (6;-8Д0) (-4ДД) (-2-,4;-2)
Й 5ДЛ + 2ЛС ДЛ + 4ЛС бЛЛ-ЗЛС 2ДЛ-ЛС Лл + 2ДС

Л л ^ Л с Л с -Л л Лл + 2Лс зЛ л+ бЛ с зВ с + Л с

Вариант 16 1? 18 19 20
Д (1;0;4) (0;2;-4) (2;-8Д) (3;3;-1) №2^3)
Л (^з-бД) (8ДД) (4;-6;0) (М.-2) (6;3;-2)
С (-5;-Ю;-1) (6;2;4) (-2;-5Д) (4--1;1) (7j3;0)
Й 2ДЛ + 5ЛС ДЛ + 2ЛС 2ДЛ-ДС 5ДЛ+ЗЛС ДЛ-6ЛС
й Л л - Л с 2Л С +Л с л ё + з д л 2Лл^-ДС 2ДЛ+4ДС

Вариант Л 22 23 24 25
Д (0Д--2) (-3;-7;-5) (5Д;-1) (-4;6;7) (-U2-.-3)
Л (3*1(2) (0;-1;-2) (5;2;0) (2;5;3) (0Д;-2)
С (4ДД) (2;3;0) (6;4--1) (-6Д;0) С-3,;4;-5)
й ЗДЛ + 9ЛС 4ДЛ-2ЛС ДЛ+ЛС з д л - л с ДЛ-6ЛС
й -Л л -зЛ с Л л+зЛ с 4ЛЛ-2ДС Л с+ зЛ з 2 д е+ Л з

Вариант 26 27 28 29 30
Д (2;33) (-2ДД) (2;0,-3) (7*0% (-1;2;-3)
Л (-3;-3;-1) (2;3;-2) (1;4;5) (7ДД) (3;4;-6)
С (-3,-7 гЗ) (0;0;3) (-7ДД1) (Ri-1'Л) (1:Д-,Д)
й 2ДЛ-ЗЛС ЛЛ + 2ЛС 2ДЛ-ЛС ЗДЛ-ЗДС 4ДЛ+ЗЛС
& л с + Л с 2Д С -Д З Лс + Лв л с + Л с Л л - з Л с

Задание 2. Установить компланарны ли векторы <з, с.

Вариант й а с
1 (4Д;-2) (-8;2Д) (6;2;0)
2 (ЗД;-П (8Д;-2)
3 (1;-2;6) О;0Д) (Л-6Д7)
4 (5ДД) (4ДД) (9;5;8)
5 (4;ЗД) - (б;7;-4) (2;0;-1)
6 (ЗДД) (6;7;-4) (2;0;-1)
7 (4;2;2) (-3;-3;-3) (2Д;2)
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Вариант с
8 (3)2:1) (2:3:4) (ЗД И )
9 (4Д:2) (9:2:5) (1Д:-1)
10 (ЗДО;5) (-2:-2:-3) (2;4:3)
И (^3;4) .(-1:-2:4) . (2;1:2)
12 (-3*3:3) (-4:7:6) (1;-1:-1)
13 (4:-1;-6) (1:-3:-7) (2;-1:-4)
14 (1:-1:4) (Ц0;3) d:-3:8)
15 (3;ЗД) а:-2;1) (1;1Д)
16 (2:3:1) (4;0;-1) (2:2:2)............
17 (7;3:4) (-1:-2;-1) (4:2:4)
18 (3:2;1) (1:-3:-7), 4 (Г-2^)
19 (4^1). (1:-2Д) (2:2:2)
20 (3:1;-11 (-2:4-0) (5:2;-1)
21 (2;3;-1) (1:-1:3) (-3:3:9)
22 (ЗД:0) (-5:-4:-5) (4:2;4)
23 (3:4;2) (1:1:0 (8:11:6)
24 (6:3 ;4) (-1:-2:-1)' (2:1:2)
23 (3;-2Д) (7:8:-1) (-б:4:-2)
26 (2;3:2) (4:7-5) (2;0;-2) -
27 (-2;-4;-3) (4:ЗД) (6:7:4)
28 (З;3:4) (-1:0:-1) (4;2:4)
29 (1:5;2) . ^11 -1 V 0:б-,1)
30 а и г З ) (3:2Д) (2:3:4)

Задание 3. Даны вершины треугольника АВС. Найти:
а) уравнение стороны АВ;
б) уравнение высоты СН;
в) уравнение медианы ВМ;
г) расстояние от точки А до прямой ВС.

Вариант А . В С
1 (2:5) (1:-3) (4:0)
3 (7:2) (1:3) (0И)
5 _(1:-3) о П ) (2:^6)
7 _(3;-2) (1:0) (8:6)
9 (-1Д) (-4:5) (-8:2)
11 (?:-1) (1:3) (0:5)
13 (ЗД) (4:-2) (1:-з)
15 (б:-3) (-1^4) (7:0)

Вариант А В с
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Вариант А в €
17 (3;-1) (2;3)
19 (j;5) (ДД) (2;-3)
21 (0 -̂4) (8Д) (6;4)
23 (2-Д) .(Д.;0) (З'Д)
25 (2;-8) (4;0) (-3;-!)
27 (1;0) (-2Д) (8-1)
29 (0г2) (ЗД) (4Д)

Вариант А в С
18 (-3;2) (ЗА) ((Д)
20 (-2Д) (АД) (ОД)
22 (3;-1) (5-2) (4Д)
24 (-4;0) , (1Д) (-2Д)
26 (3;2) (ДД) (0^-5)
28 (-3;-5) (0;2) (3;-1)
30 з(4Д)

Задание 4. Установить, какая линия определяется уравнением. 
Изобразить ее на чертеже.

Вар. Уравнение
л = -6  - 2 у у  -ь 4

3 у  = 3 - 4\&  Д

5 5л^ + Зу^ — 20л+18у + 2  = 0

7 9л" -16у^ + 90л+ 32у-367= 0

9 л^ + 1 0 л -3у^  + 2 4 у - 2 6 = 0
11 4 л ^ + З у ^ -8 л + 1 2 у -2 0  = 0

13 У = +2д —7

15 16л" +25у" т32л - НЮу -284-0

17 у = + - 4 л - 5  
3

19 у = -5  + ^ ^ 8 + 2 у - у ^

21 16л  ̂ -9у^  - 6 4 л - 5 4 у - 161 = 0

23 у = 7 + 3-\/л + 5

25 у  = 7 " ^ - \л ^  — 6л+13

27 л = -y ^  + 2y -1

29 у = 1 -  — - 6 л  
3

Bap. Уравнение
2 . л = 2 -^ 6 -2 у

4 у = -7 + -^ 1 6  + 16л-л' 
5

6 7л̂  +28л4 6уЗ -  12у -30  = 0
8 2л̂  + 3у" : 8л-10у - 1 7 -0
io 16л̂  -  9у ̂  -  64л -1 8у +199 = 0
12 4л ' +3у- -  8л И2у-- 32=0

14 5л^+9у^-30л+18у+9 = 0 ^

16 у -4 л " -8 л  + 7

18 4л̂  + !8у  ̂-  ;бл +Збу -  38 -  0

20 6л^-12л+7у^ + 2 8 у -8 -0

22 у  = -5+д/-Зл—21
24 л = -2 + 5 -6 у -у ^

26 5л^2у^+10л + 8у-13 = 0

28. л -9  - 2 у У + 4 у + 8

30 л = —4 + 3-^у+5

П



2.

1.

а

4.

5.

6

7.

8.

9.

10. 

11.

ЗаданиеЗ.
[ 5 л -З у + 2 д -5  = &, ;

Доказать, что прямая < лежит в плоскости
[2х -  у z -1  = 0;

4 x -3 y  + 7 z - 7  = 0.

Доказать перпендикулярность прямых;
fx —2? + 1,
1у = 3 ;-2 , и ;
)2 = —6? + 1.

f2 x + y -4 z  + 2 = 0; 
[4х -  у -  5z + 4 = 0.

Найти точку Q, симметричную точке Р(3;-Д;У) относительно 
плоскости, проходящей через точки М,(-6;1,-5);М^(7;-2;--1); 
МД1Д-Д1).
Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую 

л - 2  у  + 3 z+1— у - -  и перпендикулярной к плоскости

2 x -5 y  + z - 2 - 0 .
Даны три последовательные вершины параллелограмма Д(3;0;-1); 

Л(1;2;-4); С(0;7;-2). Найти уравнения сторон ДЛ м CD.
Составить уравнение 11ЛОСКОСТИ, проходящей через две

х -1  у + 2  z +З л+3 у - 5  z+1параллельные прямые — - = - -  = — ; — — =  ------------- .
4 —5 2 4 —5 2

Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М(1;2;-3)
х -1  у  + 1 z - 7  х+5 у - 2  z+ 3параллельнопрямым -----= ̂ ——- ..... - --------------------- = ------ ,

, 2 - 3  3 3 - 2  -1
Даны точки Д(1 Д Д ); Л(2;3 ;3); С(3 Д;2). Составить уравнение 

прямой, проходящей через точку Д и перпендикулярной к векторам 
ДВ м ДС.
Составить канонические уравнения прямой, проходящей через точку

М,(2;3^-5) параллельно прямой
3 x -y  + 2 z -7  = 0;
x + 3 y -2 z  + 3 = 0.

Доказать параллельность прямых: 
fx + 2 y -3 z  + l = 0, х + 3 _ у -1  _ z + 5 \
Цх 4y + z 5 -^0, l b  " У "  У" *
Найти точку пересечения прямой, проходящей через точки Д(0;0;4); 

7?(2;2;0) с плоскостью х + у  -  z = 0.
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12.

13.

14.

15.

16. 
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Написать уравнения прямой, которая проходит через точку И(-1;2;-3) 
перпендикулярно к вектору а -  (6;-2;-3) и пересекает прямую 
х-1  y + l z - 3
" У ^ ..Г  "  - У
Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую

Найти точку <2 ) симметричную точке Р(ДЗ;-4) относительно 
плоскости Зл + у -2 а  = 0.

Найти проекцию точки Р(2;-1;3) на прямую 
x — 2?;y = 5 /-7 ;z ^ 2 f  + 2.
Найти проекцию точки И(3; 1 ;-1) на плоскость х + 2у +.3Z-30 -  0.
Доказать параллельность прямых 

jx + y - 2  = 0, х+2 у -}  _ а
[х -у -5 х -  8 -0 ,  3 '  - 2  * 1 '
Составить уравнение плоскости, которая проходит через дичало 

координат' перпендикулярно к двум плоскостям 
2 x -y + 3 z - l= 0 ,  х + 2 у + з —0.
Составить уравнение плоскости, которая проходит через прямую 

пересечения плоскостей З х -у + 2 з+ 9  =0, х + z -  3 -  0 я  через точку 
У  (4;-2;-3),

Найти проекцию точки ^(5;2;-1) на плоскость 2х -  у + 3 з +23 = 0.
у -1  Z  + 1
" " " У "

Найти точку пересечения прямой с плоскостью

перпендикулярно к прямой

2 1
х + 2у + За -  29 — 0.
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку Ж1 Н И )

^ х -2 у + з -3  = 0,
[ х + у - з + 2 - 0 .

Найти уравнение плоскости, проходящей через прямую 

= ^  перпендикулярно плоскости Зх+ y -z -t 2 - 0 .

Составить уравнение плоскости, нроходяпсей через прямую 
х=2У+1;.у--ЗУ+2; z -  2f -  3 и точку М  (2;-2;1).

13



25. Составить уравнение плоскости, проходящей через две
х + 2 у - 2  г - 3  х -1  у + 2 2+5параллельные прямые ——-  = ....... = — ; — -  = +------ -------- -,

3 - 2  2 3 -'2  2
26. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку

М (2;-1;5) перпендикулярной к плоскостям З х -2 у + 2 + 7 = 0;
5 x -4 y  + 3z + l = 0.

22 Составить уравнение плоскости, проходящей через точки Р(2;0;-1), 
;3) перпендик)'лярно к плоскости 3x + 2 y -z  + 5 = 0.

28. Определить косинус угла между прямыми ^  и

fx — 6y —62 + 2 = 0,
[2x + 2y + 9 z - l= 0 .

29. Найти точку g , симметричную точке Р(4;1 ;6) относительно прямой 
f x - y - 4 z  + 12 = 0,
[2х+у  -  2z + 3 = 0.

20. Вычислить расстояние <7 от точки Р(2;3;-1) до прямой 
х -5  _ у  _2+25 

3 2 - 2 "'
Задание 6. Изобразить тело, ограниченное поверхностями:

Вариант. Поверхности

1 х + у  = 6; у  = -^3х; z = 4y; z = 0.

2. х^ + 2  ̂ = ; у  = 0; 2 = 0; у  = х.

3. 2 . 2  2 . 2 . 2  2 2 х + у  = а  , х + у  - 2  = - й  .

4. 2 = 0, х^ + у ^  = 2х; х^ + у ^  = 2 .̂

5.
3 '

х + у  + 2 = а ; Зх + у  = аг —x + y  = a ; y  = 0 ;z  = 0.

6. x ^ + y ^ = 2 z ; x ^ + y ^ + z ^ = 3 .

7. х^ + у^ = 2у; х^ + у^ +z^  = 4 .

8. x + z = 3; y  = i/3x; у  = 6-^3х; 2 = 0.
9. у^ + 2  ̂ = 2х; у^ + 2  ̂ =4.
10. х = 2; у  = 0,5х; у  = 0; 2 = 0; 2 = 1.

И . з '= ^ - ( х '+ у '1  з = Ь
т

12. 2 = 2х^ + у ^ + 1 ; х  + у  = 1 ;х  = 0; 2 = 0.

14



Вариант. Поверхности
13. х  ̂+у^ "1; х  ̂+у^ +2^ = 4; 2 = 0.
14. у  = -\/х; у = 2 /̂х; х + 2 = 6; 2 = О.
15. х  ̂+у^ = 2z; х̂  +у^ -z^ =1; z = 0.
16. у  = х^; х̂  + у  ̂  = 3; z = 0; z = 4.
17. у  ̂ = 4я  ̂-Зох; у  ̂ -  ох; л — ±й.
18. х^+у^=3у; х^+у^=6у; z = Jx^+y^; z= 0 .
19. д2+у2=4л; z = 10-y^^ 2 = 0.

20. у  ̂ '---- 2 = -2; z + x = 2.
4 9

21.
2 2

—  + " -  = l; 2 = 5; у^-ж^=1. 
4 9

22.
2 2 ......

= l; у = 0; у = 2л; z = 0; z = 4.
9 4

23. Z = X^+y^; у -  д"; у  -  l; z= 0 .
24. g4= 9-X ^ -y^ ; д^ + у ^ = 2 ;̂ x > 0 * z > 0 .

25." x==7j3y; x = j3y; z = 0; z + y = 3.
26. z = x^+y^ y = x ; y  = 0; z = 0.
27. x  ̂+y^ = 2x;. 2 = -I; 2 = 2 -x ..
28. х^+у^=4л^ z = 0 ;2  = 6-x^r
29. x ^ + y ^ = 2 z ;x ^ + y ^ -z^ = l; z = 0. ^
30. x^+y^=l6; 52 = 2 5 -x ^ -y ^ ; 2>1Д

Задание 7. Составить таблицу значений функции, заданной 
полярным уравнением г = г(%?), построить график кривой. Записать 
уравнение кривой в декартовых прямоугольных координатах:

Вариант r= r(p )

2.
1

3(1 -  cos $?)
4. r = 4cos3%?.

Вариант  ̂= r(^)

1. r =2(l+sm^).

3. r = 2 + sm$?.

15



В а р и а н т Г — 7*($?) В а р и а н т r  =  ?-(%?)

5 .
1 0

г  =  — "— — — . 
2 + c o s $ p

6 . r  =  6 sm 3 % p .

7. Г -  ^ a
^  1

2 - 3 c O S $ 7 l  +  cos%?

9. г - 4 ( 1 " $ ш % у ) . 10 . r  =  2 [ s i n ^ [ .

1 1 . г -  ^ 1 1
5

cos%? 6  +  3 c o s ^ ?

1 3 . T =  3 s in $ ? . 1 4 . r  =  6 s in 2 % 9 .

1 5 . r = 5 ( l + c o s % ? ) . 16 .
1

r  =  --"" —.......
2  +  2cos% ?

17 . T = 3 + c o s t p . 1 8 . r  =  2 s i n 4 p .

1 9 . r ^ = 9 c o s 2 ^ ? . 2 0 . r -  ^ 
l - 2 c o s % ?

2 1 .
12

2 1
1

2  +  c o s$ ? 3 + c o s % ?

2 3 . - 1 6 s i n 2 ^ . 2 4 . r  -  2 } c o s ^ } .

2 5 .
6

r  =  — -----------,
l-C O S% 7

2 6 . r  =  3 ( l-C O S % 7 ).

2 7 .
2 1

2 8 .
1

5 - 2 c o s $ ? 2+COS% 7

2 9 . r = = 6 c o s 4 ^ . 3 0 . -  2 5 s i n 2 ^ .  -
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Решение типового варианта АР № 1
«Осиязы лмнеймой ял^г^ы  м ямялытимчзскяй а^яма№рям^

Задание 1. По координатам точек А,В,С дли указанных векторов 
найти : а) модуль вектора я;

б) скалярное произведение я & ;
в) проекцию вектора я на вектор & ;
г) векторное произведение я х ̂ .
^[(-1;2;-3); 3(3;4;-6); С(1;1;-1); я = 4^43+з Щ  6 = -  2ЖГ.

Решение:
Найдем координаты векторов 2tB; ВС; ИС, зная, что х ^  = Хд -  х^;

^ 3 =  (4;2;-3); ЗС  = (-2-3;5); ,4С = (2;-1;2). 
Тогда я = 4(4;2-3) + 3(-2;-3;5) = (10;-1;3).

& = (4;2-3) -  2(2;-1;2) = (0;4;-7).
а) Модуль вектора я = (х,у,л) найдем по формуле

я = ^ 7 + y N ^ "  = = - Л о  * 10,488.
б) Скалярное произведение векторов, заданных своими координатами

я -  (х,, у ^  х ^  определяется по формуле,
я - ^ = XjX2 +у,у^ + я - Ь = 10 - 0 + (-1)- 4 + 3 *(-7) = -25.

ж) По определению скалярного произведения вектора на ось имеем: 
я - <& =)я}- & cos^ = )3j-Mp-j5

Из этого равенства следует, что мрг<? -

Г.к. я - ^ ^ - 25; ) ^ д / о ^ + 4^ + (-7)  ̂ =Тб5, мя

^  -^ ^ 6 5 ^ -3 ,1 0 1 .
* V65 13

г) Векторное произведение векторов, заданных 
я  -  (х ,, у , , %i); & -  (х^, у^, X определяется по формуле: -

f  J А
Я X ^ ^  У,

Уд 2̂

координатами

17



Для нашей задачи ах  ^
У ^

ю -1 з
0 4 - 7

= -$Г + 70у+4(Й . .

Ответ: }я} = ЛТ0; <ж-&=-25; ир^=—-V65; ах^^(-ЗДОДО).
13

Задание 2. Установить, компланарны ли векторы а, с.
а -  (1-ДЗ), ^ = (3;2;1), с = (2;3:4).

Условием компланарности трех векторов, заданных своими 
координатами, является равенство нулю их смешанного произведения, т.е.

(о х ̂ с  = 0 или в координатной форме:
У1

2̂ Я 2̂
3̂ Уз 3̂

=  0 .

Вычислим определитель 
1

8 -2 7 -2 + 1 2 -3 + 1 2  = 3 2 -3 2 = 0 ,
-I - 3  

3 2 1
2 3 4

Следовательно, векторы <+,&,?- компланарны,

Задание 3. Даны вершины треугольника АВС: А(2;-1); В(б;-4); C(4;i); 
Найти: а) уравнение стороны ХВ;

б) уравнение высоты (Ж;
в) уравнение медианы BAf;
г) расстояние от точки И до прямой 7?С.

а) Построим треугольник в системе координат. Составим уравнение 
прямой Ж?, проходящей через две заданные точки:

У-Ун  ̂ .
Ул"Ул

у 1 х —2(AF):
-4 + 1 6 - 2

4(у + 1) = -3 (х -2 )
ИЯМ

О43):3х + 4 у - 2  = 0. 
б) Уравнение высоты €77 найдем, зная координаты точки С и 

условие перпендикулярности прямых C# и ДВ. Т.к.

18



CB JL ИВ ^  Ь '-хд
3 , 4
4 ^ 3

У -У с = Д с я (л -Л с ) , ^.е. у - 1  = ^-(ж -4) или (С В ) ;4 ж -З у -1 3  = 0.

в) Уравнение медианы .ЙМ найдем, зная координаты двух точек В и АС 
Координаты середины отрезка [ИС] находим по формулам: 

л^ _ У  ̂+ Ус
Ум

Значит, М (3^0), аВ  (6;-4) и уравнение (ВАС): Сд _ У " Уд
м̂ 'д Ум -Уд

ж -6  у  + 4
или 4(х -  6) -  -3 (у  + 4); (ВМ ):4ж + З у -1 2 = 0 .

3 -6  0 + 4
г) Расстояние от т. ^  до прямой ВС.
Расстояние от точка до прямой ВС: ж + ^ у  + с -О

я-*<,+6.y„;+q
вычислим по формуле: В 

У "Уд(ВС):
Ус "Уд'

5ж + 2 у -2 2 - 0  (ВС).

ж-Хд. - у - 4  __ х - 6  - 
1+4 4 - 6

или -2(у+4) = 5(ж - 6),

}5.2+2-(-1)-22}

у ^  +2^
- ^ - R j 2 9 ^  2,600. 
V29 29 .

З ж + 4 у - 2 - 0  (4В), 4 ж + З у - 1 2 ^ 0  (ВМ),
Ответ: 14 г—

4ж - Зу - 1 3 - 0  (СВ), t? = ^ V 2 9 .  .

Задание 4. Установить, какая линия определяется уравнением 
л = -4  + Зуу+5. Изобраг^ип, ее на чертеже.

Решение:
Преобразуем данное уравнение таким образом: x+4 = 3 jy+ 5 . (*) 

ОДЗ итого равенства:
[жР4>0, fx > -4 ,
: или <
)у + 5>0. [у > -5.
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Возводя обе части равенства (*) 
в квадрат, получим каноническое 
уравнение параболы

(х + 4 ) '= 9 (у  + 5), 
вершина которой находится в точке

. -̂1—
а ось симметрии параллельна оси Оу. \
С учетом ОДЗ исходное уравнение \  
определяет часть параболы (на 
графике она выделена жирным 
шрифтом).

Задание 5. Вычислим расстояние с?от точкиН (2;3;-1) до прямой 
л-5__у__2 + 25

. . .  " У " " 2 *  - 2  . . . . .

Решение:
7 способ;

Чтобы найти кратчайшее расстояние от точки до прямой в 
пространстве, необходимо найти точку пересечения перпендикуляра к 
данной прямой, проходящего через данную точку, и взять расстояние 
между двумя точками. Точку пересечения перпендикуляра с данной 
прямой можно найти путем пересечения прямой с плоскостью, 
проходящей через данную точку перпендикулярно данной прямой.
(Если прямая перпендикулярна плоскости, то она перпендикулярна к 
любой прямой, лежащей в плоскости и проходящей через точку 
пересечения прямой и плоскости).

Напишем уравнение плоскости, проходящей через данную точку:
^(х  -  2) + Л(у -  3) + C(z -1) = 0.

Т.к. искомая плоскость перпендикулярна данной прямой, то 
нормальный вектор плоскости й = (И; б; С) -  (3;2;-2) -  л -  направляющему 
вектору прямой

Тогда получим уравнение плоскости:
 ̂ 3 (х -2 ) + 2 (у -3 )-2 (2 -1 )  = 0млм 3% +2_y-2z-14"0.

Найдем точку пересечения данной прямой с найденной плоскостью: 
ГЗх + 2 у -2 з - М  = 0,
{ x - 5 _ y _ _ z  + 25

Перепишем уравнение прямой в параметрической форме:
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Зх + 2у — 2j?-14 = О, 
л = Зт + 5,

*У = 2?,
з = -2 ^ 2 5 .

Решая эту систему, найдем: ? - - 3 ,х  = -4, у  = -6 , я = -19. Точка 
пересечения g  (-4;-6;-19). Найдем теперь расстояние между точками Р и  О 
по формуле:

< 2 " ^ Х^ - Дд ) + ( У 2 —y j ) + ( ^ 2 —Д].).

^  = ^ (-4  -  2)^ + (-6 -  3)3 + (-19 + 1 /  = ^з'б'+87 + 324 = 21.
Ответ: ^ 21  ед. длины.

2-м сиоеоб.'

}я} ^ V9 + 4 + 4 = V17.

М .Р  = (2 -  5;3 -  0;-1 + 25) = (-3;3;24).

Находим векторное произведение векторов Af <,Р м я и его длину:

У у А 7 А
-3  3 24 =  3- -1 1 8

3 2 -2 3 2 -2

=  3
1 8 -1 8 . _ -1  1
2 -2 3 -2 'У + 3 2

= 3(-18f + 22y-5A).

jMgP xgj= 3 ^ ^  + 22" +5^ = 3-7324 + 484 + 25 = 2lTl7.
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2lVl7<2 = —==— = 2 l(eo. одним).
V17

Ответ; <̂ -21 (ед. длины).

Задание 6. Изобразить тело, ограниченное поверхностями: 
а)%^+у^=1б, 2 д = 2 5 - х ^ - у ^ ,  0<  2^1,8.

Решение:
Уравнение х ^+ у ^= 1 6  в пространстве определяет круговой 

цилиндр с радиусом основания 4 ед. и образующей, параллельной оси Од. 
Уравнение 2z = 2 5 -x ^ -y ^  или х ^ + у ^ = 2 5 -5 д  определяет круговой 
параболоид с вершиной в точке (0;0;5), чаша которого опущена вниз. 
Найдем линии пересечения параболоида с координатными плоскостями 
для его построения:
[2 = 0, 5 2
 ̂ , . х + у  = 25- окружность радиуса 5.
[x^+y^=25-5z,

Гу=0,
[x^+y^=25-5z,
х  ̂= 2 5 - 5z; х^ = -5(z — 5) -  лррйболо с центрам а w.(0;5), 

симметричная оси Од, ветви направлены вниз.

[х = 0,
]х2+у2=23-5д,

y^=25-5z; у ̂  = -5(а -  5) -  лор<зболо.

Найдем теперь линию пересечения поверхностей х^+ у^= 16  и 
5z = 25 -  х^ -  у^ и высоту их пересечения:

[х̂  +у^ 
[х̂  +у^

= 16, 9
2 5 -5 л  = 16, 5z = 9, z = - .

= 2 5 -5 z , 3

— раЭыуся 4 нс ятюскосжм z = 1,8.
= 16.
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Решение:
Уравнение z = x^+y^ определяет круговой параболоид с вершиной 

в т.(0;0;0).
у = х^- параболичесжий цилиндр с образующей, параллельной оси Ох, а 

направляющая - парабола, симметричная относительно оси Оу. 
у - 1 -  плоскость, параллельная плоскости хОх и отстоящая от нее на 

единицу.
х -  О- координатная плоскость хОу.

Для построения тела найдем линии и точки пересечения.

2 , 2 а — х + у  , 2
z -  х +1 -  ппсаболц.

у  = 1. .

у -  X , 
y  = L

х -± 1 . Лри х = ±1, у - ) ,  х = 2.
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Задание 7. Составить таблицу значений функции, 
полярным уравнением г = т*(%?), построить график кривой, 
уравнений кривой в декартовых координатах:

я) ?- ^ ---- - ---- ; б) Г = .... ------  е) Г""2сОЗ$7.

ЗЭД ЭННОЙ
Записать

3-cos$? " 1 + зш^
В полярной системе координат положение 

определяется парой чисел (г; у), где
г = р^1 , ^  = (ОЗ,ОМ).г5:0, 0<^<2яг.

точки М е .??2

Решение

я) г = 8
3-COS%9

Допустимыми являются углы у? е }0;2лг]. Воспользуемся четностью 
cos у? и составим таблицу значений для %? € ]0; яг].

ягПусть А%? =
8

9? 0 ж /
/8

лг/
/4

яг/
/8

COS%9 1 0,92 0,71 0,38
У 4 3,83 3,49 3,05
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%>
/ 2

5ж/
/ 8

3% /
/ 4

7лУ
/ 8

л*

cos^? 0 -0,38 -0,71 -0,92 -1
г 2,67 2,36 2,16 2,04 2

г = — -̂--- =̂> r(3-cos^?) = 8 = 8 + r c o s ^ ^  З^л^Ч-у^ =8 + л*Ч>
3 -  cos

=^9(л^^-у^) = 64 + 16х+лс  ̂ 8x^—16jc + 9y^=64=^
^=>8(^ - 2 x + i )  + 9y2- 6 4 - 8  = 0.

8 (x - lf+ 9 y ^  = 7 3 ^ ^ J ^ .  + 2 L ^ i.
. 9 8

Эллипс, центр которого в точке (1 :0), полуоси а = 3, & = 2у2.

б) г 3
I + sin%7

Допустимые углы: sin $?+1 > О, sin $? > -1.

sm yn*-l, $ ? ^ - у  + 2ют.

Если рассматривать ^  € [0:2ж], то ^  или ^ 270°.

Е с л и ^ е ( -л ;^ ] ,т о
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Составляем таблицу значений функции т -  ;*(<р)-

0
.д % '

ЗдУ
/8

sin$? 0 0,38 0,71 0,92
г 3 2,17 1,75 1,56

2Г/
А

5ж /
/8

Зяг/
/ 4

7я*/
№

simp 1 0,92 0,71 0,38
г 1,5 1,56 1,75 2,17

9яг/
/8

5 я /
/4

11д/
/8  ;

sin^? 0 -0,38 4),71 -0,92
у- 3 4,84 10,34 37,5

%> 261° 279° 1 3 я /
/8

15.%/
/8

2яг

sinp -0,99 -0,99 -0,92 -0,71 -0,38 0
т 300 300 37,5 10,34 4,84 3

Запишем декартово уравнение линиями
- 3 . ' т^ г + г sm = 3 ==>
1 + sinp

= 3 " р ^ 6 х ^ + у ^ - 9  — 

вершиной в точке (0;1,5).

2 2 [ 9 6 у + у , х  = -6 jy - -g парабола с
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g ) r = - C O S % ? .

Так как у > 0 , то --cos $? > 0, cos^? < 0 е ж зж
V

3? у 5 я /
/8

бяг/
/8

7жУ
/8

ж 9яг/
/8

г 0 0,38 0,71 0,92 4,84 0,92

ЮжУ
/8

ПжУ

г 0,71 0,38

12яг/

=> одууижносйзь R — 0,5 с %<юммрам е (-0,5; 0).
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Аттестационная работа № 2 

«Дифференцированием 

Теоретические вопросы

1. Определение, геометрический и механический смысл производной.
2. Правила дифференцирования. Таблица производных основных 
. элементарных функций,
3. Производная сложной функции. Логарифмическая производная.
4. Непрерывность дифференцируемой функции.
5. Приращение и дифференциал функции.
6. Производные параметрически заданных функций.
7. Гиперболические функции, их свойства, производные.
8. Необходимое и достаточные условия локального экстремума.
9. Выпуклость, вогнутость, точки перегиба кривой.
10. Асимптоты.

Практические задания 

Задание 1. Найти производные функций^

I я) у = 1я(е* + - l)+arcsine

17сож34л

с) у = — ^ -  + —arcsm(^).

2 х+1

е) у  = ул^ - 8 л +17 - агс%*(л- 4) - !п(л- 4+V r^ - 8 л + 17);
cos(cB?3) - cos ̂  14л6 ) у  = —  /----------- ;

28sm28x
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3
Л) У 

б) у :

= л-ЗЬ^(1 + й''ХХ1 + е '^^-Зйгс% еХ

1 + 8с^л-Incite
2сА^л

COSMr
б ) у ^

2) у = 2arcsm

sic 15л
15 cos30 л

Зл+1
^ -  + 79л^+6л-3, Зл + 1>0.

и) У =

6)уз=

g)y=;

2 ) у  =

1 Л 1 ЕНП̂ Юл
3 *2  № соз20л

(2л+3)^ atcsin —L -  + -(4  л  ̂+ 12л +11) - +Зл + 2,
2л + 3 3

1 1 + Л  Г-...^  + .......<хтл%ул;
2^& 2л

1 + /Ал

а) у

б )  у =

е ) у  =

2 )у  =

1-№ж 

^ oroas ̂ л -^ s in  ̂ л

лАл
1+сАл
, . 1 1 cos^12лmsm------------------ ;

2 24 sm 24 л
, ул^—л + 1 /- 2л-11л-------------+ уЗ^гс^....

л i/3

й) у

б) у .

-  5л-1п(1 + 
<?Ал

" ^ 2 л °

arcsin(e^);

л) у = 8sin(c^3) + 

2) у ^

sin 5 л 
ЗсожЮл  ̂

11 Л̂  + Л̂  + 1 — In —̂------------------ргйУСЙ?
12 (xr^+l) 2J 3 2л

2л + 3 > 0
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7 л) у  = 2^5^ - 1  -  1 i

^  1, 1-^А2л6 ) y - - i n
б l +  s/:2x'

g) у = cigcos2 + i sin бл 
6 cos 12 л'

1
In 2 '

a) у = ^1^3л-2л^ + arcsin
2V2 ^ 78

у  = 2 (л -2 )^1  + ^  -2 in
Vi + e * - l .  

Vl + ê  +1
, (1 + л)яГС%т/жg) у = ----- ^

Л

6)y  = ̂ 2-JL.

 ̂ 1
Зл\/л 

COŜ  10.Л 
sin 20 л

j )  y  = arc%r
т/лй2% 

сАл— ^Ал

a) у - е ^ ( 2 - $ т 2 л - cos 2л); 

JP
лйж Злйж 3+ -----+ —gyr^g(g/ty);

4сА^л 8сА^л 8

g) у = cos in 2 - 1 cos Зл 
3 sin 6л '

< ?)y -4 in Vl-4̂
l+Ji- 4л'

я) у = ^  с^((л^ -  l)cosjc + (л -1)^ sin л);

i . 5+Зейж o) y = —arcsm— — —- 
4 З + ЗсАж

g) у = cosin 13- 1 со$^2л 
44 sin 44л"

с) у  = (2 + З л )\/л -1  + -  -  l .
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i i  . 1 , 1+ 2'a) y = — in
in4 1 - 2 * '

^  3 ,  -v5 + ?Avо) у  = — -- in //ис

e) у =

V 2 - ^  4(2- ^ ^ л ) '  
1 cos^ 4л
8 sin 8 л

у=л^йзгсзтл + л +2

12 'i ч  ̂ V , \^* + 1 + 1я) y=2V e 4 1 + In -yr- j_
V<?*+1-1

^ 1 1 , l  + V2/%x
2 4^2 l-V2Ab:

<?) y = cos(sin $) - sin  ̂2л 
2cos4x 

3с) у  =3arcsin ——— + 2^4 л ̂  + 2 Л -2 , 
4л + 1

я) у  = J 1 + л^агс/g x -  1п(л + yi + л^: 
1, сЛиг
2 2 2лй д̂

е) у  = sin(cos 3) сол" 2л
4 sin 4л

14
Я) у :  

6) ^

л"* 3— arcsrn -  +
81 л

1, л-1 1—in ----^
4 X 4-1 2

1
-in'

—(л̂  +18)V  ̂81

яля%л;

я + -̂ 1 + я̂  - /Ах

я) у  = cos(ln 7)
sin^x

з) у = 2 aresin ...  + + 24л + 12,
Зл + 4

4л +1 > 0.

л > 0 .

З л + 4 > 0 .
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15 1 8 ^ + 2 7 ^ + 1 1  
6(е*+1)3 

1  ̂ 1 + - гйж
ГЙ2

1 cos  ̂8 л 
16 sin 16л '

я )у  = 1п(й̂ +1) + 

6) У 

й) у —cosc%g2 

2 )  у : лагсзт J ---- - -  у л + arc^Jjc,

16

17

18

Я) У 
6 ) у  = 

е ) у  =

2 )у  =

я) У 
6 )у  = 

е) у 

2 )у  =

я) l' 

=

й) у 

2 )у  =

. гг 1 sin Зл= sm уЗ + ------------- ;
3 сОйбх

№ж — с?Ал= Д7*йй?----- ------ ;л
1 2 + Vs-% x

^4V5 2 - V 3 - / ^ '

= -L(x^+S)V ^ —4 + — arcsin —. 
24 16 л

^ 1 е - * \д 4 + 2 л З + 2 ) ;

сАл 1, , л= ---... - —  т%я--;
2лйл 2 2
. 3  .  йэл^ЗОл= sm c o s 2 - .............—;

60 sin 60л

xarcsm J----- -- л/л яге з̂/л^
л + 1

= (2 л ̂ - л + l)arc^g ̂  

лАл 1

_____ 2 _
л^З 2*з/з 2

-4

 ̂ + ̂ сгсЛ§̂ лАл);
2сА̂ л 2

- <=]Tt ̂  з

tn^+V^^l)

со^^28л 
56 sin 56х

+ arcsmg
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19 а) y = arcsm g*-i/l--g^;

б) у = + й?-с (̂̂ /мг) j;

^) у = соз^8т З л  + sin 29л 
29cos58л

2) у = ^49л^+1 яг-с^7л-1п^л + -\/49л'^+1)

2Q , э л + iя) у = (2л^+6л + 5)-а?с^— -л;
л + 2

0  ^ = —!п ^ — + сАл ^ 2 .У

<?) y = ^cos2 -

2^Л л 
1 со.у^26л 

52 sin 52л 
12) у = (Зл + 1)** arcsin —L -  + (3̂ ^ + 2л + 1)-^9л ^ + 16,

Зл+ 1

2* а) у = 3 g ^ ( ^ - 5 ^ + 2 0 л -6 0 ^  + 120^ - 12з)
лАл I 36) У уг------------яж;%(лйл);

2с7гл лАл 2

е) у = ̂ c o s 2  + sin ̂  27л

2) у =
2^ - 4л'

27cos54л'
1 7arcsin 2л + -  1п(1 -  4л ). 
8

22 - f 1я) у  = л
COS Л

8 1б) у  = -с ^ 2 л  - —......... -;
3 ЗсАл лЛРл

. . . 1 сод^24ле) y= c% sm -
3 48зю48л'

а) у = In ̂ 5л + -\̂ 25л̂  +1 j— -\&л^ +1 - атг^5л.

Зл + 1 > 0.
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23

26

я) _у = ((л^ +1) cos л+ (л" +1) sin л);

б) ^  -  I  агз^дАл) -
2 2зА^л^

. . ,  1 sin^25xй) y = smln —4------------- :
2 25cos30л

У = З л -2
+ 12л-3+1п 1 + ^ 9 ^  + 12л -3

З л -2

24 a ) ^ = 3 e ^ ^  - 2^ J  + 2); 
1- 8сА̂ л6) у
4сА*л

й) У— cosin 13 -  

У

зод^22л
44 sin 44л

2л—1 1 2л—1— —  + --=агз^— 
4л^ -  4л + 3 V2 -̂ 2

25
а) у = 1п

б)  у =

+ й" + 3
2 I

2л

#) y  = lncos

^Ал ЗдА̂ л 2сА̂ л 2 
1 жп^23д

-3*4-1
дАл 5+ —агз^дАл;

3 23cos4бл

^)У = V I" л" -лагсзш i/l*

я) у  = \ 5 л - 4 - л  + —arcsin 
4 4

л -1
з " '

1б ) у  = - 1п 
4

й) jy = t*(gcos 

з ) у  =

1, 3+сАл 
4 дАл  ̂

1 сод^20л 
3 40зт40л '

1 + -J- 3 -  4л -л^" 2
л - 2 л4-2

3—4л—л^.
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27
я) ,У <2ГС%-}<:

1 . З+Зс&ж6) у = —arcgm—--- — ;
4 3 + 5лйх

 ̂ г—у sin^21x<?) y = V%4"--*i... .
21соз42л

- 4 л  + з ) ^ л ^ - л  + ( 2 л - 1)** arcsia—-— , 2 х -1 > 0 . 
 ̂ 2л -1

28 л) jy=JC —(?'
-  1 З + сйж6) jy = -^arcsm

у8 1+ЗлАх

arcsin + V l-

е) y = ^cj^2 - 18л
ЗбктЗбл

(1 + л)ягс^ул -  ̂ /л

29
л) у  -  л -  !n(l + g ^ )-2 e^  arc/ge  ̂ -  arc^g^e ̂  >

1, 4 +  ̂ 8 лй —
б) у = — -!л-— — ——;

^  4 - ^ 8 % *2
. A?in2-SHi^l9xg) у= ? ----- . .

19cos38x
, 2 - J l - л arcsia т/л 22)У =..... —' "'+ ^ = .

Л  Т/Д;

30 , 8д) у = л + — - v ;
1 + g ^

12лА̂  л +1б) у
Зл/гл

. 1 сол^1блб) y = smig—4------------:
^ 7 32sin32* -

у = (3л  ̂-4л  + 2)-^9л- - 12л+"з + (Зл-2)" - ; 1
З л - 2 '

З л -2 > 0 .
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Задание 2. Найти дифференциал функции.

у = J(4 + x)(i + x) + 31п(\/4 + х  + -Jl + x) у = лАж
VcAx

j l   ̂ jarccosx
2 у ж 2х '

у  = arccos -х' - 1
'V2 '

х + 2 1 х + 2---------- + --у=гЙГС̂  —г=".
х + 4 х + 6  у2  у2

4 + х^ х^ 4
У = — — afY % ^-+ -. 

х 2 ж

у  -  IlljcOS Vxj + V x^V x. . yG- 2arcsm—
. V5^

x x +2у -  — arccos ж - 
3 9

- -Jl-x^. 10 y -a rc ig J + ^ - i

11

13

15

17

19

21

23

25

27

+ arcsm e -3.t 12 у = arccos x ' - 4
^ + 1 6

I Зх- l  3 x -l
V2 3(3x2- 2x + l) 14 f i /  3%-i

-̂ 8x - x ^ - 7  jx " lу = (ж -  4) - - -9arccosJ-----.
2 s 6

16 y  =

I Л— ГУ . ! + V :-4x^У = y in -— —
x 2x

18 у  = хягс/gx$sx- In Jl + x^.

у = ̂ (10-х2)^4-х2 + 6 arcsin^. 20 y  = xarcsm—+ 
x

^2 + х^ 1 i/2  + Vx^*+ 2y = ......-r-------- ш ----------------- 22 * -  ̂ ^rccos J l  "  2x^ j

у  = (2 + 3x)Vx -  f + —̂ c j^ V x -1. 24  ̂In^OS  ̂y + 1/1 + cos^xj .

у -  x\/4 -  x̂  + 4arcsin—.
^ 2

26
1+ x '

у  = I Inx
^yii.* 28 y  = ln%

2 sinx

29
j— -—

; 2 1 1, V x ^ + I - ly - V x  + 1 - - I n ^ = = — .
2 V + H  + !

30 y -a rc fg
1-  \/x
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Задание 3 Найти производные у  ̂ м у^ параметрически 
заданной функции.

1 х = Vf^*3, у  -  1п  ̂-  2). 2 х = лй?, у = й ^ .

3
Vf

4 x = ;̂  +?, y  =

5
cosf sins?х = - .....— .., у - .............. ..

l + 2cos? l+2sin?
6 x = - \ ^ - l ,  y  = lnf.

7 ^ ^ - ^  = X in 2 r 8 ^

9 y  = -. 1 a x = y  = arcsmf.

11 x = 8 -12coS " , 12 x = sinf, y  = secT

13 x = c o s 2 f ,y  = 2sec^T 14 x = cos f ysinf, у  -  sin2T

15 x = 2(f —sin/), у — 4(2 + co$/). 16 - 2  ifx -cos^ , y  = sm
2

17 x = f + sini, y  = 2 + cost 18 X " cos^ f, у  " /g

19 x =cos^, y  = lnsinT 20 .24 ' . 2 7̂ x -  -4  -  cos — , y  = -3sm  —.
3 6

21
. 24  ̂ 2 Л? x -  4 -  sm— , y  = -4cos —.

6  ̂ 6
22 x= V f, у  =- -  ̂ -

23
' . 24  ̂ 24 x = 8sm— , v = -6 co s— . 

6  ̂ 3
24 f'

X"Orqg^ У = у -

25 x = 6 - 8 c o s ^ ,  у -S s in — -2 ,  
6 6

26  ̂ ,  ?4  ̂ ^   ̂x - 2 - 3 cos —, y  = 9cos— ^5. 
6 3

27 x - 2 "Cos—, y  = - 4 - 6 c o s —.
6 з

28 x = 4cos—, y = 9sm — - 4 .  
6 6

29 x-coSify^sin/, y  = sm^-fcos^. 30 x = cM, у  =
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Задание 4. Вычислить у"(Л(,) для функции и х .̂

1 у  -  л - sin  ̂л, л„ = 0,5я. 2 y = arc%gx, х„ =1.'

3 у = 1п(2 + х^), л̂  = 0. 4 у = е* cos х, Ло = 1.

5 у  sin 2л, л„ =0, 6 y = e"*cosx, Хр=0.

7 у  = (л  ̂-  2x)sin2x, х̂  = я*. 8 у = л̂  sin2x, л„ = 0,25я.

9 у-л!п(1 + х), До=2. 10 у  = Л ^ ^ ,  Х(, =0.
11 у = arccos л, л̂  = 0,5. 12 у  = (Зл +1) - ягс^(л+3), %Q = 0.

13 y  = (x^-3x+!)-sinx, Хд=0,5я. 14 у = л^1п(2л + 1), л,,=1.

15 у-<?'  ̂sin2x, XQ = 0. 16 - /гу = xcos2x, Хг, " —.о ^

17 у = x^lnx, Xg =1,5. 18 У=Л + ЛТС̂ Х, Лд=1.

19 у  = х /8 -З х -л \  х̂  =1. 20 !! } 4̂ U4

21 у  = х̂  cos л, л̂  -  0,25я. 22 у  = xarcsinx, Л(, =0,5-\/3.
23 у  = (л+1)1п(1+л), л̂  =-0,5. 24 у  = х̂  cos 5 л, XQ =0,2я.

25 у = созЗх, XQ = 0. 26 1п(5+2х)
^ 5 + 2х °

27 у  = л - лгс^л, Хц = 2. 28 у = 1д(5х + х^), Xp=2.

29 y  = (x^-3x + 4)e"^, х^=1. 30 у = л\̂  л̂  -- 3, Лд =2.

Задание 5, Записать уравнения касательной и нормали к кривой 
у  -  у(х) в точке с абсциссой х = х .̂

1 у  = х^"7л+3, Лф=1. 2 у = л^—16х + 7, XQ=1.

3 у = /̂л—4, Хр = 8. 4 у =  Vx + 4, л. = -3.

5 у = л^"2л^+4л-7, Х(,=2. 6 у -  л̂  -  5л ̂  + 7х -  2, XQ = 1.

7 у  = х^-6х+2, Х(,=4. 8 у = 0,25л ̂  - х  + 5, л̂  = 3.

9 у  = 0,25х"-27л+6, л. =2. 10 у = -0,25л^ + 7х -8 , х„ =3.
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11 y = 3%g2x + l, Хр=0,5я*. 12

^
!)+1! 

!

13 y = 4sin.6x + l, х„ = -^-.
° 18 i4 х^ 5х^

3 2 °

15 у = 2х^—Зх^+7х-8 , Хр =2. 16 у = 3х^-4х + 6, Хд =-0,5.

17 9х^
у = - — ^ L  + 20x-7 , *о = -1 . 
, ^ 3  2 °

18
4 + 15х

У = "Г "-г^  ко = - 1-
5х + 1

19 У = ̂ 8  -  Зх -  , Хд = 1. 28 У = -^Х^+4Х-1, Хд ==1.

21
11 + 4х 1 
6х + 5 ° 2

22 я*V = XSH1X, Xf} = — .
' 0 4 '

23 у = х ^ -4 х ^ + З х -1 , х ^ = 1. 24 у = х"* 1пх, Хр ^

25 у-(2х4-1)1н(х + 2), Хд = 1. 26 у  = 6 - 8х + х^, Хд = 0,5.,

27 ^  3
1 "X

28
лг*-х+1 

К -  . ,
X.. . ... .

29 у = 3х^-5х+11,хо=0,75. 30 у  = -7х^ + бх + 5, Хд = 0,5.'

Задание 6. Решить задачу на экстремум.

1. Полотняный шатер объемом V имеет форму прямого конуса. Каково 
должно быть отношение высоты конуса ж радиусу его основания, 
чтобы на шатер пошло наименьшее количество полотна?

2. В равнобедренный треугольник с основанием я и  углом при 
основании аг вписать параллелограмм наибольшей площади так, 
чтобы одна из его сторон лежала на основании, а другая -  на боковой 
стороне треугольника. Найти длины сторон параллелограмма..

3. Сопротивление балки прямоугольного поперечного сечения на сжатие 
пропорционально площади этого сечения. Каковы должны быть 
размеры сечения балки, вырезанной из круглого бревна диаметром <7, 
чтобы ее сопротивление на сжатие было наибольшим?

4. Найти соотношение между радиусом Я и высотой Я  цилиндра, 
имеющего при данном объеме С наименьшую полную поверхность.
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5. Требуется сделать коническую вороту с образующей 7 Какова 
должна быть высота воронки, чтобы ее объем был наименьшим?

6. Периметр равнобедренного треугольника равен 2jy. Каково должно 
быть его основание, чтобы объем тела, полученного вращением этого 
треугольника вокруг его основания, был наибольшим?

7. Проволокой, длина которой / метров, необходимо огородить клумбу, 
имеющую форму кругового сектора. Каким должен быть радиус 
круга, чтобы площадь клумбы была наибольшей?

8. Требуется изготовить открытый цилиндрический бак данного объема 
К причем стоимость 1м^ материала, из которого изготавливается дно 
бака, равно р, руб., а стоимость 1м ̂ материала, идущего на стенки, 
равна Рз рублей. При каком отношении радиуса дна к высоте бака 
затраты на материал будут наименьшими?

9. Бревно длиной 20 м тлеет форму усеченного конуса, диаметры 
оснований которого равны 2 .и и 1 ж  Требуется вырубить из бревна 
балку с квадратным поперечным сечением, ось которого совпадала бы 
с осью бревна, а объем был бы наибольшим. Каковы должны быть 
размеры балки?

10. С корабля, который стоит на якоре в 9юи от берега, нужно послать 
гонца в лагерь, расположенный в 13км от ближайшей к кораблю точки 
берега. Скорость посыльного при движении пешком бюи/час, на лодке 
- 4км/чяс. В каком месте он должен пристать ж берегу, чтобы попасть 
в лагерь в кратчайшее время?

П. Из полосы жести шириной 11дм требуется сделать открытый сверху 
желоб, поперечное сечение которого имеет форму равнобедренной 
трапеции. Дно желоба должно иметь ширину 7дм. Какова должна 
быть ширина желоба сверху, чтобы он вмещал наибольшее 
количество воды?

12. Сопротивление балки прямоугольного поперечного сечения на изшб 
пропорционально произведению ширины этот сечения на квадрат его 
высоты. Каковы должны быть размеры сечения балки, вырезанной из 
круглого бревна диаметрам d, чтобы ее сопротивление на изгиб было 
наибольшим?

13. Стоимость железнодорожной перевозки груза на 1км (ИВ) равна ^  
руб., а автомобильной (PQ  - ^  руб. (^> 7 ,). В каком месте Р  надо 
начать строительство шоссе, чтобы доставка груза из пункта ̂  в пункт 
С была наиболее дешевой? Известно, что }Дй{ -  а, }ВС} -  &, НВ ±  ВС.
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14. На прямоугольном отрезке ХВ, соединяющем два источника света: 4̂ 
(силой р) и В (силой ?), найти точку М ,наименее освещенную, если 
!̂ 4В) = я. Освещенность обратно пропорциональна квадрату 
расстояния от источника света.

15. Из круглого бревна диаметром В надо вырезать балку 
прямоугольного сечения. Каковы должны быть ширина & и высота й 
этого сечения, чтобы балка, будучи горизонтально расположенной и 
равномерно нагруженной, имела наименьший прогиб? Величина 
прогиба обратно пропорциональна произведению. ширины 
поперечного сечения и куба высоты.

16. Из всех цилиндров, вписанных в данный конус, найти тот, у которого 
боковая поверхность наибольшая. Высота конуса R, радиус 
основания??.

17. Из бумажного крута вырезан сектор, а из оставшейся, его -части 
склеена коническая воронка. Какой угол должен иметь вырезанный 
сектор, чтобы объем воронки был наибольшим?

18. Из всех конусов с данной боковой поверхностью найти тот, у 
которого объем наибольший.

19. Из полосы жести шириной 30 ем требуется сделать открытый сверху 
желоб, поперечное сечение которого имеет форму равнобочной 
трапеции. Дно желоба должно иметь ширину 10с.м. Каков должен 
быть угол, образуемый стенками желоба с дном, чтобы вместимость 
желоба была наибольшей?

20. От канала шириной 32м отходит под прямым углом другой канал
шириной 4м. Определить наибольшую Ддину бревен, кбторые можно 
сплавлять по згой системе каналов. -

21. Требуется изготовить открытый сверху цилиндрический сосуд 
максимальной вместимости. Каковы должны быть размеры сосуда, 
если на его изготовление имеется У = 84,82Ам ̂  материала (S ж 27ж) ?

22. Требуется вырьпъ яму конической формы (воронку) с образующей 
<з -  Зж. При какой глубине объем воронки будет наибольшим?

23. Канал шириной <э̂  под прямым углом впадает в другой канал 
шириной &„,. Определить наибольшую длину бревен, которые можно 
сплавлять по этой системе каналов.
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24. Требуется изготовить закрытый цилиндрический бак максимальной
вместимости. Каковы должны быть размеры бака, если на его 
изготовление имеется. У = бяг ^ 18,84лг материала? '

25. Стрела прогиба балки прямоугольного поперечного сечения обратно 
пропорциональна произведению ширины этого сечения на куб его 
высоты. Каковы должны быть размеры сечения балки, вырезанной из 
круглого бревна диаметром 6?, с наименьшей стрелой прогиба?

26. - Найти отношение радиуса цилиндра ж его высоте, при котором 
. цилиндр имеет при данном объеме К наименьшую полную

поверхность.
27. Найти высоту прямого кругового конуса наименьшего объема, 

описанного около шара радиуса Я.
28. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. 

Периметр окна равен 15 ж  При каком радиусе полукруга окно будет 
прогускагь наибольшее количество света?

29. При каком наклоне боковых сторон равнобедренной трапеции ее 
площадь будет наибольшей, если боковые стороны равны а 
меньшее основание -я ?

30. На странице книги печатный текст занимает площадь Л; ширина 
верхнего и нижнего полей равна а , а правого и левого При каком 
отношении ширины к высоте текста площадь всей страницы будет 
наименьшей?

Задание 7. Провести полное исследование функции и построить ее 
график.

1
х + 1

2 у = х + 1п(х̂  -4 )"'(л-2)1*

3 4ж
.У= 2ж +4

4 y-x ln ^ x .

4 х -х ^ -45 у = 4-е"^ . 6 У - X

7 у = х^е  ̂ . 8
1пх

42



9 ^ л-2 
^  л + 2*

10
. д2

11
х2 

Л—1
12 л ^ - 5

^ " л - 3 *

13
2 1 Л - Л  —1

^  = 2 , - л - 4 л
14

л + 3

* " " ( * - з Г

15
1пл

У = ЛЧ------ .
л

16 у = (Л "3)'
зс + 2

17 у  = (л-!)<?з*+\ 18 лЗ
л + 1

19 20
2 л -1

21 22
Ыл
-^л

23
Л

^ = 1 ^ - 24 y  = f2 * ^ .

25 4л^ 26 2 л +4л + 2 
-"= 2 - х  '

27 у - - л ! п ^ л . 28 у  = ( л - 1 ) ^ .

29
4 - 2 л  

^ 1 - х '  -
30

л + 2
^ " ( л  + 1 ) ''
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Решение типового варианта АР №2 

Теория.

При нахождении производной заданной функции следует 
пользоваться таблицей производных основных элементарных функций, 
правилами дифференцирования и теоремой о дифференцировании 
сложной функции.

Приездам некоторые формулы;

1. (м"(х)) =и-ы" ^(х)-м'(х); 

(е " ^ ) '= е ^ -и '(х ) ;

2. ^ ) '= л "< * > -Ь я -и '(х ) ;

4. ( Ь и ( х ) ) '= ^ ;
м(х)

5. (зтм(х)) -  cosn(x)- и'(х); 6. (соым(х)) =-зти(л)-и'(х);

7. (^и(х)) =
м'(х) 

cos^ и(х)

9. (arcsinn(x)) 

t i .  (агс^ы(л))

13. (сйн(х)) -^Аи(х)-и^(х); 

15. (^и(х)) =
он и(х)

8. (а^и(х)) ;
sm и(х)

10. (arccosM(x)) - — , - ;

12. (а?хе^и(х)) = — -4 ^"-..;
1 + м (jc)

14. (^Аи(х)) =сАм(х)-и'(х);

16. (с^и(х)) = — - у у - ;
ж  и(х)

Проема дифферен^ироеания;

1. (С - и(х)) -  С -м'(х); С - соил^

2. (и(х)±у(х)) -и '(х )+ у '(х );

3. (и(х)-у(х)) = м'(х)-у(х) + м(х)у'(х);

4. f " M l  ^ м'(х)-у(х)+м(х)у'(х)
' V^(x)J У^(х)
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Задание I. Найти производные функций:
, 8 я ) у - л  + ̂ - у ;

l + e''

6 ) y  = sm lg - +1 СО$̂ 16л
7 32 sin 32 л '

<?)у = - 12лА^л+ 1 
ЗлА̂ л

а) у  = (Зл^ - 4л + 2) - ^9л^ -  12л + 3 + (Зл-  2)" 1
З л -2

, Зл -  2 > 0.

Решение:

а )  у ' = 1+8
. '

/
=  1+ 8 -

= 1

U + e ^ 7

2<%

1

( 0 + з ^)1

, + 2? % + ? % -2з%

П + < + )'::!

1+е'

(1 + е% )'

1 + Ъ + + < ^ ) + 2е^<+<?/2 1+ 2е ^ + е ^

б) y '= fsm lg ^ l + — '
cos 16* 1 _Q , 1 1"соз16л)

 ̂ 7 j 32(2sm l6x-coH6xJ 64^ sinl 6л 7
1.16

4sin^ 16л

е) у

i-й сиосаб."

, 1 ( 12̂ л  + 11 1 (12^ л  + 1) ' - ^ л - ( 12лА^л+1)-(лА^л)'
лА̂ л лА̂ л

1 12-2лАж-сАл-лА^л-ЗлА^л-лАл(12лА̂ л + 1) ^
3 лА°л
1 24лА^л-лАл"36лА^л-сАл-3-лА^л-сАл 
3 лА^л
1 ЗлА^л- сАл(8лА^л -  12лА*̂ л — 1) _ сАл-(4лА^л +1) 
3 лА^л ' лА^л



2-м способ.'

3 ^  ля ж J 3

= 12 - (лАж)"̂  - сАж -  З(лАж)*̂  - сАж)= -  c A x f + —А—1 -  сАж - —-' ̂  ,* * -
3 '   ̂  ̂ '  3 ^ з *  лА'ж^ лА'ж

При необходимости следует испольжонать формулы:

сА̂ ж -  лА̂ ж = 1; лА̂ ж = ^  (сА2ж -1); сА̂ ж = ^  (сА2ж +1);

2лА ж - сА ж = лА 2ж; сА̂ ж + лА̂  ж = сА2ж.

g) у = (Зж  ̂- 4ж + 2)-^9ж^ -  12ж + 3 + (Зж-  2)^ -aicsin— , Зж -  2 > 0.
Зж -2

7-м сизсоб.

у ^ (3 ж ^  -  4ж + 2 ) '-т/эж^ -  12ж+3 + (Зж  ̂ - 4ж+2)- ( ^ 9 ^  lE J+з)'

+((3ж- 21")' - arcsm— — +(Зж-2)^ - fa rc s in --
Зж -2 ' (  Зж-2

= (бж- 4)- -12ж+3 +(3ж^ -4ж +2) - -  +
2-1/9жЗ-12ж+3

1
+4(Зж-2)^ - 3arcsin------- +(Зж -2)

Зж -2 1
Зж -2

(Зж-2)̂

^ 72 2  (Зж^-4ж + 2)(9ж-6) , .  - .з  . 1= (бж-  4)- у9лг -  12ж + 3 + -----====2L==;—- + 12(3ж - 2 )  arcsm — -—  -
-12ж +3 Зж -2

3(3ж -  2)^ (Зж -  2) _ (бж -  4)(9ж^ -  12ж + 3) + (Зж  ̂-  4ж + 2)(9ж -  6) -  3(3ж -  2) 

^(Зж -2)^ -1  -12ж + 3

+12(Зж-2)^ arcsin

34ж  ̂-  72ж  ̂ + 18ж -  Збж^ + 48ж -12  + 27ж^ -18ж" -Збж^ + 24ж + 18ж-12

1
З ж -2

\№ж̂  - 12ж + 3
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81л -162л + 103л-24  1 . 1
- +12(3л — 2) - arcsin ^  — = 12 (Зл — 2)^ arcsin

^9л* -1 2 л + 3  ' '  З х - 2

2-ы способ.*

у  = (Зл" - 4л + 2 ) -^9л^ -1 2 л  + 3 + (3 л -2 )"  - ' ^

З л -2

- arcsm
Зж —2

, З л -2 > 0 .

у(ж)=^(ж) + у ,(х),
воспользуемся гравилом дифференцирования сложной функции. 

у^(ж) = (3ж  ̂— 4л + 2)-\^9л^ - 1 2л + 3 = (r + 2)--j3r + 3, г = 3л^-4л .

= ^ ± ^ № ^ ( 6 ^ - 4 ) =
 ̂ 2л/3?+з; 2V3;+3 '

_ (9/ +12)-2(3л-2 )  _ 3(3^+4)-(Зл -2 )  _ 3(9л^ -  12л + 4ХЗл-  2) _
2^3?+3 V31 + 3 \/9л^ - ]2 л + 3  '

_ 3 -(З л -2 ) '

- 12л+3^,

1у^(л) = м̂  - arcsin—,а^е м = Зл -  2 > 0.

У

 ̂ а - 1 .4м -arcsm—+ м 
м м

# 1̂ 3 . 1  м ̂ , , - м = 3 4м arcsm------

12(Зл-2)^ arcsin

3 - (З л -2 ^  
л '9^  - 12л +3^

3-(Зл-2)-

З х - 2  ^ 9 ^ - П л  + 4 -1
2(Зл-2)^ arcsin ^

З л -2

Складываем полученные производные:

y 'M  ^  yi(^) + Уз(^) = - ^ = ^ Н = г  + 12(3л -  2)^ arcsin
\/9л ^ - 12л + 3 Зл-2

3 - (Зл — 2)^ . 1 ^ . ' --  - =г - : .: . - = 12(3л -  2) arcsm — — З л -  2 > 0.
У9л^-12л + 3 З л -2
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Задание 2. Найти дифференциал функции:
з

у  -  (2 + З л )ул-1  + - я г ^ у л - 1 .

Решение:

Если у = / ( л ) , то дифференциал этой функции ф  = ф (л )Ф .

ф  = З^л -1 + (2 + Зл) 3: + -

6(л-1) +2 +3л
2^ л -1 - л

___ ^2л^ -8 л + 6 л ^  4-3 
4 л л'л - 1

2 ^ 1  2 2V ^ l J
2л (б л -6+ 2  4-Зл) + 3 

4^л^1- л

сАс =

а^ =

, 18л^ - 8 л  4-3 ,
ЯЛ =  ......  -г::.'.'.'::.... ЯЛ.

4 л \л - 1

Можно найти дифференциал функции с помощью его свойств, 
включая свойство инвариантности формы дифференциала:

ф  = ф (2+ Зл)ул^1) + ̂  фш-c/gV^I) = 3 ^  - + (2+Зл)^ул^1 +

-1  = Зд/л-1 dtc-t- 2 + Зл
Ф + -

2 1+л-1 * '  ̂ 2^л^1 2л-2^л11

-8 л + 3
4лл/л^1

с&г.

Задание 3. Найти производные i/  а .ф  параметрически 
заданной функции л = с ^ , у - у ^ ^ ^ .

Решение:

По определению цервой производной для функции, заданной 
параметрически, получим

, ,у ю
И г)

Производная второго поряд ка определится по формуле
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3 ЗбЛ

2 3jA^-4cA^f 2 3jA^-4cA^f 
^  3 ^  ^  '

, 2 3y^^^-4cA^ . 2 2 3^/z^f-4c^^f_
' " * ?  9 1 Ж ^ * 9 ' 1 ^ У П Г *

2 3 ^ ^ - 4 ( l  + ̂ ^ )  2 4 + №^?
9* '  9 ^

Задание 4. Вычислить )^(жд), если у -  -Зж, -  -2; ^  -  4.

Дифференцируем данную функцию последовательно 3 раза.
Решение:

2 у ^ У - Зж -(Зж -З)- 1-(2ж-3)
2^ж '-3ж _ 1 4 (^ -З У - (2 х -З у

2 (ж  ̂— Зж) - 2-^ж  ̂ -Зж
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1 4л^-12л-4л^+12л-9 9 -1 9 /^-  - -—......: . . . - = —   .......= = = г  = — )л -Зл) ^
4 4 4 '  '

у"(л)= S ..j '''0 * -3 ; зУ  2л -3  
у(л^ -ЗлУ

При л -  -2

-  f 2( - 2) - 3 _ (3 Y J _ _ 27 ^ 2 7 ^0  _ 2 7 ^ 0
^   ̂ Ш ^((-2) ' -3 ( - 2У  Ь) л№ 8 -iooVm 800-m зооо ^

При л, =4, у"(4): 27 8-3
8 ^(16-12)'

27-5 
8-" 32

135
236

Задание 5. Записать уравнения касательной и нормали к кривой 
у = -7У  +6л + 5 в точке с абсциссой л-0,3-

Решение:

Уравнение касательной к кривой у = /(л )  в точке ЗДТло, /(л^)): 
у ** У\-^о) — У (У о ) -

Уравнение нормали к кривой у = У(л) в точке Мо(л„, Лл^ )):

У-У(ло) = 1^7-г(л-Л(,) (У'(ло)^О).

При Л(л„) - 0  уравнение нормали имеет вид л -л ^ . Для нашего 
случая

У'(л) = -14л+ 6,
/ W )  = -14-0,5 + 6 = -1,

/(0 ,5) = -7(0,5У+6(0,3)+5 = — .
4

25
4

Тогда уравнение касательной: у

преобразования 4л+4у -  27 = 0.
25 1Уравнение нормали: у --^ -  = -^-(л-0,5) или 4л -  4у + 23 = 0. 

Ответ: 4л+4у-27  = 0 и 4л-4у+23=0 .

-1(л-05) или после
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Задание 6. Текстовые задачи на экстремум.
1. На странице книги печатный текст занимает площадь S. Ширина 

верхнего и нижнего полей равна я , а правого и левого - &. При 
каком отношении ширины к высоте текста площадь всей страницы 
будет наименьшей?

Решение:

а

b

X

У

b

а.

Обозначим ширину текста через ж, а высоту 
через у ; тогда площадь печатного текста

3 = ^  (*)
Площадь всей страницы обозначим через 3^; она 
равна:

3 , - 3  +2<з(х+ 2&) + 2^у = (л + 2&) - (у -г2я).

Из (*) ^ , что у = —, шоаЭя
X

3 ,(л )  = 3  + 2й(х + 2 5 ) + 2 5 - .
л

Исследуем полученную функцию на экстремум: 

,% х )= 2я - 2Д ^ .

Вели 3,Y%) -  О.то 2<з -  = 0. Отсюда л, = - квитическая
л \ й "

точка.
3^(л) = - 2М (-2)л  ̂= 4М

.'.з '

4ЙЗ
т/&3

> 0.

Т. к. 3"(л,) > 0, то это означает, что при л, = функция 3, (л) 

достигает минимального значения.

63

3 'м = 3 + 2а + + 4о6.
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Отношение ширины к высоте текста —:
' У

= = л _ 1 Уа  _ 6
y " f 3 a  я '

f a  ^ 6
а

Ответ: —. 
а

2. С корабля, который стоит на якоре в 9 км от берега, нужно 
послать гонца в лагерь, расположенный в 15 км от ближайшей к 
кораблю точки берега. Скорость посыльного при движении 
пепжом -  5 км/ч, а на лодке -  4 км/ч, В каком месте он должен 
пристать к берегу, чтобы попасть в лагерь в кратчайшее время?

Решение.

]Ж{ = 9км, [Ж] = 15км.

Пусть гонец пристал к берегу в 
точке Р . Обозначим расстояние 
ИР через л. Отрезок пути

ХР = + Ж ^ = V s i+ lJ
гонец преодолевает на лодке со скоростью 4 км/ч, а отрезок РР - 1 5 - х  - 
пешком со скоростью 5км/ч.

Таким образом, время, затраченное на дорогу от корабля до лагеря, 
будет равно

\'81-х^ 15-хт = ---------- + - 
4 5

Исследуем функцию / = /(х) на экстремум:

15 км

9км

1 1-2х 1
4 2^81 + д2 5

х 1 
4у81 + х  ̂ 3

Т(х) = 0 ...-,...4..,,.,..- - 1  ==> 5x = 4-Jsi + x  ̂ 25х  ̂ = 16-(8Г+х^)==>
4т/81 + дЗ 5

9х  ̂ = 16-81 х = 12.
Проверим, достигает ли функция /(х) минимального значения при 

х = 12.
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1i Vsi+.^ 1 81 + x^-x^ 81
81 + *^ 4 (gi_n.2)% 4

Тогда Г'(12) > 0.
Итак, чтобы в кратчайшее время прибыть в лагерь, гонец должен 

пристать к берегу на расстоянии 3 км от лагеря.

3. Проволокой, длина которой / м, необходимо отгородить клумбу, 
имеющую форму круглого сектора. Каким должен быть радиус 
круга, чтобы площадь клумбы была наибольшей?

Решение.

g Обозначим радиус круга через Л . 
Площадь сектора в ж радиан

Я = -Я ^ я . 
2

По условию задачи:

тогда

+(Ж  + (М = ;ж .  Т.к.
Я я + 2Я = ; ,

; - 2Д

Яя,жо

Я =
Я

Зная я , получим функцию

Я(Я) = I  - = I  - Я(2 -  2Я),
2 Я 2

которую исследуем на экстремум.

3'(Л) = 1  (/-2 R ) -Я  = - / -  2Я.
2 2 .

Пели 5"(Я) = 0, ?но " /  -2 R  м Я = -^.
^  2 4

^*(Я) = - 2 < 0.

Т.к. б'(Я) < 0, то при Я -  ^4 функция Я(Я) достигает наибольшего 

значения.

Ответ: Я = ..м.
4
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4. Из бумажного круга вырезан сектор, а из оставшейся его части склеена 
коническая воронка. Какой угол должен иметь вырезанный сектор, 
чтобы объем воронки был наибольшим?

Решение.

Обозначим радиус круга через Я . Тогда .
Обозначим радиус воронки через г , а высота -  через 
Н. Тогда

Я,„„. = Я  = т / я ' - г ' .

= 2яг -  длина окружности конуса. Из

последнего равенства г = Подставляем г и R  в
2?г

формулу объема-конуса:
I

'3 4л' 4 л-' 24дг'
Вводя обе части в квадрат, получим:

з ^  ( 4 ^ - ( P ^  = y (p ) .И'
24^лг"

Функцию И̂(%?) исследуем на экстремум:
]б

^  (4^(4?r' + = -3 ^ 0 .У' = , _4
" 2 4 V

У  = 0 ^> 8я*̂  -3^^ = 0; - ^яс^; $? = 2^  я*.

^  (3^^8я^  - ^ )  + ̂ ( - 6 ^ ) )  = ^ ^ L - ( 8 ^  - 5 ^ ) .
24-12я- 24-4т'

й " яг
 ̂ Д ^-4-^яг^/  3 т^ .2

24-4ж
, . 4 - 2  2, !6з (8яг '-5— ят') = Я*̂  } < 0 ,

36 г  з

Это означает, что, при полученном значении з? = 2Д—яг, объем
V 3

воронки будет наибольшим. Значит, вырезан сектор с углом 2дг -%? .

Ответ: 2лг
# )
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Задание 7. Провести полное исследование функции и построить ее 
х + 2график у = ----- -у .

(х + 1у

Решение.

1. Областью определения функции является множество
х ё (-оо;-1) сэ ( - 1;+оо);

2. Функция не является четной и не является нечетной; те. это 
функция общего вида;

3. Найдем точки пересечения трафика с осями координат:
л "  0, у  = — = 2, 

1
т .Д 0;2);

у - 0, - х + 2 - 0, ж = 2, шЛ(-2;0).
4. При х = -1 функция не существует.

х + 2am у = am
(х + 1)'

lim у -  Hrn)+0 л—+—1+0 ̂ х
Значит, х = - 1 -  вертикальная асимптота.

Найдем наклонные асиктптоты у = Аж + &, где
У(х)Ar= 1нп

^±°° ж
п т ж + 2

(х + 1) х
= 0,

х + 2
=  о-&= 11т(у(х)-Аж) = lira

у = 0 -  азр^зонмияльнпл скжиншотнп. 
5. Исследуем функцию на экстремум:

у  = (х +1)  ̂ -  (х + 2) - 2(х+1) х +1 -  2х -  4
0 + 1)'

х + 3 
(х+1)^ (х + 1)-

из у' " 0 межуем, awo х = -3 -  крмжмческля тиочкй 1 ро4а.

Знак у'

Поведение у

На интервалах (-оо; -  3) ы (-1; + оо) функция убывает; на интервале 
(-3; -1)) возрастает.
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На интервалах (-оо; -  3) ы (-1; + оо) функций убывает; на интервале 
("3; - 1)) возрастает. ,

В точке л = -3 ф)икция достигает локального минимума:
-3 + 2  _ 1 

4*
Уязп("3) =

("3 + ̂
6. Исследуем функцию на выпуклость, вогнутость и найдем точки 

перегиба:

У"
(л+1)3-(л+3)-3(л+1)3 ^(лг+ 1)-з-(л+ 3) _  л + 1 -З л -9

(л+Зу (*+1У (л+1У
- 2 х - 8 __2(л+4)
(л+1)" (д+1)4'

= 0 л = -4 - критическая точка 2-го рода

Поведение у

На интервалах и (-1;+ю) - функция вогнутая. На интервале
(-оо;-4)-функция вьшуклая.

- 4 + 2  - 2
(-4+1У 9

Точка с (- - точка перегиба.
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