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ОБ И Н Д Е К С Е  С И Н ГУ Л Я РН О ГО  И Н Т Е Г РА Л Ь Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  С 
К О Н Е Ч Н О Й  К О М М У Т А Т И В Н О Й  Г РУ П П О Й  П Р Я М Ы Х  И О Б Р А Т Н Ы Х

С Д В И Г О В к к Р Л Е М А Н А

Пусть Г — простой гладкий замкнутый ориентированный .контур в комплексной плос­
кости. В одном из пространств # М(Г) или LP(T) рассмотрим сингулярное интегральное 
уравнение с конечной коммутативной [1] труппой G — {a J , а * , aJ , а3 =  Oi"(»2 )} прямых и 
обратных сдвигов Карлемана:  ̂ >: , ; а n

(Kip)(t) =  ^  J +  (Гу>)(<) =  f(t),  (1)
к—0 p

где a j  (0  =  V  сохраняет (изменяет) обход Контура Г, af(af ( t ) )  =  t, к = 073; Т  —
вполне непрерывный оператор в соответствующем'пространстве. Рассуждая аналогично [1 -  
3], последовательно заменим в уравнении (1) t на 'а^~^(2), г =  1,3. Учитывая, что операторы 
с ядрами

fci(^,r) =  a!-(r)/[ai( r ) - a i( 0 ] - ( r - i J ) " 1, i =  Т З̂,

вполне непрерывны [3, с. 35] в пространстве Я,,(Г) или Хр(Г), и присоединяя полученные 
таким образом уравнения к уравнению (1), придем к соответствующей системе четырех син­
гулярных интегральных уравнений с ядром Коши относительно неизвестной вектор-функции 
Ф(<) =  (t)),ip(a3 (ź))}, матричная запись которой имеет вид

где

(М Ф )м  = а (<)ф( ( ) + ^ / 7 3 7 * + Ш ( ‘) = т ,
г

/  a0(0  a i(f) 1 a 2(t) a3(t) \
a i ( a f ( 0 ) ao ( a f ( 0 ) 1 «з ( a f ( i ) ) a 2( a f ( ł ) )

т = -------  ------- 1 — ' --------- >

« 2(0:2 (0 ) «з ( a j ( 0 ) 1 a 0( a 2 (ł)) O i ( a j (0 )
\  03(0-3 (t)) a 2( a 3 (f)) 1 01(0 3 (0 ) « 0(0:3 (0 ) /

( b0(t) bx(t) 1 b2(t) \
h ( a t ( t ) )  b0( a t ( t )) 1 Ы « Г ( 0 ) b2( a t ( t ))

т  = 1 —

- b2( a 2 (ł)) - b 3(a ź ( t ) ) —bo(a2 (t)) - h ( a 2 (<))
V - Ц “ з ( г)) ~ Ы а з ( 0 ) 1 - М “ з"М ) -b o (a3 ( t ) ) J

(2)
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Явный вид вполне непрерывного оператора ^'выписывается по аналогии с [4]. Обозначим 
rk(t) =  ak{t) -  bk(t), sk(t) =  ak(t) + bk(t), к =  0Д  тогда

R(t) =  A(t) -  B(t)  =

S(t) =  A(t) + B ( t )  =

/  r0(<) r x(<)

ri ( « f ( 0 )  ro (« f(0 )

a2(a j (0 )  53(a J (0 )
4-®в(агз (*))■ *з(а з (0 )

(  S0{t)  Sx(t)

si(at(t))  * o ( a f ( i ) )

г з ( « а ( 0 )  г з ( < * 2  СО)
Vrs(» ś(0 ). г2(аз (0 )

r2( 0  r3( 0  \

So(aj(0) « i(e a (0 )  
s i(« 3 (0 )  5о(«*з(0)/

s2(f) s3(0  \
,5з(а ? (0 ) s2(a f(f))

ro(aa(0) ri(a a-(*)) 
Ы а з,(0) М аз (t))'J

Используя известные свойства определителей, нетрудно убедиться в справедливости сле­
дующих основополагающих здесь тождеств:

det R(t) = det JK(af(<)) =  det S(ai(t))  = det5(a3(t)), 
det S(t) = det 5(ai"(t)) =  det J?(aj(t)) = deti?(a3 (t))- (3)

Из результатов [1, 2, 5] следует
Т е о р е м а  1. Для того чтобы сингулярное интегральное уравнение (1) с конечной комму­

тативной группой сдвигов Карлемана было нетеровым, необходимо и достаточно, чтобы

det R(t) ф 0, det S( t ) ф 0, t 6 Г, (4)

при этом

Indii' = 7  Indii/ 4 j
J L J arg£ f i M l
8тг\ ё det 5 ( 0 / г’ (5)

С помощью соотношений (3) формула (5) может быть упрощена.
Справедлива

Т е о р е м а 2. При выполнении условий нетеровости (Ą) индекс сингулярного интегрально­
го уравнения (1) с конечной коммутативной группой прямых и обратных сдвигов Карлемана 
вычисляется по формуле

т 1Т , , ,  1 Г det R(t)  I 1 /  det R(t) \
4 87г \  b det 5 (0  i  г 87г \  6 detiż(aj(t)) / x

det S ( a2 ( 0 ) ] 
g det 5 (0  / =  —  {argdetiż(0}r {arg det 5(0)r

( 6)

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что полученная формула (6) для вычисления индекса уравнения 
(1) является наиболее простой из известных ранее, так как предполагает лишь вычисление 
приращения аргумента одного определителя четвертого порядка вместо двух таких определи­
телей в [1, 2, 5].

З а м е ч а н и е  2. Так как матрицы R(t),S(ł)  блочные, то при условии, что определитель 
одного из блоков размера 2 x 2  отличен от нуля для < £ Г, при вычислении detR(ł)  или 
det S(ł) можно воспользоваться формулами Щура [6, с. 59], сводящими вычисление определи­
теля четвертого порядка к вычислению определителя второго порядка.

З а м е ч а н и е  3. Формула (6) может быть применена для более простого вычисления ин­
декса сингулярных интегральных уравнений с конечной коммутативной группой прямых и 
обратных сдвигов Карлемана G — {t,  - i , i -1, - i -1}, \t\ =  1, к которым сводятся [4, 7] дис­
кретные уравнения типа свертки с почти стабилизирующимися, множителями специального 
вида. • _
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■ i Summary

A simple relation for calculating the index of a singular integral eąuation with a finite commutative group of 
Carleman’s direct and reverse shifts is obtained.
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