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.В  данном учебном пособии на основе опыта многолетнего преподавания 
втором курса высшей математики студентам БИСИ, БПИ, БГТУ, излагается один из 
:е 'основных разделов -  интегральное исчисление функций одной и нескольких 
теременных. Рассматриваются неопределенные и определенные интегралы, функции 
зескольких переменных, кратные, криволинейные и поверхностные интегралы, 
элементы теории векторных полей. Известная теоретическая и практическая 
налравлешюсть этих вопросов предопределяют их важность и значимость в 
подготовке инжененров и экономистов.

* i : Материал предназначен для студентов инженерно-технических и экономических 
специальностей ВУЗов, в связи с чем его изложение иллюстрируется решением задач 
геометрического, физического и экономического характера. Практика чтения лекций, 
проведения практических занятий подтверждает, что студенты технических 
специальностей также с интересом воспринимают и решают экономические задачи.

При рассмотрении разных вопросов принят различный уровень строгости. При 
этом ясности й доступности изложения часто отдается предпочтение перед вопросами 
строгости доказательства и общности с тем, чтобы наиболее ясно оттенить 
принципиальную сторону вопроса. . ' •

Отдельные вопросы и теоремы сформулированы в виде теоретических 
упражнений, которые предлагаются студентам для самостоятельного изучения. 
Возможность проведения пусть небольших, но самостоятельных исследований 
повышает интерес части студентов к изучению высшей ■математики и, на наш взгляд, 
является одним из элементов активного обучения.

к Пособие не заменяет собой более полных учебников и учебных пособий, 
содержащих интегрирование функций одной и несколких переменных, и может 
оказаться полезным для текущей работы по указанной теме или краткого знакомства с 
ней. Рассчитана как на студентов, активно работающих над учебным материалом, так 
и воспринимающих отдельные его части, ̂ формулированные в виде теоретических 
упражнений, в качестве справочного материала. '

Приношу глубокую ' благодарность рецензентам: доценту ^ В.Ф. Бубнову, 
профессору Р.М. Жевняку за ряд конструктивных замечаний, способствовавших 
улучшению изложения материала.

« Предисловие

Автор

3



ГЛАВА 1.
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

1.1. Первообразная функция, неопределенный интеграл и его свойства

Изучая дифференцирование функций, мы решали такую задачу: как но из­
вестной функции ваш и ее производную. Рассмотрим теперь образную задачу: как, 
зная производную функции, найти саму функцию. К этому приводят многочислен­
ные й  разнообразные задачи из различных областей науки и техники: физики, меха­
ники.' экономики и др., например, задача об отыскании закона прямолинейного 
движения материальной точки по известной скорости ее движения, 
г;-; Определение 1. Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на 

интервале {а, Ъ), если для всех точек этого интервала выполняется равенство

F \x ) = f{x ) ,  Ч х ф ,Ь ) .  (1-1)

' Замечание. Аналогично можно определить понятие первообразной и на 
отрезке [а, Ъ\, при этом в точках х=а и х=Ь надо рассматривать односторонние 
производные. : а •> ■ -• ’ ' '• - '

Пример. Функция F(x) = x'3/3 является первообразной для функцииvf(x)=x2

на интервале (-ю, -не), так как F'(x) =
,1 • . V 3 V

= j -Зх2 = х2 = / ( х ) ,  V xeR. Легко ви­

деть, что jwxftfx)=x2 первообразной будет также любая функция вида F(x) = ̂ - + C ,  
С - V const. , .. , ,  • . . ■ .• . = ..•>

Действительно, F \x )  =
(  зх

, , Д 3.
+ с = х2 + 0 = f (x ) .  Из приведенного - примера

видно, что функция может иметь бесконечное множество первообразных. 
: Справедлива следующая .-»■ ' •

■ Теорема. Для любой, непрерывной на интервале (а, Ь) функции f(x), сущест­
вует бесконечно е множество первообразных, причем любые две из них F/(x) и Fi(x) 
отличаются друг от друга лишь постоянным слагаемым, т.е.

F2(x)= F,(x)+ C ,C -V  const. (1.2)
, , Примем пока без доказательства (см. п. 2.3), что для любой непрерывной на 

интервале (а, Ь) функции существует бесконечное множество первообразных. По­
кажем, что любые две из них отличаются лишь постоянным слагаемым. Пусть Fi(x) 
и F2(x)  - первообразные от функции Jft) на интервале (а, Ъ). Рассмотрим функцию 
<р<x)=F2(x)-F,(x).xe(a. Ь). Тогда

•• ф'(х) = /-2'( х ) - Г 1'(х) = / ( х ) - / ( х ) и О ,  Ухе(а, Ь).



Из теоремы Лагранжа* о конечных приращениях следует, что tp(x)s С, C-Vconst. 
Таким образом, F2(x)= Ft(x) г С, С - V const, хе(а, b), чгто и утверждалось в теореме.

Значит выражение (1.2), в силу условия (1.1), определяет бесконечное мно­
жество всех первообразных данной функции f(x) на интервале (а, Ь).

Определение 2. Бесконечное множество первообразных F(x)+ С, С - V const, 
называется неопределенным интегралом от функции f(x) на интервале (а, Ъ) и обо­
значается символом '

l f(x)dx = F(x) + C , . (1.3)

где F'(x) = f (x ) ,  хе(а, Ъ)С- V const.
При этом f(x) называют подынтегральной функцией, f(x)dx - подынтеграль­

ным выражением, х  - переменной интегрирования, J - знаком неопределенного ин­
теграла. ■ .

Отметим, что на плоскости хОу бесконечное множество первообразных у= 
F(x)+ С, С - V const, является бесконечным множеством кривых, которые отлича­
ются друг от друга лишь параллельным переносом (рис. 1.1). . '

Справедливы следующие соотношения:
1) . Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной 

функции:

( \f(x)dx)  = (F(x) + С) = / ( х) + 0 = f { x ) . (1.4)

2) . Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному 
выражению:

d( \f(x)dx)= ( \f(x)dx) dx = f  (x)dx. (1.5)

3) . Интеграл от производной: ..........

Jf \ x )d x  = f{x )  + C ,C - ' i  const. (1.6)

* Ж.Лагранж (1736-1813) • французский математик и механик.
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4). Интеграл от дифференциала: .

№f(x) = / ( х )+ С , С - V const. >

Нахождение неопределенного интеграла от функции f ( x )  называется 
рированием этой функции. Интегрирование является операцией обратной 
ренцированию.

Таблица основных неопределенных интегралов
> -п+1

1. fxndx = — - + С, -Ы пеЯ .
* и+1 ’

2 .  fx~1d x= j—  = in |x | + C ,x * 0 .

3. Jcosx*& = sinx + C.

4. Jsinx<& = -c o sx + C .

5. f ^  =tgx + C , x *  — + fa t ,k e Z
cos x 2

dx *
6. f— r— = ~ctgx+C, x*kn ,ke .Z .  

sin x

7. jexdx = ex +C. '

8. fa*<fe = — + C, 0«г*1 .
J Ina

9. J—— j  = arctgpc + C = -arcctgc + C,.
1 + x

10. j ~ ^ - T  =—arctg-+C, a*0.
a1 +xr a a

dx
11. J - j= = =  = arcsinx+C = -arccosx+C 1, |x |< |  1 1.

4 l^ x '

12. J
dx - = arcsin—+ C , |x | < |a | ,  a * 0.

a  - x  2 a

14 b y - "  2 = ln
Vx2 ± a 2 

15. Jc&afc = sAx+C.

a

a  + x
a - x

+ C, a*0.

x+ л /Т + а 2 + C, x2±a2 >0, a*0.

(1.7)
интег- 
диффе-

б



16. \skxdx = chx+ C .

17. f- Ą -  = thx + C. 
Sch2x

18. f - ^ -  = -cthx+ C , x*0. 
sh x

Каждая из приведенных выше формул проверяется путем дифференцирования.

Свойства неопределенного интеграла

1) . Интеграл от алгебраической суммы непрерывных функций равен алгеб­
раической сумме интегралов слагаемых:

J[/i(*)± /2(*)]<k = f/i(x)<fc± \ f 2{x)dx. (1.8)

Для доказательства продифференцируем обе части этого равенства

{ \\ f\(x )± f2{x)]dx) = (\ fx(x)dx) ± ( \ f 2{x)dx)

Из формулы (1.4) следует ,

f i ( x )± f2(x) = f l(x )± f2(x), 

что говорит о справедливости соотношения (1.8).

2) . Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла или вносить
поднего: : , , о. . „

JC*/(x)<&=Cj/(x)obr,*C-Veo«»if. *' "  (1.9)

Доказывается аналогично предыдущему свойству.

3). Результат интегрирования формально не изменится, если мы переменную 
интегрирования заменим любой дифференцируемой функцией от нее, т.е. если

‘ \ f(x )dx  = F(x) t-С , F '(x) = / (х ), (1.10)
ТО ■ ■' ' ' ' ' к " ' ‘

\ f(u)du = F(u) + C , п = ф(х). '  - (1.11)
■ ■ . - ' , ■ , u..: ■ ■ i'!'"''1 ■ ■■ •"

Это свойство основывается на свойстве инвариантности первого дифферен­
циала, учитывая что

dF(x) = F’(x)dx = f (x )d x ,  ‘ "
dF{u) = FJ (и) du = /(« )  du.

Из формулы (1.7) следует ■" ■ * '

J /(u )  du = \dF(u) = F(u) + С , u=<p(x),

что и утверждалось.
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Замечание. Свойство 3) дает нам основное правило вычисления неопределен­
ных интегралов путем сведения их к табличным интегралам относительно вновь 
введенной переменной.

В частности

lf{ax + b)dx = —F(ax + b) + C, я*0. (1.12)
а

Примеры. Найти иитыралы:

1) . j3x2cos(x3)ćfc = Jcos(x3)c/(x3)= jcosudu =sińM + C = sin(x3)+C .

u=x3, du= 3x?dx.
1 1 12) . Jcos3xdx = -  Jcos(3x)■ 3dx = -  Jcos(3x)rf(3x) = -sin3x  + C.

u= 3x, du= d(3x)- 3dx.

3). jctgxdx= J— = ln|M| + C = ln |s inx | + C .
Sin X ' 1W 1

u -  sinx, du~ cosxfi&.

. 4) г *  --------L - + c .
Jxln3x " • ln3 x 1 V '  - 2  21n2x

u= Inx, du = —dx. ; , ,
■ • • . X ■■■ ' ' ■  ■ ■ ■ •• • ••

В приведенных примерах применен метод внесения производной под знак 
дифференциала, основанный на использовании формулы ę'(x)dx=d(q>(x)) .

1.2.0сновные методы интегрирования

1. Замена переменной в неопределённом интеграле ' ........ "

Пусть нам требуется вычислить неопределенный интеграл \ f(x )dx .  Часто, 

ввиду сложности подынтегральной функции, сразу записать первообразную F(x) 
трудно, хотя и известно, что она существует. В таких случаях делается замена пе­
ременной (подстановка) с тем, чтобы интеграл по новой переменной был более 
простым, чем исходный. Справедлива следующая формула

\ f(x )dx=  J/[q>(0]<p’(O<*, * = <p(r), dx = <p'(t)dt. (1.13)

При этом, вычислив интеграл, находящийся в правой части равенства (1.13) 
по новой переменной /, мы должны затем возвратиться к старой переменной х. Из 
соотношения (1.4) следует

(//(*)<& )'=  Д х ) .

8



! Правую часть равенства (1.13) будем дифференцировать по х  как сложную

функцию, учитывая при ЭТОМ, ЧТО 4  = ~Т = —7, получим
ф;

=(/Лч>(0]ф/( 0 л Х =

= /[Ф (0] V ( 0  ' - г -  = /[ф (0 Ь  /(* ) .
. , Ф (О , ,

Сравнивая правые части этих равенств, убеждаемся в справедливости форму­
лы ( 1 ’3).

Замечание. Часто при вычислении интегралов вместо замены х = ф(<) удоб­
но делать замену/=  ф (х ). .

Примеры. Найти интегралы:

О- = f7 - t a | ' l  + C - H v ( * ) |  + C . г = ф(х), dt = \y'(x)dx.

f xdx 1 г dt 1 „ 1  , „ i2). = = - a ^  + C = -a rc /g (x 2) + C , t - x 2,

dt -  2 xdx.

2. Интегрирование по частям в неопределенном интеграле

Пусть и = и(х) и v = v(x) непрерывно дифференцируемые функции. Найдем 
дифференциал от их произведения d(u-v) = u -d v+ vd u .  Проинтегрируем обе части 
этого равенства .

Jrf(a-v)= |ta/v+ fvdu <=> u-v= judv+ Jvdu,

T.e. ’ ‘ ■ . .

fudv = u - v -  jvdu. (1.14)

Формула (1.14) и есть формула интегрирования по частям.
При этом может оказаться, что интеграл, стоящий в правой части равенст­

ва (1.14), будет более простым, чем интеграл, находящийся в левой части этого 
равенства.

Пример 1. Найта интеграл:

Jx-cos3x<fc =
du=dx

. Ь .dv-co s  3xdx v = jcos 3xdx = — sin3x

x l x 1= —sin3x—  rsin ЗхсЬс = — sin3x+—cos3x+C . 
3 3 J 3 9

u=x

9



....... Замечание 1. Предположим, ото при вычислении данного интеграла мы u и
dv выбрали по-другому

Jxcos3xobc =
и ~ cosЗх du=-3sin3xdx 

х2dv = xdx v = fxdx = — = 4~cos3x+-  Jx2 sin3x, 
2 2 1

т.е., если мы неудачно выберем и и dv, то в результате применения формулы интег­
рирования по частям, получим интеграл более сложный, чем исходный. •
- ---- С помощью интегрирования по частям вычисляются интегралы вида:

Jx"cos<mfc, Jx"sinax<fr, Jx V “<fe,H€ N, ae R,

при этом полагают и = хп, т.к. при дифференцировании эта функция будет уп­
рощаться. . .

Пример 2. Найти интеграл:

“2 du = 2xdx
Jx2 ■ e5xdx =

н = х
dv = e5xdx v = \e5xdx = - e 5x = у в !' - ^ Х - Л  =

f —es* -  — e5* + c l .
5{S  25 )

v2
= ^ e s* 

5
и = х du = dx 

\ X-eUdxA d v  = e5xdx v = j e 5x = —e3* - i  feSxdx = - e Sx~ — еЪх + С . 
5 5 1 5 25

Из данного примера видно, что при вычислении интеграла формула интегри­
рования по частям может применяться несколько раз.

Пример 3. Найти интеграл:
и = cosx du = -sinx<& 
dv = exdx v = fe*dx = ex

= e*cosx + e*sinx-Je*cosxa!x+C , 

u = sin x du = cos xdx

je* cosxdx = = ex cos x + fex sin xdx =

Je1 sin xdx =
dv = ex

= e* sin x - Je* cos x + C,

2 Je* cos xdx = e* cos x + e* sin x + C ,

Je* cosxdx = ^  e*(cosx + sin x) + C,, Ci - V const.

С помощью аналогичного приема двукратного интегрирования по частям вы­
числяются интегралы вида:

Je°*cosfoa&, Je^sinfoofc, \-Ja2- x 2dx, a, be R. -
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■ Замечание 2. Если мы применяем формулу интегрирования по частям и в по­
дынтегральной функции имеются логарифмы ши обратные тригонометрические 
функции, то их обычно полагают за и, т.к. их дифференциалы du более простые, чем 
сами функции.

1.3. Интегрирование функций с квадратным трехчленом в знаменателе

Пусть требуется вычислить интеграл

1 = 1  Ах + В dx. 
х +px+q

1) . Сначала нужно выделить полный квадрат у трехчлена

х2 +px + q = x2 + 2-—Х + —— ——hq = (x  + —1 -±k2, ± k 2 = q -  —  . 
y  ^ 2 4 4 { 2J 4 4

X + y J  ± k 2

2) . Сделаем замену переменной

x + — = t, x = t -  — ) dx = dt. 
2 2

С учетом этого интеграл примет вид

J К ---- Л  = ̂ Ь ^ Т + ( Д - — V i-3 t2± k 2 St2± k 2 V  . 2 P

Интеграл

I  —
. 1 f2±k2

является табличным при любом знаке, поэтому

' | ' ( в
= | l n | x 2 + p * + ? |

Замечание 1. К рассмотренному интегралу легко сводится более общий
интеграл .

, Ах + В  , 1 , Ах+ В
ах +Ъх + с а л  .о2 О С 

X + - Х + -
dx, а#0.

И



Замечание 2. Совершенно аналогично, с помощью выделения полного квад­
рата у трехчлена и соответствующей замены вычисляются интегралы вида -

Лх+В
J
■дах2 +Ьх + с

с&.

Пример. Найти интеграл:

J-
х - 3  , ( х - 37---------- d x - \ -------- =- .

xz +4x+7 j (x+2)2+3
-dx- x2 +4x+7 = x2+ 2 * 2 x + 4 -4 + 7  = (x+2)2+3 

х+ 2  = /, x ~ t - 2 ,  dx = dt.

' / 2 +3 ; - 5f
dt 1 f</(/2 +3) , dt

”  o J • J'Г2 +3 V  + 3 2 J /2 + 3 r2 + w
x + 2

R(X): (1.15)

1 1 _ i 5 t 1 i _ . „ Л
= — In \t +3 — 7=arctg—p= + C = — ln x + 4 x + 7 \ - —j=arctg- r  +C.

2 ' \ 3  \3  2 1 1 V3 v3

1.4. Интегрирование рациональных функций

Всякая рациональная функция £&) есть отношение двух многочленов 

. Ą xm +Ą x m~i + - + 4 m P(x)
В0хя + Blxn l + ...+B n Q(x)'

Если степень многочлена, находящегося в числителе, меньше степени много­
члена в знаменателе, т.е. т < п, то рациопальная функция (1.15) называется пра­
вильной, в противном случае при т > п -  неправильной.

Если рациональная функция неправильная, то разделив числитель на знаме­
натель по правилу деления многочленов, выделим целую часть, которая будет мно­
гочленом, и правильную рациональную функцию в виде остатка

Д(х) = М(х) + 5 г т ,  (1.16)
Q(x)

Pi(x) ..........где М(х) - многочлен,
6(х)

правильная рациональная функция. Поскольку ин­

тегрирование многочлена затруднений не представляет, то основная трудность при 
интегрировании рациональных функций заключается в интегрировании правильных 
рациональных функций.

. Справедлива следующая теорема, которую мы приведем без доказательства.

........................  П(х)
Теорема. Любую правильную рациональную функцию R(x) = ^  со

знаменателем .

<2(х) = (х -  а)а ...(х -  Ь)р(х2 + р х + д)ц...(х2 +rx + s)v ,
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Ж *) -  Ж *)__________________
' Q(x) (x-a)a...(x-b?(x2+px+qT.. .(х2 +п:+5)й

-  -4> | А  | | | д о ! А  ,
(х -а)“ (х -а)0-1 " х -д  ■" (х-А)р (х-А)м

[ Ą -i | + z?0 | + A  t | ^ - i x + Ą - i  :
х-А (х2 +рх + дУ1 {x2+px + q ) ^  x2+px + q .

| Л/рХ + Т/р , MiX + jy, [ [ M ^ x + N ^ ą ?
(x2+rx + s)v (x2+rx + i)v_1 x2 + rx + s '

можно единственным образом представить в виде суммы простейших дробей
(функций)

где ^o. ^ i. •••. М м , Nv.i - неопределенные пока коэффициенты, подлежащие 
вычислению.

Для определения коэффициентов в простейших дробях поступают следующим 
образом: правую часть равенства (1.17) приведем к общему знаменателю, который, 
как и знаменатель левой части, равен Q(x). Т.к. знаменатели обеих частей равенства 
совпадают, то должны равняться и их числители. Далее приравнивая между собой 
коэффициенты при одинаковых степенях х у многочленов, находящихся в числите­
лях, получим систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвест­
ных коэффициентов, решая которую, найдем их конкретные числовые значения.

Этот метод нахождения коэффициентов называется методом неопределенных 
коэффициентов. . . . . . . . . . . .  ..

Укажем еще один способ нахождения неопределенных коэффициентов (спо­
соб частных значении).

Так как многочлены, получившиеся в числителях правой и левой частей ра­
венства, после приведения к общему знаменателю должны быть тождественно рав­
ны, то придавая х конкретные числовые значения, мы получим систему линейных 
алгебраических уравнений для определения коэффициентов.

Таким образом, всякую правильную рациональную функцию можно предста­
вить в виде суммы простейших рациональных дробей. .

Замечание. Из равенства (1.17) видно, что для вычисления интеграла от пра­
вильной рациональной функции достаточно уметь интегрировать простейшие дроби 
(функции) вида:

м

4Л

dx ,  ( Л  ,  г Мх+N  ,--------2. J----------- ; 3. }-т---------- dx;
(х -  а)“ * х -а  -x2+rx + s

Мх + N  
(x2+rx+s)v

dx,D = r2 - 4 s < 0 ,v > 2 .

13



Ранее мы показали, как вычисляются интегралы от простейших дробей типа 
1, 2, 3. Интегралы от простейших дробей типа 4 вычисляются с помощью рекур­
рентных формул.

Теоретическое упражнение. Получить самостоятельно рекуррентное соот­
ношение '

dt 1
(Г4+ a 2)v 2 (v - l)o 4 2 \ V - I-j- + (2 v -3 )/v_j , v=2,3,... (1.18)

Интегрирование дроби типа 4, после выделения в числителе производной 
квадратного трехчлена, находящегося в знаменателе, выделения полного квадрата в 
этом трехчлене и замены переменной, аналогичной применяемой в п. 1.3, в сущест­
венном, сводится к применению формулы (1.18).

Примеры. Найта интегралы:

2х+3
1 ) ^ = 1 -dx .

(х -1 )2(х + 2)

В соответствии с (1.17) представим подынтегральную функцию в виде суммы 
простейших дробей . '

2х+3 В С 
г +  г+ -

(х -1 )2(х + 2) . (х -1 )2 х —1 х + 2 '

где числа А, В, С пока неизвестны. Приводя правую часть к общему знаменателю и 
приравнивая числители в левой и правой частях, получим

2х+3 = Д х + 2 )+ Я (х -1 Х х + 2 )+ С (х -1 )2.

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х

(1.19)

О = В+С,
2 = А + В -2С ,
3 = 2А-2В+С.

( 1-20)

Решая систему (1.20) найдем конкретные значения коэффициентов А, В, С. 
Определим значения А, В, С другим способом, придавая х в равенстве (1.19) 

конкретные числовые значения. ’
5х = 1 

х = -2  

х = 0

5= 3  А=>А =
3 ’

I-1+  = 9 С=>С = - ~ ,
9

3 = 2А-2В+С=>В = ~.
9

14



Учитывая это, будем иметь 

2х + 3
(х -1 )2(х + 2) 

5 
3

W
, 5 r dx I , dx 1 f dx

-  -  J ( « - 1 -1) ♦ i  - .1  (* ± 3 2 ,
3 J A 9 J Х - 1  9 J Х +  29 x + 2 

5 1- —  ----- + — ln |x  -  l | -  — ln |x  + 2 | + C  = -------- -— - +  —ln
3(x  - 1 )  9 1 1 9 1 1 3(x - 1 )  9

x -  1
x + 2

+ C .

2)' h  -  J”T~T •x3 +1
Разложим подынтегральную функцию на простейшие дроби 

1 1 А Вх + С+ -
х3 +1 (х + ])(х2 -х + 1 )  х + 1 х2 - х + 1

Отсюда

1 = Л(х2 - х  + 1)+(2?х+С)(х+1) ъ (1.21)

Применим смешанный метод нахождения коэффициентов. Из равенства 
(1.21) следует ' •

х = — 1

х = О

„2

1 -  ЗЛ=>Л = ~ ,
.. . 3.
1 = Л + С=>С= | ,

О = А + В=>В = - ~ .

Учитывая это, получим

w
: Ćtx = ł r - f o  Л  г Л~-2- ^ -  = ̂ J ~ . 1 *5 J .x3 + l (x + l)(x2- x  + l) 3 Jx+1 3 Jx2 - x +1 .

l , i  ,i 1 г Х -2= - l n  x + l -  - f---- —- s ------
3 1 1 3 V  П  3

H I -

x - -  = t,x = t + -,d x  = dt 
2 2

3

J 3 Г + -
4

d \ t2 + ~ ,  , ,
4  ̂+ I f .  Л/у J2 3 Г  + - 2 V + I

4

1, | ,, 1. 1-2- . 1 - 1  . 2 x - l= j l n |  x + 1 1 - - ln j  x2 -  X + 1 1 + ■ arctg—-Щ- + c.

15



Пусть требуется вычислить интеграл .

1.5 Интегрирование простейших иррациональных функций

\R{x,xn ,...>x s)dx,

где R - рациональная функция своих аргументов. Чтобы проинтегрировать такую 
функцию, нужно сначала выполнить замену переменной x = tv, где v - общий зна­

менатель дробей —.....—. Другими словами, нужно сделать такую замену перемен-
п s

ной, чтобы все корни относительно старой переменной х извлеклись по новой пе­
ременной Г.

Пример. Найти интеграл

. dx ( 6t5dt -tPdt  ,  f(f3+ l ) - l ,  ,  /  2 i 1 Vf. =  f - — -  =  6 f ----- =  6 P ----------— d t  =  6 fl t 2 - t  + 1---------\d t  =
+ V + r 2 } t + 1 J t + 1 \  t + \ )

l
x = t6<=>t = x 6, dx = 6t5

( A A
= 6 — - Y  + f - lnp + ! |  + C  = 2Vx-3Vx + 6^/x-61n|^/x + l | + C .

Аналогично с помощью подстановки
ax+b у 
cx+d

вычисляются интегралы вида

d x

1.6. Интегрирование некоторых классов тригонометрических функций

Интегралы вида
jR(sinx, cosx)<&, (1.22)

где R- рациональная функция своих аргументов, рационализируются с помощью
универсальной тригонометрической подстановки

tg ^  = t ,-n < x< n .  (1.23)

Справедливы следующие соотношения:

. ' 2 в |  2/ 1-Г2smx = -------—  = -----г-; cosx = ---------—= -----
l +tg2Ł l+ t l+tg2Z 1+ /

• A* it , .
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Из подстановки (1.23) следует, что
х _ , 2 dt— = arctgt, х = larctgt, ах = -— ■

С учетом приведенных формул, интеграл (1.22) после универсальной подста­
новки (1.23) примет вид

pJ(sin x,cos x)dx = Jj?

где Ri - рациональная функция переменной t.

Пользуясь правилами интегрировашм рациональных функций можно утвер­
ждать, что интеграл (1.24) относительно новой переменной t всегда может быть вы­
числен.

Пример. Найти интеграл .
dx

' = < I + cosx + smx

Применим универсальную подстановку lg— = t. 

Учитывая, что

smx = -
2t

1+r2 ’
1 - i 1 , 2 d tcosx = -----dx =
1+ / 2 > 1 +  /2

получим

1 = 1

2dt
dx , г rd(t +1)

~ i 2 + 2 t ~ i
-----= f------- Ł±

l + cosx + sinx , 1 - t 2 2t
1 + -----T +

1+t2 1+t2

= ln |t + l |  + C = l n •f+1+ C

/ + 1

Замечание. Отметим, что после применения универсальной тригонометриче­
ской подстановки (1.23) часто получается сложная подынтегральная функция отно­
сительно новой переменной t, что требует больших затрат по времени при вычисле­
нии интегралов. Поэтому, наряду с универсальной тригонометрической подстанов; 
кой полезно знать и применять другие подстановки, которые приводят к вычисле­
нию интеграла более быстро, чем универсальная.

Пусть интеграл (1.22) имеет вгцц

1. /, = J.R(smx)-cosx<&.

17



В этом случае более удобной подстановкой, чем универсальная, будет под­
становка вида

sin х = t, cos xdx = dt,
после которой '

Z, = Ji2(sin x)-cosxdx= \R{t)dt.

2 .  / 2 = J/?(cosx)-sinxobi: = -J/?(0<*, где

cos x = t, -  sin xdx = d t .

3. Пусть подынтегральная функция зависит лишь от четных степеней
sin х, cosx '

I3‘= \R  (sin2p x, cos2? x )dx,p, q s N .

В этом случае более удобной подстановкой, чем универсальная, будет под­
становка вида

1tgx = t, dx , 2 1= dt, cos x =
cos2 x 1 + tg2x 1-ł-/2 ‘

Пример, Найти интеграл 

dxг ил г dx , dx
2cos2x + l 3cos2x+ sin2 x cos2 x(3+ tg2x)

_ r d(tgx) 1 __,_/gx , „

4. При вычислении интеграла jR(tgx)dx удобно применят подстановку tgx=t.

5. Рассмотрим интеграл вида

|8ши х-со8в хЛ,от,н e N .

5.1. Пусть хотя бы одно из чисел т или п будет нечетным: п= 2р+1, p e N ,
тогда

Jsin* *•» *  Jsiił* х • cos2p х  • cosxdc= Jsin" x(l -  sin* x)pd(sinx) , .

Далее возводя разность (1 -s in 2 х) в степень р  и разбивая интеграл на алгеб­
раическую сумму интегралов, мы получим алгебраическую сумму табличных инте­
гралов, относительно переменной /  = sin х .

5.2. Пусть теперь обе степени т и п четные, т.е. т= 2р, и= 2q, p,qeN.
В данном случае у подынтегральной функции применяется понижение сте­

пеней синуса и косинуса переходом к косинусу двойного аргумента.

18



. 2 l-C0S2x 2 l + CÓS2x ; sin X = ------ -----, cos x = ----- ------,

Г . 2p 2q , / l - C O S 2 x Y f l  +  C O S 2 x Y  ,JsmZpx cos2 ,x«fe= -----------I I ------ ------1 dx.

Затем каждое из выражений, находящихся в скобках, возведем в соответст­
вующие степени и разобьем интеграл на алгебраическую сумму интегралов, кото­
рые будут содержать как четные, так и нечетные степени функции cos2x.! Интегралы 
от нечетных степеней функции cos2x вычисляются по правилу, указанному в пре­
дыдущем пункте. К интегралам от четных степеней функции cos2x снова применя­
ется правило понижения степени переходом к двойному аргументу.

Примеры. Найти интегралы:

1. /sin4 xcos3xdc = Jsin4 xcos2 xcosxdx~ /sin4xcos2 xd(siax) =

-- /sin4 x (l-s in 2 x)rf(sinx) =/sin4 xrf(sinx)-/sin6 xd(siax) = j s in 5 x -  ̂ s in 7 x + C .

2. fsin2xdx = /-—cos?.x dx = \ \ d x - /cos2xdc = - i x - - 7 sm2x + C .  
1 4 2 2 4 4 2 4

6. Jsinax-cosPxife = i / [ s m ( a + P ) x + s i n ( a - P ) x ] i i c .

Аналогично вычисляются интегралы от произведения синусов и косинусов 
различных аргументов.

1.7. Интегрирование квадратичных иррациональностей с помощью 
тригонометрических подстановок

Пусть требуется найти интеграл .

М * ’ ̂ ахг +bx+c]dx, (1.25)

где R - рациональная функция своих ар1уменгов, а*0,Ь, с -  действительные числа.
С помощью выделения полного квадрата под знаком корня и простой заме­

ны (см. п. 1.3.) интеграл (1.25) всегда может быть приведен к одному из следую­
щих типов:

1. /Л (/,V«2- w V  )d f;

2. рф,л/>п2/2 -  и2 )dt;

3. /)ф ,у /» А 2 + н2 )dt.
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Чтобы избавиться от иррациональности, обычно применяют следующую 
замену переменных:

„ п . . .  п 1 „  п1) Г = —sinz; 2) t  = ---------; 3 )t = —tgz или
т т cos 2 т .

Г) * = —-cosz; 2') t = ——-—; T ) t  = -c tg z . 
от от sin z m

.. Замечание. Отметим, что указанные интегралы могут быть вычислены также 
с помощью подстановок Эйлера*.

, Пример. Найти интеграл

/ = /л/ 4 - х2<&.

Применим подстановку

x = 2sin/, dx = 2costdt, t = arcsin—.
. 2

С учетом этих соотношений будем иметь

I  *= jV 4 -x 2ćfc= J-\/4-4 sin2/ • 2cos tdt = 4 Jcos2 /Л  = 4 f*+C0S^ <ft =

= 2 / + sin 2 f + C = 2 / + 2sin t ■ cos / f  C;= 2 / + 2sin /V l - s i n2 / + C =

= 2 arcsin — + x J l  -  —  + C = 2 arcsin—+ - V 4 - x 2 + C 
2 '  V 4 2 2 •

1.8. Некоторые интегралы, не выражающиеся через элементарные
функции :

Укажем несколько так называемых "неберущихся " в элементарных функциях 
интегралов:

-  интегральный синус, f- ° SXi£  -  интегральный косинус, \e~xldx -
х , . * .. . . . . .

интеграл вероятностей, Jsinж2<яЬс, Jcosx2tfe -  интегралы Френеля, j y j l - k 2 sin2xdx, 
0 < k<  1 - эллиптический интеграл2-шрода. , . .

Такого вида интегралы вычисляются обычно одним из приближенных мето­
дов (см., например, Крылов В.И. Приближенное вычисление интегралов. - М.: Нау­
ка, 1967). !

* Л. Эйлер (1707 - 1783) - выдающийся математик, механик, физик и астроном швейцарского происхожде­
ния, большую часть жизни проработавший в России.
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Г Л А В А 2. ■ - л , :

О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Й  И Н ТЕГРА Л  ^  ^

■ , ■ ■  ■■ . л .* ■■'ч.лгТ
2.1. Задачи, приводящ ие к понятию  определенного интеграла .
Пусть нам требуется вычислить площадь криволинейной трапеции, .ограни­

ченной линиями х=а, x=b, у=0, y=f(x) (рис. 2.1). .

Рис. 2.1
Отрезок [а, 6] разобьем на п элементарных отрезков точками

Я= Хо < XI < Х2 < ...< Хм < X; < ... < Х„ = 6.

Длины элементарных отрезков обозначим Axt -  х-, - хм, »= 1,и. Пусть А. = тах 

Ахь i = 1, п . В каждой из точек деления х, проведем прямую, параллельную оси 0у, 
до пересечения с графиком у -  f(x). Тем самым, вся'криволинейная трапеция разо­
бьется на п элементарных криволинейных трапеций. На каждом из элементарных от­

резков выберем произвольно по точке e[xw ,x<J i = 1,и . Через каждую из точек

проведем прямую, параллельную оси 0у, до пересечения с графиком у= f(x). Далее 
каждую из элемешарных криволинейных трапеций заменим приближенно прямо­

угольником с высотой ffcj) и основанием Дх( , i = 1,и. Тем самым площадь криволи­

нейной трапеции S будет приближенно равна площади S„ n-ступенчатой фигуры, 
состоящей из п элементарных прямоугольников

5 * 5 п ==/(41)дх1+ / ( ^ ) ах2 +,..+л ^ ) д*й = 1 : л ^ ) ^ .  (2.1)
■ ■ , ■ ; ■ ■ ■ i=i ■

Под площадью S криволинейной трапеции будем понимать предел, к которо­
му стремится площадь S„ «-ступенчатой фигуры при условии, что число разбиений и 
стремится к бесконечности, а длина X наибольшего из элементарных отрезков стре­
мится к нулю ,
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(2.2)S = lim £„ = lim £ / ( ^ ) Д ^ .
Я—КО П-КЮ.--1 .

. Д-»0 X-»0 •

Таким образом, задача вычисления площади вдиволинейной трапеции приво­
дит к необходимости вычисления предела специального вида (2.2). .

К вычислению аналогичных пределов приводят задачи об определении дли­
ны пути по заданной скорости, нахождении объема выпуска продукции по извест­
ной производительности труда (см. формулу (2.81)) и др.

Отвлечёмся теперь от задачи вычисления площади криволинейной трапеции 
и других конкретных задач. Пусть у= f(x) - произвольная непрерывная функция, за­
данная на отрезке [а, ^.'Отрезок [о,- Ь] разобьем на п элементарных отрезков точ­
ками а= Хо < X/ < Х2 < ... < хп =  Ь. Длины элементарных отрезков обозначим 

Ах, = х/ - x,w> / = 1, и . Пусть X = тах Axb i = 1, и . В каждом из элементарных отрез­

ков выберем произвольно по точке %, е  [хм  дг,], вычислим значения функции y=f(x)

в этих точках, умножим их на длины соответствующих элементарных отрезков и 
просуммируем по всем разбиениям. В результате получим

^  = t/(4 ,)A x ,-  (23)
м  '

Составленная по указанному правилу сумма (2.3) называется интегральной 
суммой для функции y -f(x )  на отрезке [а, 6].'

Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы (2.3) 
при условии, что число разбиений п стремится к бесконечности, а длина X наиболь­
шего из элементарных отрезков стремится к нулю, не зависящий от способа разбие­

ния отрезка [а. Ь] й от выбора точек £j, то он называется определённым интегралом 
от функцип/fc) на отрезке [а, Ь\ и обозначается символом -' '

К в\ f(x)dx = lim £ д ^ )Д х ,..  (2.4)
.................................................... - . . . .

При этом числа а и Ь называются соответственно нижним и верхним пре­
делами интегрирования, f(x) - подынтегральной функцией, х  - переменной интег­
рирования.

Обычно предел (2.4) называют интегралом Римана*, а функцию, для которой 
этот предел существует, интегрируемой в смысле Римана на отрезке [а, Ь].

Б. Риман (1826 -1866) - немецкий математик 

22



Из равенства (2.4) следует, что определённый интеграл зависит от подынте­
гральной функции, пределов интегрирования и не зависит от переменной интегри­
рования, т.е. , ' -Л " • ‘Ł

\f(x)dx= \f(t)dt = jf(u)du. (2.5)
а а а ‘ '

Справедлива следующая теорема, которую мы приведем без доказательства.
Теорема. (Достаточное условие существования определенного интеграла). 

Если функция у= f(x) непрерывна на отрезке [а, Ъ], то она интегрируема на этом 
отрезке, т.е. предел (2.4) всегда существует, при этом он не зависит ни от способа 
разбиения отрезка [а, Ъ\ на элементарные отрезки, ни от выбора точек в них.

Замечание. Отметим, что определённый интеграл (2.4), как предел инте­
гральной суммы вычисляется сравнительно редко из-за сложности вычисления та­
ких пределов. Обычно определённый интеграл вычисляется с помощью неопреде­
лённого интеграла по формуле Ньютона-Лейбница (2.23). Тем не менее, вычислим 
один простой интеграл, пользуясь формулой (2.4). ,

Пусть у  = f ( x )  = \,'\fxe [а, Ъ]. Разобьем отрезок [а, b] на п элементарных от­

резков, длины которых обозначим Лхь i = 1, л . В каждом из элементарных отрезков 

выберем по точке £,1 и составим интегральную сумму (2.3). Т.к. функция 

/ (х) з  1, Vx е [а,Ъ], то она равна 1 и во всех точках ^  е  [х(_, ,х, ], / = 1, и .

Поэтому . .
Sn = 1 • Дх, +1 • Дх2 +...+1 • Дх„ - b - a ,\ tn  е N,vę,..
Далее на основании формулы (2.4) получим

ъ ь
\ d x - b - a .  (2.6)

' а а ■

2.2. Основные свойства определенного интеграла
Будем предполагать, что рассматриваемые ниже функции интегрируемы на 

отрезке [а, Ь\. В справедливости приводимых свойств легко убедиться из формулы 
(2.4), известных свойств пределов и геометрических соображений.

1. Постоянный множитель можно выносить из под знака интеграла, либо вно­
сить под него:

ь ь
\С ■ f(x )dx=Cjf(x)dx,C  -  \/const. (2.7)
а а

2. Определенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа непре­
рывных функций равен алгебраической сумме интегралов слагаемых:
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J [ / i ( * )± - i /„ W ]c 6 t= J / I(x)<&±...±\ f n(x)dx. (2.8)
. ■ ■■ . . . a ; " ’ a a ■ r

Замечание. Отметим, что для бесконечной суммы непрерывных функций ука­
танное свойство, вообще говоря, несправедливо.

3. Если у определенного инте1рала поменять местами пределы интегрирова­
ния, то знак интеграла изменится на противоположный

- !f(x)dx = -ff(x)dx.  (2.9)

Из равенства (2.9) следует, что

- ] f { x ) d x  = 0.
. . а .

4. Если Д х )  й 0,х е  [а,Ь],а < Ь, то
ь

0 s J /(x )c fc  = S,

(2. 10)

(2.11)

где S - площадь криволинейной трапеции, ограниченной линиями х= а, х~ Ъ, у= О, 
y=f(x) (рис. 2.2). ■: ■

(2.12)

т.е. неравенства можно интегрировать с сохранением их знака, 
б. Для любых чисел а, Ь, с имеет место равенство

: /Д х)&  = }ях)Л +|Д х)& .
а а с

(2.13)
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7. Пусть функция y -f(x ) непрерывна на отрезке [а, 6]. Тогда она ограничена 
и принимает на этом отрезке свое наибольшее и наименьшее значения.' ’ ' •

М  = ш ах/(ж ), т = min / ( х), •
Vje[a,i>] V*e[o,6]

при ЭТОМ ; ,

. . m Sf(x )< M ,V xe[a ,b] .  (2.14)

Докажем, что выполняется неравенство
• ,Ь i

т{Ъ -  а) S jf(x)dx <М (Ь- а). (2.15)
а

Проинтегрируем неравенство (2.14) на отрезке [а, 6]. На основании формул 
(2.6), (2.7) будем иметь

ь ь ь ь
\mdx = m \dx = m{b-a), \M dx = M \dx = M (b-a).
a a  a a .

С учетом полученных равенств и соотношения (2.12) получим требуемое не­
равенство (2.15). -

8. Если функция y= f(x) непрерывна на отрезке [а, 6], то для нее имеет место 
теорема о среднем, т.е. существует точка |е [а ,  6], что

) f ( x )d x  = m ( b - a )  (2.16)
а *

ИЛИ

Д $ ) = г М / « < & .  (2-17)О-”* o а

Число fi£), определяемое равенством (2.17), называется средним значением 
функции у=f(x) на отрезке [а, 6] (рис. 2.3).

У '

Рис. 2.3
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Проведем аналитическое доказательство существования точки Для этого 
неравенство (2.15) разделим на Ъ -а , получим

1 ьт < ------ f f(x )dxśM ,a< b.
Ь - а а

Т.к. в силу неравенств (2.14) непрерывная на отрезке [а, Ь\ функция у — f(x), 
принимающая все свои промежуточные значения сплошь, изменяется в тех же-пре­
делах, что и число

77— jf(x)dx,
Ь-а1а

то существует такая точка 4 е  [a, b\, что

Ь -а  а

9. Кусочно-непрерывная на отрезке [д, Ь\ функция у -  f(x) интегрируема на 
этом отрезке.

Здесь у функции у= f(x) допускается наличие лишь конечного числа точек 
разрыва первого рода (рис. 2.4)%

■. : ■ - ■ ■ У‘

СI <h

Рис. 2.4
Например, пусть

Р = /(* )  =

f x(x\a<>x<cx, 
/ 2(х),с, й Х < С 2, 

f 3( x ) ,C 2 Ś X < b ,

тогда
сг

\ f(x)dx = j f l(x)ck+ j f 2(x)dx+ j f 3(x)dx.
a a el . 2̂

(2.18)

2.3. Определенный интеграл с переменным верхним пределом
Пусть функция у -  f(x) непрерывна на отрезке [а, 6]. Рассмотрим интеграл
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Ф(х) = /Д О  dt,xe  [a, b], (2.19)

являющийся функцией верхнего предела х. '
Если Д х ) £ 0 ,  x s  [а,А], то значение функции Ф(х) равно площади между 

осью Ох и кривой у= f(x) на отрезке [а, х] (рис. 2.5).

Справедлива следующая 
Теорема. Производная от интеграла с переменным верхним пределом равна 

значению подынтегральной функции, в которой переменная интегрирования заме­
нена значением верхнего предела, т.е. . . .

(х V
Ф'(х) = ! / т = /(* ). (2.20)

Д ока за тельс тво .  Дадим аргументу х приращение Ах и найдем
дг+Дх ' ■ х ' х+Дх -

Ф(х +Дх) = \ f { t ) d t= \ f { t )d t  + \f{t)dt.  *
а а , X . . . .  .

Тогда с учетом (2.19) получим
Х+Дх

АФ = Ф(х +Дх)-Ф(х)=  j f( t)d t .  (2.21)
• ' ' : X .

К интегралу (2.21) применим теорему о среднем, т.е. формулу (2.16). Бу­
дем иметь

х+Ах
J / ( 0  dt = / Ш х + Ах -  х) = / (£ )Дх, ^ е  [х, х + Ах],
X

т.е. ДФ = /(4 )Д х ,^б [х , х+Дх]. С учетом этого

Ф'(х) = Imi ~  = Пт / ©  = lim / ©  = f { x)
VAx-» 0 Ax VAj->0

или Ф'(х) = / ( х ) . Теорема доказана.

уа /
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Следствие 1. Для любой, непрерывной на отрезке [а, Ь\ функции f(x), суще­
ствует первообразная, определяемая формулой (2.19).

Следствие 2. Из формулы (2.20) следует, что

M H i
V  ( х

\ f ( t )d t  = -  \ f ( t )d t \  = - /(* ) ,
Л  u

(2.20')

Замечание. В п. 1.8 указаны первообразные некоторых элементарных функ­
ций, не являющиеся сами элементарными функциями. Так как первообразные отли­
чаются друг от друга лишь постоянным слагаемым, то интеграл с переменным 
верхним пределом используется для определения неэлементарных функций. Ука­
жем некоторые их них, имеющие важное теоретическое и прикладное значение

1 - х 2 х /------;--- —  .
J---dt, Jcosr2<ft, fe~‘ dt, j y l - k 2 sin2 tdt, 0 < £ <  1.
o t  o o o

M" .- ' :

Теоретическое упражнение Доказать самостоятельно, что

(и*) у
J / (0  Ф =flb(x)]b'(x)-f[a(x)]a'(x),  

w )  Л
(2.22)

где а(х), Ь(х) - дифференцируемые в области интегрирования функции.

-  “ł 2.4. Формула Ньютона-Лейбница
Эта основная формула интегрального исчисления имеет вид

' ]f{x)dx = F{x)fa *F{b)-F(a),  . (2.23)
а . - •

где F(x) - какая-либо первообразная для непрерывной функции f(x), т.е. 
F'(x) = f(x),Vxe[a,b],

Д о к а з а т е л ь ст в о .  Пусть F(x) - какая-либо первообразная дляf(x) на отрезке 
[а, Ь]. Поскольку интеграл (2.19) также является первообразной для функции f(x), а 
любые две первообразные отличаются друг от друга лишь постоянным слагаемым 
(см. равенство( 1.2)), то будем иметь

\ f( t)d t  = F(x) + С, хе [а ,6 ], C -\/consi. (2.24)
а

Полагая в равенстве (2.24) х=а, получим •

//(/)< *  = F(a) + С о  0 = F(a) + С о  С = -F (a). -
а

С учетом этого, равенство (2.24) запишется в виде
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(2.25)\ f ( t )d t  = F(x)-F(a),Vx e  [a, 6].
a

Полагая x= b, из (2.25) получим
■ 4 ' ' ■ " V-. : -■

,, j m d t  = F(b)-F(a) = F(x)\ba. , (2.26)
a "

Так как определенный интеграл не зависит от переменной интегрирования (см. 
равенство 2.5), то (2.26) по существу совпадает с формулой (2.23), иго и утверждалось.

Поскольку в качестве F(x) может быть взята любая первообразная для f(x), то 
обычно полагают

а д = 1л # .
Таким образом, формула Ньютона*-Лейбница*' дает основное правило вычис­

ления определенного интеграла через неопределенный интеграл. .

Символ называется знаком двойной подстановки. •

Замечание. Если рассматривать разрывные подынтегральные функции, то их 
первообразные на отрезке интегрирования также могут оказаться разрывными и 
формальное применение формулы Ньютона-Лейбница может привести к неверному 
результату (см. замечание 3 в п. 2.8).

Примеры. Вычислить интегралы:
2

2 , X3
1. \x 2dx = —  

1 Л

2- J— 2 = агс^ \ - 1  = arctgl-arctg(-l) = =
я
2 *

2.5. Зам ена переменной в определенном интеграле
' Ь '' _

Пусть требуется вычислить j f(x)dx,  где f(x) - непрерывная на отрезке [а, Ъ]

функция. ' ‘ i
Сделаем замену переменной предполагая при этом, что:
1. ср(а)= а, ф(Р)= Ь, т.е. отрезки интегрирования по старой и по новой пере­

менной будут соответствовать друг другу следующим образом e < j < i o a < ( < P ;

2. Функция х=ф(t) непрерывно дифференцируема на отрезке [а, Р].
Тогда справедлива следующая формула замены переменной в определен­

ном интеграле ' - . • ■ :

* И. Ньютон (1643-1727) .английский математик и физик.  ̂ '
" Г. Лейбниц (1646 -1716) - немецкий математик и философ.
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/ / ( * ) &  =//[q>(f)]<*p(0 = J/[cp(0]<P'(0^. (?.27)
а о  а

Д ок аза т е л ь ст в о .  Пусть F(x) - первообразная функцииf(x) на отрезке [а, Ь]. 
Применим дважды формулу Ньютона-Лейбница, используя при этом правило 
дифференцирования сложной функции. В результате получим

J / (х)<& =F(ó) -  F (a) = F[<p(P)]-Л ф (а )]  =
а '

= jdF[«p(oi= ) г  т ш о л = / / [  ф(01ф' « л .
а а а

Замечание. Выполняя замену переменной в определенном. интеграле, мы 
. должны одновременно менять пределы интегрирования, после чего вычисляем инте­

грал по новой переменней в новых пределах, не возвращаясь к старой переменной: 
Пример. Вычислить интеграл

^ 9 - x 2 d x ^

х = 3sinf,dbc = 3cosfaft, 
■^9-х2 = -^9(l-sin2*) =3|cos/|,

x = 0=>0 = 3sin/=>f = 0,

x = 3=>3 = 3sinf=>f = —.
2

«* н,

= )з |cos r| • 3 cos tdl = 9 jcos2 tdt = 
o o

i ' •• я
: ~ r J(l+cos2r)cft = (^/+-sin2?'j * = - + 0 - 0 - 0  = 

2 o \ 2 2 , J 0 4

= Y  = 2»25łt *  2,25-3,14 »  7,07.

2.6. Интегрирование периодических, чепгных и нечетных функций
Справедливы следующие формулы:
1, Пусть f(x) - периодическая функция периода Т, т а . f(x+T)~ f(x), Vx, Гей, 

тогда . .
т а+Т
J/(x)<fc = //(*)<&, Va е й . (2.28)

• - 0 : а • ■ .
2. Пусть f(x) - четная функция, r.t.f(-x)= f(x), McĄ- a, a l  a eR, тогда

а а
j/(x)<fc = 2j/(x)<fc. (2.29)

0
30



3. Пусть/6) - нечетная функция, т .е ./Г.*;=  _f(x) W e [_ ̂  ̂

//(*)<& = 0. (2.30)• “Л

В справедливости свойств (2.28) - (2.30) легко убедиться из геометрического 
смысла определенного интеграла (рис. 2.6). .

Теоретическое упражнение. Провести строгое доказательство формул (2.28) 
- (2.30), выполняя в каждой из них соответствующую*замену переменной. .

2.7. Интегрирование по частям в определенном интеграле
Пусть и=и(х) и v=v(x) - непрерывно дифференцируемые не отрезке [а, Ь] 

функции. Тогда справедлива следующая формула интегрирования по частям

А . Ь
judv = mv|o -  jWu. (2.31)
а ' ' а

Д о ка за тел ьс тво .  Интегрируя' в пределах от а  до Ъ равенство 
d(uv)-vdu+udv и используя формулу Ньютона-Лейбница ................

'  ̂ .Ł
\d(uv) = uv|e ,
а

получим
ъ * *= Jvdu + Judv.

а о

Перенося первый интеграл в левую часть, получим требуемое равенство (2.31).
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Пример. Вычислить интеграл >

\arctgxdx = 
о

и = arctgx, du = ----- -
' 1 + х 

dv = dx, v = x.

dx, = xarctgx\ j, -  J 
0

xdx 
\ + x2

= —- i l n l l  + JC2 
4 2 '

- ~ i l n 2 » 0 , 4 4 .  
4 2

2.8. Несобственные интегралы  '

При рассмотрении определенного интеграла (2.4) как предела интегральной 
суммы предполагалось, что отрезок интегрирования имеет конечную длину и по­
дынтегральная функция ограничена на этом отрезке. Устраним эти ограничения, 
распространив понятие интеграла на случай бесконечных пределов интегрирования 
и неограниченных подынтегральных функций 0несобственные интегралы). .

1. Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегрирования 
Пусть функция y=f[x) непрерывна для а й х < +«.
Рассмотрим интеграл с переменным верхним пределом

J(b) = ]f(x)dx,a<b. (2.32)
■. \ ' . •. 'в  ' - -

Выясним поведение этого интеграла при й-#+со (рис. 2.7).

Определение. Предел интеграла (2.32) при Ь->+<х> называется несобственным 
интегралом от функции f(x) на полуинтервале [а, +«>) и обозначается символом -

\ f(x)dx=  lim \f(x)dx.  (2.33)
«

Если этот предел существует и конечен, то несобственный интеграл (2.33) 
называется сходящимся, в противном случае - расходящимся.

Иногда интеграл (2.33) называют несобственным интегралом первого рода.
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F
Аналогично определяется несобственный интеграл на полуинтервале (-то, Ь]. 

Несобственный интеграл (2.33) можно вычислять с помощью формулы. Ньютона- 
Лейбница

\f{x)dx  = F(x)T“  s  F(+со) -  F(a) = lim F(x) -  F(a). (2.34)
a x~**<0 .

Геометрически для f(x)> O, xe[a, +<») несобственный интеграл (2.33) по ана­
логии с собственным интегралом (2.11) представляет собой площадь S  бесконечной 
криволинейной трапеции, ограниченной линиями х= а, у~  0, у=f(x) (рис. 2.8).

В случае сходящегося интеграла площадь S будет конечной, а в случае расхо­
дящегося - бесконечной. '

Замечание 1. При решении некоторых задач бывает достаточно не вычисляя 
несобственного интеграла установить лишь сходится он или расходится. Для этой 
цели обычно используют теоремы сравнения, которые мы приведем без строгого 
доказательства.

Теорема 1. Пусть непрерывные на полуинтервале [а, +оо) фушсции f(x) и ц>(х) 
удовлетворяют неравенствам О śf(x)< ę(x),тогда: ‘ . •

+50 +00
1) . Если несобственный интеграл |<р(х)й6с сходится, то J/ (x)dx также

а а
сходится;

+СО • • ' . . • • •  • • +со!.; • • •
2) . Если несобственный интеграл J/ (x)dx расходится, то J<p(x)«fc также

а ' а
расходится. : .

В справедливости теоремы легко убедится из геометрического смысла несоб­
ственного интеграла (рис. 2.9). , . . . . . . . .
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Пусть теперь функция меняет знак при хе  [а, +<»).
+00 +00

' Теорема 2. Если' J|/(x)|<& сходится, то j f (x)dx  также сходится и называ-
о а -

ется в этом случае абсолютно сходящимся.
+«0 +0©

Если же J|/(x)|atc расходится, а несобственный интеграл J/(x)cfc сходит­
, . а • о

ся, то он называется условно сходящимся. •
Примеры. Вычислить несобственные интегралы или установить их сходи­

мость или расходимость:

J j  -1 * 1
— (—1) = 0+1 = 1, т.е. несобственный

интеграл сходится.
■КО ̂  •

2. f —  = ln |x ||, = lim ln |x |- ln l  = +oo-0 = +oo, т.е. несобственный
■ J X 11 1

интеграл расходится. ,

3. f < f  ̂ ś  f ^Y  = l, m.e. несобственный интеграл сходится,
• . J: X „ 1 X i X ' ■ ■

причем сходится абсолютно.
Теоретическое упражнение. Доказать самостоятельно, что несобственный 

интеграл

...............  • 7  ^ -
i „р

сходится при р>1 и расходится при р<, 1.
Таким образом, из приведенных примеров видно, что на сходимость или рас­

ходимость несобственного интеграла влияет скорость стремления к нулю подынте­
гральной функции при х-*+«>.

Замечание 2. Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами 
можно определить следующим равенством

+ о о  XQ ' + о о

JД х ) А =  \ f {x)dx+ \ f(x)dx,Vx0 eR.  (2.35)
—00 -00 . Х0

+00

При этом несобственный интеграл \ f  (x)dx будет сходящимся тогда и только
-00

тогда, когда сходятся оба несобственных интеграла, находящиеся в правой части 
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равенства (2.35). Если хотя бы один из этих несобственных интегралов расходится,
*о

то \ f {x)dx~ \ f (x)dx+ \ f(x)dx, ' ixQeR. также расходится.
-°0 -00 XQ

Несобственные интегралы (2.35) можно вычислять с помощью формулы 
Ньютона-Лейбница ,

\ f{x)dx  = lim \f{x)dx  = F(x)\b * F(-K0) -  F ( -« )  = ‘
-  K S -  -  (2.36)
= lim F(x)~ lim F(x).,*->+» I->-CO

Примеры. Вычислить несобственные интегралы или установить их расхо­
димость: , •

+оо ’ 7Z f  TZ |
1. f ----- - = arctgx\ °° = lim arctgx- lim arctgx = -  -  - -  = n, m.e. несоб-

-» l + xz ю *-++” *-*— , 2 \  2J
ственный интеграл сходится.

i+oo
2. \exdx = e*\ = lim ex -  lim ex = +oo-0 = +oo, m.e. несобственный инте-„ 1-00 *-»+<X> i ->-00 r—oo , _

грсш расходится.
Главное значение несобственного интеграла первого рода определяется ра­

венством .

v.p*\f(x)dx = lim ] / ( * ) * .  (2.37)

2. Несобственные интегралы от неограниченных функций ,

1. Пусть функция у=f(x) непрерывна для aśx<c,  а в точке х= с терпит бесконеч­
ный разрыв (рис. 2.10). Точка с в этом случае называется особой для функцииу=f(x). 

Очевидно, что для Vs > 0 функция f(x) интегрируема на отрезке [а, с-z ].
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Определение. Величина . . . .  . . •' :-

\ f(x)dx  = lim j/(x)<&,£ > 0, (2.38)
j  : ;

если указанный предел существует, называется несобственным интегралом от 
функции f(x) на полуинтервале {а, с). . . . .

Если предел (2.38) конечен, то несобственный интеграл сходится, если бес­
конечен или не существует - то расходится.

Иногда интеграл (2.3 8) называют несобственным интегралом второго рода. 
2. Пусть функция у=f(x) непрерывна для с< ж £ 6, а в точке х= с терпит беско­

нечный разрыв (рис. 2.11).

В этом случае несобственный интеграл определяется равенством

J f  (x)dx — lim \f(x)dx,  e > 0 .
c t->0C+«

(2.39)

3. Пусть точка x= с бесконечного разрыва подынте1ральной функции у= f(x) 
находится внутри отрезка интегрирования [а, Ь\ (рис. 2.12).

Здесь
с-б!. ь

j f (x )d x - j f ( x ) d x+ j f ( x )d x =  lim J/ (x)dx + lim J /(x )< fe ,E ( > 0 (2.40)
л а с  ej->0 a
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При этом несобственный интеграл \ f{x)ck  будет сходящимся лишь .тогда,
а

когда сходятся оба несобственных интеграла, находящиеся в правой части равенст­
ва (2.40), и расходящимся, если хотя бы один из этих интегралов расходится. Вы­
числения несобственных интегралов (2.38) - (2.40) можно проводить, применяя 
формулу Ньютона-Лейбница для каждого из них.

Теоретическое упражнение. Доказать самостоятельно; что несобственные 
интегралы

\сЬс dx ь, cbc
0*“ ’ i \ b - x ) a ’ a (x -  a)a

сходятся при а< 1  и расходятся при а  £  1.
Примеры. Вычислить несобственные интегралы или установить их расхо­

димость: - ' '

/. f -  lim |  —f ?  — = -  lim J (1 -  x)^</(l -  x) = -2  limVl -  x t =
E-»°. o «-o 0J \  '  e-t°.

= -2^ lim -Jz -  l j  = -2 (0 -1 ) ■ 2, m.e, несобственный интеграл сходится.

dx \  dx \  dx . J-ei eh \  dx ..2. J7— T2- = J t----Ci+b-----= lim f —— —+ 'lim fo(x-l)2 o(x-l)2 i (x - l )2 «!-* 0J (дг- l )2 s2->oJ 2(x_ i)2

= -  lim-----
ei—*0лг— 1

l-ei 1
-  lim—

0 e2->0x-l l+e2
= -  lim 

ei—»o' i ;
v E> )

-  lim
£2-»0 i —— = 4oo+co = +oq 

2 EV  '

т.е. несобственный интеграл расходится. . . .
Замечание 3. Если в примере 2 не заметить, что подынтегральная функция на 

отрезке интегрирования обращается в бесконечность, то формально вычисляя это 
интеграл можно получить неправильный результат.

Главное значение несобственного интеграла второго рода, где се (а, Ъ) - осо­
бая точка функции f(x), определяется равенством

( c-t
v .p J /(x )< & = M  J/(x)fi6c+ j f(x)ck ,e> 0 . (2.41)

Замечание 4. Отметим, что если несобственные интегралы первого и второго 
рода существуют в обычном смысле (2.36), (2.40), то они существуют и в смысле 
главного значения (2.37), (2.41). Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.
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Несобственные интегралы, вычисляемые в смысле главного значения 
(2.37), (2.41), находят широкое применение при решении различных важных 
теоретических и прикладных задач (см., например, Гахов Ф.Д. Краевые задачи. • 
М.: Наука, 1977). .

2.9. Приближенное вычисление определенных интегралов .
Пусть требуется вычислить интеграл ■ *>■ .

)f{x)dx, (2.42)
а .

где f(x) - непрерывная на отрезке [а, 6] функция.
Не от всякой непрерывной функции можно точно вычислить интеграл, хотя и 

известно, что он существует (см. п. 1.8,2.4). В этих случаях, а также когда подынте­
гральная функция задана таблично или имеет сложный вид и точное вычисление 
определенного интеграла требует больших затрат по времени, применяют прибли­
женные (численные) методы вычисления определенных интегралов с требуемой 
точностью, как правило, с их реализацией на ЭВМ. Рассмотрим простейшие из них.

1. формула, средних прямоугольников .

Отрезок интегрирования [а, 6] разобьем на п равных элементарных отрезков 

длины h={b-a)In точками а~  *ь < Х| <  Хг <  ... <  х„ =  b, xt =  а  +  ih, i = 0,и . В каж­

дой из точек деления xt проведем прямую, параллельную оси Оу до пересечения с 
графиком у^Д х).Тогда вся криволинейная трапеция разобьется на п элементарных 
криволинейных трапеций. Далее каждую из элементарных криволинейных трапе­
ций Заменим приближенно прямоугольником (рис. 2.13), высота которого равна 

значению функцииffc/) в середине отрезка =[х,ч  +х,]/2, /=1,и .

. .Геометрически площадь S  криволинейной трапеции приближенно заменится 
суммой площадей St средних прямоугольников, т.е.
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или
5 « 5 1+5г+...+5я= А л § ,)+ а/ й 2) +v.+-нт-пУ•

J/(x)tfc w А / ( ■ + f ) + / ( « + |* ) + - * / ( * + 2Y ł *J

- « ! ]= f t t / [ « + ( 2 i - (2.43)

В предположении, что функция Уф) дважды непрерывно дифференцируема на 
отрезке [а, Ь] доказано, что погрешность Rm допускаемая при вычислении интеграла 
(2.42) по формуле (2.43), оценивается следующим образом

п =

где Мг = ДаХ]|/*(х)|.

) m d x - h t Ą a H 2 i - \ ) ^ \  < ^ r h 2M 2 J ± - 4 - M 2, (2.43') 
п м  I 2 24 24н

Из оценки (2.43') видно, что чем больше число разбиений п (чем меньше шаг 
А), тем точнее формула (2.43) дает приближённое значение интеграла. Погреш­
ность, допускаемая при вычислении определенного интеграла по формуле средних 
прямоугольников, пропорциональна квадрату шага. . . .

Замечание, формулу (2.43) можно применять также при вычислении несоб­
ственных интегралов от разрывных функций, обращающихся в бесконечность на 
концах отрезка интегрировашга. Эта формула просто программируется.

2. Формула трапеций

Проводим те же разбиения отрезка [а, А] на равные элементарные отрезки 
длины h=(b-a)/n, что и в предыдущем случае. Далее каждую из элементарных кри­
волинейных трапеций заменим обычной трапецией (рис. 2.14).

Учитывая, что площадь трапеции равна полусумме оснований на высоту, бу­
дем иметь
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S a y o Ź lL h + ^ ^ -h + ...+  ̂ ^ - h  = й [Ж ± 2 к + у , + y2 + -+ Л -Д  
2 2 2 L 2 J

Поэтому формула трапеций имеет вид

l f{x)dxmh
а

= h

Уо+Уп + У\ + Уг+'"+Уп-\

— y (ź° + я * , ) + д * 2) +•••+/с * -и ) (2.44)

Погрешность Rm допускаемая при вычислении интеграла (2.42) по формуле 
(2.44), оценивается следующим образом

| i y s b ! > r t f ł , . i £ ! S i j / 2. (2.44.)
12 12и

где Л/2 = т а х | / ’(х)|, т.е. как и в формуле средних прямоугольников, погрешность
ле[а,А] . ,

в формуле трапеций также пропорциональна квадрату шага.

3. Формула парабол (формула Симпсона )

Здесь отрезок интегрирования [а, 6] разобьем на четное число элементарных
отрезков длины И=(Ь-а)/п-(Ь-а)/2т точками 0= х0 < х\ < х2 < ... <х-2т = Ь. Далее 
на каждой паре элементарных отрезков [a, x t], [xh х2] функцию у-=f(x) приближен­
но заменим параболой с осью симметрии параллельной оси Оу и проходящей через 
точки М0 ,М \ ,М 2 (рис. 2.15). .

Уравнение параболы с осью симметрии параллельной оси Оу имеет вид

у=Ах*+Вх±С, (2.45)

* Т. Симпсон (1710 - 1761) - английский математик.
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где числа А, В, С находятся из условия, что парабола проходит через заданные точ­
ки Л4 1=0,1 ,2 .

Покажем, что площадь криволинейной трапеции, ограниченной параболой 
(2.45), осью Ох и двумя ординатами, расстояние между которыми равно 2А, вычис­
ляется по формуле

6’ = | ( j 0 + 4 j 1 + J 2), (2-46)

где J o . У ь Уг - равностоящие на шаг А ординаты, т.е. у0 ,у 2 - крайние, а у х - средняя 
ордината.

Для доказательства выберем систему координат следующим образом (рис. 2.16).

Коэффициенты параболы (2.45) вычислим из условия, что эта парабола про­
ходит через три заданные точки Мг. . * -  .

‘я. * ■
х = -А  => j 0 = A h 2 -  Bh + С, 

х = 0=> j ,  = С, 
х = у 2 = A h 2 + Bh + С.

Из равенств (2.47) следует, что

(2.47)

Уо + 4 ji + j 2 = 2Ah2 + 6С.
Найдем площадь рассматриваемой параболической трапеции

L f  Ч 7 V*

(2.48)

5 =  \(Ax2+Bx + C)dx = 
-н

a ?L + B—  + Cx 
3 , 2

2Ah

-h
+ 2C h= H lA h2 +6с)

Учитывая равенство (2.48), получим требуемое соотношение (2.46).
Приметим теперь формулу (2.46) к каждой паре элементарных отрезков и 

просуммируем площади параболических трапеций для всех таких пар. В результате 
получим
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■S' = |[ ( y 0 +4>'1+>»2)+(y2 +4>'3+>’4)+-+(y2m-2+4>'2«-l+ ^2m)]= .

= ^ Ы  + Угт)+4(у\ + Уз+-"+Угтл)+‘2-(У1+У*+-"+Уг>«-г)У

Учитывая это, формула парабол для приближенного вычисления интеграла 
запишется в виде .

. \ f{x)dx ~ ^  [(jo + У2т )+ 4Cvi + Уъ +•••+ У2т-1) + 20'2 + У4 +-+ УЪп~2 )1 (2.49)

где h = ̂ ~ А х, =а + ih,yi = /(х ,),г  = 0,2т.

Погрешность R„, допускаемая при вычислении интеграла (2.42) по формуле 
Симпсона (2.49), оценивается следующим образом -

180 2880 т4 ' 4> (2.49')

где M Ą = т а х 1 /л ,(х)1, т.е. погрешность в формуле Симпсона пропорциональна
xz[a,b] *

четвертой степени шага. Эта формула является наиболее точной из рассмотрен­
ных нами.

2.10. Геометрические, физические и экономические приложения опреде­
ленного интеграла

1. Площадь плоской фигуры в прямоугольной системе координат

Напомним, что площадь S фигуры, ограниченной линиями х-а, х=Ь, у=0, 
y=0,f(x)> 0, хе[а, 6] (рис. 2.17).

(2.50)
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Пусть у=f(x)ś 0, хе[л, Ъ] (рис. 2.18). 

В этом случае .

- S = l f ( x ) d x . (2.51)

Рис. 2.18
Если функция у -  f(x) на отрезке интегрирования меняет знак в конечном чис-

Пусть теперь криволинейная трапеция ограничена линиями х -а , х=Ъ, у -  
f\(x),y=fi{x), гд е /|(х )^ (х )х е[о , b] (рис. 2.20).
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(2.53)

В данном случае очевидно, что в силу равенств (2.50), (2.51)

я = /[Л М -/г (* )} &
а

2. Вычисление площади криволинейной трапеции при параметрическом 
задании ее границы

Пусть граница криволинейной трапеции задана параметрически уравнениями

k a £ f  ź  р,ф(а) = а,ср(Р) = Ь. (2.54)
У~Ч(  0.J

Предполагается, что функция ф(Г) - непрерывна, а ф(г) - непрерывно диффе­
ренцируема на отрезке [а, р].

Чтобы получить формулу для вычисления площади, воспользуемся равенст­
вом (2.50) ...

S = J f (x)dx  = \ydx.
а а

Выполняя в этом интеграле замену переменной в соответствии с уравнениями 
линии (2.54),. получим _

ь Р Р
S  = fydc = |ф(0</ф(г)= |ф(г)ф'(г)Л,

. 5 = / чг(0 ф' ( ^ -
a

Пример. Найти площадь, ограниченную эллипсом (рис. 2.21)

Запишем уравнение эллипса (2.56) в параметрическом виде

х = acos t, 
y  = bsi&t.

0 £ fS 2 n .

(2.55)

(2.56)

(2.57)



Воспользуемся формулой (2.55). В силу симметрии эллипса (рис. 2.21)'

х = acos t,dx = -asin  tdt,

S  = 4 \ydx = x  = 0 => 0 = acost =>/ = —, 
o 2

x = a = > a  = acost= > t = 0.

= 4 fb sin /(-asin  t) dł =

= 4ab fsin2 tdt = 2ab J(l-cos2/)<ft = 2aZ >f/-isin2rj 2 =itab. (2.58)
o o v 2 Л)

Формула (2.58) находит многочисленные приложения при решении задач.

3. Площадь криволинейного сектора в полярной системе координат

Найдем площадь S криволинейного сектора ОАВ, ограниченного непрерыв­
ной кривой АВ, заданной в полярной системе координат уравнением r= r(<p), a  й  <р 
й р и двумя лучами ф =а, ф =Р (рис. 2.22). к

Для этого весь криволинейный спектр разобьем на п элементарных секторов 

лучами a  = фо < Ф1 < Фг < ••• < Ф n= Р- Обозначим Дф, =Ф, -ф ,_ |» г = 1,и • В каждом 

из элементарных секторов выберем произвольно но углу фь1 й  ф, ф(, i = 1, п . Вы­

числим значения радиуса при угле ф,- й каждый элементарный криволинейный сек­

тор заменим элементарным круговым сектором с радиусом r= r(ęt)  й центральным

углом Дф, (рис.2.22), площадь которого Д5, = ^ г 2(ф, )Дф„ i = \,n.

В результате получим и-ступенчатую фигуру, состоящую из п элементарных 
круговых секторов, площадь которой равна

... Sn = l- i r % ] A ę ,  , (2.59)
’ 2 (»i
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Сумма (2.59) является интегральной суммой для непрерывной функции г2(ч>) 
на отрезке [а, р], поэтому переходя в равенстве (2.59) к пределу при л->«> и 
шахД<р, -> 0 получим искомую площадь

5  = X 
^ а

(2.60)

; ; 4. Вычисление длины дуги плоской кривой

Найдем длину /  дуги кривой АВ , заданной в прямоугольной системе коорди­
нат уравнением у -  f(x), где функция f(x) - непрерывно дифференцируема на отрезке 
[а, Ь] (рис. 2.23). ;

Дугу АВ разделим на п элементарных дуг точками А -  М0, А/ь Мъ ... ,М„= В,
М,=М,(х,, у,), г = 0,и.

Каждую из элементарных дуг заменим соответствующей элементарной хордой. 
Под длиной дуги АВ будем понимать предел 7, длины вписанной в нее лома­

ной линии при неограниченном увеличении ее звеньев и при условии, что длина 
наибольшего из них стремится к нулю. .

Длину элементарной хорды будем обозначать А1, , а ее проекции на коорди­

натные оси Дх;, и Ау и i = 1, п .

По теореме Пифагора AI, = x f + Ayf . Тогда длина всей ломаной линии бу­

дет равна

/„ = s ^  = l j i +
м  г-1 V

{ , \2 
АУt Ах,. (2.61)

Далее на каждом из элементарных отрезков к отношению Ау, /Ах, применим 
теорему Лагранжа о конечных приращениях
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ДЛ _  /(* ł)- /C * i- l)  _ ч „7 ------------------------/  (SiЛ *МДх, х ,-х ,_ ,
<x„i = l,n.

Учитывая это, равенство (2.61) запишется в виде

A ,= lV 1 + l / ’(S/)fA*.- (2.62)
i=l

Сумма (2.62) является интегральной суммой для непрерывной функции 

t/ i + ! / '( x)F на отрезке \а, i] . Поэтому, переходя в равенстве (2.62) к пределу при 

п~> оо и тахЬхг■> 0 получим, что длина дуги кривой вычисляется по формуле

I = ) j l + \ f ( x j f d x  = h / l  + y ,2dx. (2.63)

Пусть кривая AB задана параметрически уравнениями

х = «р(0, 
y  = V|/(f).

-,а й t < р,<р(а) = а,<р(р) = 6. (2.64)

где функции ц>0) и ф(/) - непрерывно дифференцируемы на отрезке [ot, Р],
причем о'(0* 0, У?е[а, р]. ' ..............

Учитывая, что производная параметрически заданной функции вычисляется 
по формуле у /=  у(/х(, dx=x(dt и выполняя в интеграле (2.63) замену переменной с 
учетом (2.64), получим *

I = РМ ф'(0]2 +[у '(0]2Л  = (2.65)
а " , 1 ' "а

Теоретическое упражнение. Доказать самостоятельно, что длина дуги кри­
вой в полярных координатах, заданной уравнением r=  r(<p), a  S <р < р , где функция 
r(q) -  непрерывно дифференцируема на отрезке [а, Р], вычисляется по формуле

/=. J)jr2(<?) + r/2(ę)ct(p. (2.66)
' а '

У казан и е . Для доказательства формулы (2.66) нужно от полярных коорди­
нат дуги перейти к параметрическим х= r(<p)cos(p, у — rfipjsinę, а  <. ср й р й восполь­
зоваться формулой (2.65), где /=<р. ■

Пример. Найти длину дуги кардиоиды г=а( 1+ cosę), OźcpS 2ц (рис. 2.24).

47



, Рис. 2.24
Учитывая симметрию кардиоиды и применяя формулу (2.66), получим

/ = 2 J-\/r2(<p) + г/2 (cp)dcp = 2 jija2 (1 + cos ф)2 + a2 sin2

= 2j^2a2 + 2а2 coscpfifcp = 2а J\/2(l + cos ф)е?ф = 4a Jcos—rfcp =

= 8a sin — 
2 = 8 a.

5. Вычисление объёмов тел

Первоначально найдем 'объем V тела по известным площадям его параллель­
ных сечений, перпендикулярных некоторому направлению Ох. Пусть S=S(x) - пло­
щадь конечного сечения тела плоскостью, неперпепдикулярной оси Ох в точке с 
абсциссой х, где S(x) - непрерывная функция на отрезке [а, Ь] (рис. 2.25).

Отрезок [а, Ь] разобьём на и элементарных отрезков точками а= *о < *1 < *2 

< ... < х„ =  Ъ. Через каждую из точек х,-, i = 0, и проведем плоскости, перпендику­

лярные оси Ох, которые рассекут все тело на элементарные слои. Обозначим Дх,- = х,- 

- х,./, / = 1 ,п . В каждом из элементарных отрезков выберем произвольно по точке 

4, е [х ,.|,х ,] с соответствующей площадью сечения тела S(£J. Далее каждый из

элементарных слоев заменим приближенно элементарным цилиндрам, образующая 
которого параллельна оси Ох, а направляющей служит граница сечения тела плоско­

стью х = 4 /. В результате все тело, состоящие из п элементарных слоев, приближен­
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но заменится н-ступенчатым телом, состоящим из п элементарных цилиндров, объ­
ем Vn которого вычисляется по формуле

V „ = ts (^ )A x t. (2.67)
<»>

Сумма (2.67) является интегральной суммой для непрерывной функции.ОД) 
на отрезке [а, Ь\. Поэтому переходя в равенстве (2.67) к пределу при и -х»  и 
махДх,—» 0 получим, что искомый объем

ь '
V = jS(x)dx. (2.68)

а

Объем тела вращения. Вычислим объем Vx тела, образованного при враще­
нии вокруг оси Ох криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой 
f(x) осью Ох и прямыми х= а, х= Ь (рис. 2.26).

В этом случае в сечении тела плоскостью, перпендикулярной оси Ох, будет 
получаться круг радиуса у, площадь которого

S(x) = пу2 = nf f (x) f ,Vx  е  [а,Ь]. (2.69)

Применяя формулы (2.68), (2.69) получим 

ь ь
Vx = n jy 2dx = n l \ f ( x ) fd x  v (2.70)

. а . а

С помощью аналогичных рассуждений легко показать, что объем Vy тела, об­
разованного при вращении криволинейной трапеции вокруг оси Оу (рис. 2.26) вы­
числяется по формуле

d
Vy =n \x 2dy. (2.71)

С

Пример. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох одной 
полуволны синусоиды (рис. 2.27). -
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Применим формулу (2.70)

. 2  .V, = K \y1dx = n\śm 2xdx = - t i \ -  cos 2x)dx = -  f  х -  = ~  к  4,93ed3.
0 0 2 o . 2 ^  2 ^  2 •

6. Статические моменты и координаты центра тяжести плоских дуг и 
фигур .

Пусть на плоскости хОу задана система материальных точек Р\(хь y j ,  Р%(хъ 
Ут),..., Р„(х№ Уп) в которых сосредоточены массы ть тъ ..., т„. Статическим момен­
том Мх (Му) этой системы относительно оси Ох (Оу) называется сумма произведений 
масс этих точек на их ординаты (абсциссы), т.е.

п п ■ п п
= Е  щу, = Е л »»,-. Му = £  т,-х, = £  х ,т, (2.72)

. /-.i /=i /=i /«i
Из механики известно, что координаты центра тяжести С(хе , у<) системы

материальных точек Р,/х/, у 0, i = \,п  находятся по формулам:

£ x , ih ,  , ,
X]W| + x 2ff»2 + ,..+ х„т п _  ,=1 1 М У

- * / '  —  __ —  »
/И| + т 2 + ...+ т я

Л»»1+^2»»2+-+^л»»Я Д
с т 1+1Я2 +... + »1и "

Е»*,
N
R

Е л»» /

м

Е»»/
1=1

м

(2.73)

(2.74)

, Найдем координаты центра тяжести однородной (р = const) материальной 
кривой АВ, заданной в прямоугольной системе координат уравнением y=f(x), где 
функция f(x) - непрерывно дифференцируема на отрезке [а, 6] (рис. 2.28).
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Всю дугу AB разделим на п элементарных дуг точками А= М0, Mh Мъ М„ 
= В. Длины элементарных дуг обозначим через Д а их проекции на ось Ох через 
Ах, = X,- - Xj.\, i = \,n. На каждом из элементарных отрезков выберем по точке 

£ е [х,_, ,х(]. На кривой АВ этим абсциссам будут соответствовать точки

i = 1,и. Будем считать, что масса каждой из элементарных дуг т,=рА /,■ сосредоточе­

на в соответствующей точке Р,-(% ,-,/<% t>) ( = \ ,п . Учитывая это, координаты центра 
тяжести системы из п материальных точек Л  определим по формулам (2.73), (2.74)

Е4,.Рд/( д
* е = * Т ---------=  i=i;--------- • (2 .7 5 )

i=l /= 1 . -

2 Д 4 ,)р д /(. 2 /($ ,)Д /,
>с==М _ _ _ --------м  я . (2.76)

Х Рд/,. 1 4  .
. ‘=1 w  . . .  , ■. •

Суммы (2.75), (2.76) являются интегральными для соответствующих функций 
на отрезке [а, Ь\. Поэтому, переходя в этих равенствах к  пределу при и-> да и 
тах&х,-+ 0 получим координаты центра тяжести плоской кривой у = f(x), а<х <Ь

ь
Jx<#

х .  — —-------
J*^/1 + J / ^ * ) ] 2 dx

._ a ■ ■" ■- - ■ ' (2.75')~С ь
l = \ d l

а

£> ,----------------  *
M i + \ f ' M Y - d K
a

] f ( x ) d l j / w V i + l / ' w ] 2^
... a • (2.76')se b

■ l = f dl
a a

Теоретическое упражнение. Доказать самостоятельно, что координаты
центра тяжести однородной материальной пластинки (рис. 2.29) находятся по
формулам

M /2(*)-/l(*)]fik
'Xe = - e - j -------- :---------- (2.77)

5 = J 1 /2(x) - / 1(x) ] ^
e . ■
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(2.78)
\  U  (*) + /2  (* )I /i  (*) -  f \ {х)У*

5 = j t / i w - Z i W ł *

7. Работа переменной силы

Пусть под действием непрерывной переменной силы F=F(x) материальная 
точка М  движется вдоль оси Ох. Требуется найти работу А, произведенную силой 
F=F(x) при перемещении точки М  из положения х  = а в положение х  = А, если на­
правление силы совпадает с направлением ее движения.. '

• Отрезок [а, А] разобьем на п элементарных отрезков точками а= х0 <  Х| < х2 

< ... <х„ -  Ъ. Обозначим Дх,- =  х /-х /.1 ,7=1 ,и . В каждом из элементарных отрезков 

выберем произвольно по точке %t e[x,_Irx,]. Будем считать, что на каждом эле­

ментарном отрезке сила F(x) постоянна и равна Ffc J. Тогда элемешарная работа 

силы F(Ł, ,) на отрезке [xt.\, х,] равна Д Aj = F(% JA х,-, / = 1, п . Работа силы F=F(x) на 

всем отрезке [а, А] приближенно выразится суммой

(2-79)
<-1 м

Сумма (2.79) и является интегральной суммой для непрерывной функции F(x) 
на отрезке [а, А]. Поэтому, переходя в равенстве (2.79) к пределу при и-» ® и 
тахАхг^ 0 найдем точное значение работы А силы F-F(x) на отрезке [а, А]:

; "" ь 1
А = \F{x)dx. (2.80)

а

Пример. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть пружину на 5 см, 
если известно, что от нагрузки в 10 Н ош  растягивается на 1 см1

Согласно закону Гука, сила Л1, действующая на пружину, возрастает пропор­
ционально растяжению пружины, т.е. F=kx, где перемещение х выражается в мет-
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рах, а сила F - в ньютонах. Коэффициент пропорциональности к найдем из условия 
задачи, полагая F=10 Н  при х=0,01 м., т.е. 10=к- 0,01, откуда к=Ю00 и, следова­
тельно, F=J000x. Тогда на основании формулы (2.80) *1 ;

°'95 . 10,05 '
А= Jl000»*e=S00x2 =1,25 Дж, .

" Л ^

8. Нахождение объема выпуска продукции по известной производитель­
ности труда

Будем считать, что известна непрерывная функция f(t), которая характеризует 
изменение производительности труда от времени t. Определим объем Q продукции, 
произведенной рабочим за время t0 < tś, Т.

Как обычно, отрезок [г0, 7] разобьем на п элементарных отрезков точками t0 < 

fi <h < ... <tn=T.
Обозначим A f,- = U - fM , i = 1,и, В каждом из элементарных отрезков выбе­

рем произвольно по точке % t е [f„i, // ]. Предположим , что на каждом элементар­
ном отрезке времени производительность f(t) постоянна и равна f fc  t). Тогда объем

П
выпускаемой продукции приближенно выразится суммой , которая

м  , . . - . ■ , .
является интегральной суммой для непрерывной функции.## на отрезке [f0 . Л  и в 
пределе при и-> <ю, max Д ff ->■ 0 дает точный [10 -14] искомый объем продукции

Q =  Km J /('V '-
'o

(2.81)

Пример. Определить объем продукции, произведенный рабочим за третий 
час смены, если производительность труда задана функцией##= [3 +T/(2f +1)]. По 
формуле (2.81) найдем ■ ’ .

Q = jf 3+ — 1 dt=lt\\+ l j ^ l l l =9_6+lln|2f + l\\3 =
*  s 2f+lJ 12 22 2f+l 2 1 1,22\

= 3+ ~(ln7-ln5)= 3 + ̂  ln 1,4 = 3,168 (усл.ед.пр.).

9. Определение дисконтированного дохода

При обосновании и выборе инвестиционных решений, определении эффек­
тивности капитальных вложений используются так называемые задачи дисконти­
рования: определение начальной суммы (<современной величины) So через время f
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(годы) по ее конечной величине (наращенной сумме) St при годовой процентной 
ставке р%. Для сложных процентов наращенная сумма S, = So (1 +0 ‘ откуда в ре­
зультате дисконтирования современная величина Sq =  St (1 +i/ ‘ , где i = 0,01/?. При 
непрерывном начислении сложных процентов на протяжении t лет конечная сумма 
S, вычисляется [11-13] по формуле St =  So в “ - Чтобы отличить непрерывную ставку 
от дискретной обычно переобозначают f=S и называют 8 - стой роста. Так что 

окончательно S, =  S0 е a . Если сумма S, также является функцией времени f(t), то 

дисконтированная сумма Ą  к м ом ету времени t составит So - f ( t )  е ’St. Применяя 
рассуждения, аналогичные проведенным в предыдущем пункте, можно показать, 
что полная дисконтированная сумма или дисконтированный доход Sd за время Т 
вычисляется [11-13] по формуле

Sd=lf(f)‘~*dt. (2.82)
о

Пример. Определить дисконтированный доход за три года при непрерывной 
годовой процентной ставке 8%, если первоначальный (базовый) взнос составит 10 
млн. руб. и намечается ежегодно увеличивать капиталовложения на 1млн. руб.

Нетрудно заметить, .. что капиталовложения задаются функцией 
/(У=10+1 -Г=10+Л Тогда по формуле (2.82) полная дисконтированная сумма капита­
ловложений

Sd =J(lO+f)e"0,08,rff .
■ ' -о ■

Применяя к вычислению этого интеграла формулу интегрирования по час­
тям (2.31) убедиться самостоятельно, что Sd = 30,512 млн. руб. Это означает, что 
для получения одинаковой наращенной суммы-через три года, ежегодные капи­
таловложения от 10 до 13 млн. руб. равносильны одновременному первоначаль­
ному взносу в 30,512 млн. руб. при той же, начисляемой непрерывно годовой про­
центной ставке.

10. Нахождение издержек производства

Пусть зависимость издержек производства К-К(х) от объема выпускаемой 
продукции х, который изменяется от 0 до Ь единиц, выражена в денежных едини­
цах. Тогда полные издержки производства Р определяются формулой

P=\K{x)dx (2.83)
; - . : ■ . ■ — ‘ 0 ' • - .
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Пример. Зависимость издержек К(х) от объема продукции х  имеет вид 
К(х)=х*+9х2-6х. Найти полные издержки производства, если объем продукции равен 
72 единицы.

72j(x3+9x2-6x)dx= {ха/А+Ъхъ - 3 ^ ) |7;  = '

= 724/ 4 + 3•723 -  3•722.' = 7822656 (ден.ед.). ...

Если объем продукции х  меняется от а  до Ь единиц, то средние издержки 
производства находятся по формуле (2.17)

i ь

ч2-84)

Решая затем уравнение К(х)=КсР точно или приближенно, можно найти объ­
ем продукции х>0, при котором издержки принимают это среднее значение.
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ГЛАВА 3. .

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

3.1. Основные понятия

Ранее мы изучали функции одной переменной, Однако многим явлениям 
присуща многофакторная зависимость, которая приводит к необходимости введе­
ния понятия функции нескольких переменных. . . . . . .  .

Например, объем цилиндра V = kR2H  есть функция двух переменных R (ра­
диуса основания) и Я  (высоты). Производственная функция Кобба"-Дугласа* 

Q -  AKal}~a , А > 0 ,0  < а  < 1, показывает объем выпуска продукции Q в зависимо­
сти от затрат капитала К  и трудовых ресурсов L и является функцией двух пере­
менных; Введем

Определение 1. Если каждой двумерной точке М(х,у) некоторой области D 
плоскости хОу ставится в соответствие одно определенное число z, то говорят, что 
на множестве D  задана функция двух независимых переменных и пишут
2=f(x,y)=f(M).

Также как и функции одной переменной, функции двух и более переменных 
определены, вообще говоря, не при любых значениях своих аргументов. .

Определение 2. Множество точек M(x,y)^Dc. хОу называется областью оп­
ределения функции z-f(x,y), если это выражение имеет смысл при отсутствии дру­
гих ограничений.

Примеры. Найти область определения функции:

1. z = i j l - x 2- у 2 => l - х 2- у 2 >0 о  х2+у2 <1, (D).

В данном случае областью определения функции является круг единичного 
радиуса с центром в начале координат, включая все точки его границы (рис.3.1), 
(пример замкнутой области).

* Ч. Кобб -  американский математик.
”  П. Дуглас -  американский экономист
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2. z = ln(x-y)  => 1 - ; > 0 о ^ < х , ( С ) .

Здесь областью определения функции являются все точки полуплоскости, 
лежащие ниже граничной прямой у -х ,  не включая точек самой границы (рис. 
3.2), (пример открытой области). Такого вида логарифмические слагаемые при 
у=с(>0, ct -  const, входят в функцию полезности, широко применяемую в эконо­
мической теории.

Понятие функции двух переменных по аналогии распространяется на случай 
трех и более переменных. ;

Определение 3. Если каждой п-мерной точке M(xipcb —л )  в области D  п- 
мерного пространства Rn ставится в соответствие одно определенное число и, то го­
ворят, что на множестве D  заданафункция п независимых переменных и пишут 
u=f(xhxb ...,xn) ’*f(M). .

Г р а ф и к  ф у н к ц и и  д в у х  п е р е м е н н ы х .  Пусть в области D c хОу за­
дана функция z=f(x,y). Через точку M(x,y)eD проведем перпендикуляр к плоскости 
хОу и отложим на нем величину отрезка z=f(x,y)~f(M) (рис. 3.3).

Определение 4. Множество точек P(x,yf(x,y))ef?, соответствующее всем точ­
кам M(x,y)eD, называется графиком функции z=f(x,y).

Отметим, что график функции z=f(x,y) в трехмерном пространстве Л3 опреде­
ляет, вообще говоря, некоторую поверхность. ! ;
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Например, графиком функции z=x2+y2 в R2 будет параболоид вращения (рис. 
3.4). Здесь D=R2.

Определение 5. Будем называть г-окрестностыо точки Мо(хо,уц) множество 
точек плоскости, лежащих внутри круга радиуса е  с центром в точке Af«. При этом 
граница данного круга не входит в ъ-окрестность точки Л/0, т. е. z-окрестность 
точки Мо есть открытая область (рис. 3.5).

' 11
У '

О

Рис. 3.5

х

Определение 6. Число А называется пределом функции f(x,y) при 
М(х,у) -зМо(хо,Уо), если для любого е>0 существует такое 8=8(е)>0 , что как только

расстояние |м м 0| < 8, то выполняется неравенство |/(х , у) -А\<е.  При этом пишут

lim f ( x , y )  = lim f ( x , y )  = A. (3.1)
*—>дг0 Л/—
У-+У0

Другими словами, число А есть предел функции f(x,y) при М(х,у) ->Мо(хо,Уо), 
если для любых М(х,у), достаточно близких к точке М0(х0,уо), соответствующие зна­
чения f(x,y) сколь угодно мало отличаются от числа А.

Пусть функция z=f(x,y) определена в области D. Дадим аргументу х прира­
щение Дх, а аргументу у  приращение Ау так, чтобы точка М\(х+Ах, у+Ау) eD. Тогда 
функция z получит некоторое приращение Az-f(x+Ax, y+Ay)-f(x,y), которое называ­
ется полным приращением функции двух переменных. * . л  . -

Определение 7. Функция z~f(x,y) называется непрерывной в точке 
Mfj(xo,ya)eD, если бесконечно малым приращениям артуменгов Дх и Ау соответству­
ет бесконечно малое приращение функции, т. е. , .
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lim Az = 0 «  lim |/(x 0+Ax,yo + Aj’) - / ( i (),yo)]=0<»' ; : ^
Д х-»0  Д х-»0
Ду—>0 Ду—>0

<=> lim Д х 0 +Ах,у0 + Ау) = f ( x 0,y0) г  f ( M 0). (3.2)
... .. . • М-*М 0.;. ' ' ' -

Из равенства (3.2) следует, что предел непрерывной функции равен значению 
функции в предельной точке или, другими словами, для непрерывной функции опе­
рации вычисления функции и предела можно менять местами.

Определение 8. Функция z=f(x,y), непрерывная вкаждой точке M(x.y)eD, на­
зывается непрерывной в области D.

Замечание. Отметим, что функция двух переменных z=f(x,y) может иметь как 
изолированные точки разрыва, так и целые линии точек разрыва.

Так функция z  = имеет бесконечный разрыв лишь в одной точке
. X +У , ...

0(0,0), в то время как для функции z = —̂ —г  точками бесконечного разрыва яв-
. . X - у  ■ У ... ■ -V ■

ляются ЛИНИИ у=ХИу=ЧX. • , *

3.2. Частные производные функции нескольких переменных

В области DeR2 рассмотрим функцию двух переменных z=f(x,y). Перемен­
ную у  временно зафиксируем и будем считать ее постоянной, а переменной х  дадим 
приращение Ах, тогда функция z=f(x,y) получит частное приращение от z по пере­
менной х, которое обозначим .

bxz~f(x+Ax, y)-f(x, y),y=y0=const. '

Определение 1. Если существует предел отношения частного приращения Ар 
к приращению аргумента Ах, когда Ах произвольно стремится к нулю, то он 
называется частной производной по переменной х от функции z=f(x,y) и 
обозначается

х дх дх ’У Дх
(3 .3 )

.. f ( x  + Ax ,y ) - f (x , y )= lim —--------- ■ J - , у  = у0 -  const.VAx-+o Ах

Совершенно аналогично определяется частная производная от функции 
z-f(x,y) по переменной у

Ayz  _
j  s b u m & ć f y (X. y ) -  Hm Ау ду ду у УАу-*о А у ,

= lim Л Ь 1 1 М - Л Ы 1 )Х = Х0 = М
VĄy-»0 Ау

(3.4)
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Пример. Найти частные производные по обеим переменным от функции 

z = 2 + x3y 5 + 7 sin ж + ln у.

Из (3.3), (3.4) фиксируя поочередно соответствующие переменные, получим:

; Теоретическое упражнение. Выяснить самостоятельно геометрический 
смысл частных производных для функции двух переменных в R3. Показать, что ча­

стная производная Л '(хо > Уо ) С/у (хо • У а )) " есть угловой коэффициент касательной к 

линии пересечения поверхности z=f(x,y) и плоскости у=уй (x=xrf в точке 
Ро(хо,Уо/(хо,Уо))- Изобразить чертеж. .

Определение 2. Частной производной функции нескольких переменных 
u=f(xi,X2,...xJ  по одной из этих переменных называется предел отношения соот­
ветствующего частного приращения функции к приращению рассматриваемой не­
зависимой переменной при произвольном стремлении последнего к нулю, если этот 
предел существует. ■

;• . Таким: образом, частная производная является обыкновенной производной 
функции одной переменной при фиксированных значениях остальных переменных. 
Она характеризует скорость изменения функции u—f(x \,Хъ ...,х„) по данной коорди­
нате при фиксированных значениях остальных координат. При нахождении част­
ных производных пользуются обычными правилами дифференцирования функции 
одной переменной.

Частные производные находят многочисленные и разнообразные приложения 
в экономике (см. [10-14]). Укажем одно из них, вводя следующее важное понятие.

Частной эластичностью функции нескольких переменных u=f(x\,xi,...,xn) 
называется велич:

Нетрудно убедиться, что для производственной функции Кобба-Дугласа 
и=АхауР частные эластичности Е/и)=а, Е/и)=Р, где числа а и р  приближенно пока­
зывают, на сколько процентов изменится выпуск продукции и при изменении только 
затрат труда х  или только объема производственных фондов (капитала) у  на 1%.

-^- = 0 + у 53х2 + 7cosx+0 = 3x2y5 + 7cosx,

fy У У

60



3.3. Дифференцируемость и полны й диф ференциал функции нескольких
переменных

Определение 1. Функция z=f(x,y) называется дифференцируемой в точке 
М0(хо,уо), если ее полное приращение в этой точке можно представить в виде

М Л /0) = Д х 0 + у0 + Ду) -  / ( х 0,у0) = (35)
= А-Дх + В-Ау + а.\ (Дх, Ду)Дх + а 2(Дх,Ду)Лу,

где А и В не зависят от Ах и Ду, а а,(Ах,Ау), (=1,2, - бесконечно малые функции при 
Дх-Л и Ау-*0. . .

Замечание 1. Представление (3.5) иногда записывают в другой равносиль­
ной форме

Az(M0) = А • Ах + В ■ Ау + в(Др), (3.5')

где Др = д/(Дх)2 + (Ду)2 и е(Др)= о(Др), т. e . l i m  е(Др)/Др= 0 .
Др-»0 ..

Теорема 1. Если функция z~f(x,y) дифференцируема в-точке М Д 0.У0). то она 
непрерывна в злой точке. .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция z=f(x,y) дифференцируема в точке 
М</хо,уо), то из формулы (3.5) следует, что выполняется условие (3.2)

lim Az(M0) = 0,
Дх->0 . . . .
Ду->0

а это означает, что функция z-f(x,y) непрерывна в точке Мф^уо).
Теорема 2. (необходимое условие дифференцируемости). Если функция 

z=f(x,y) дифференцируема в ■ точке ~Мо(хо,уо), то в этой точке существуют частные 
производные по обеим переменным, причем f x(M0) = A, fy(M0) = В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим в равенстве (3.5) Ду=0, разделим его обе час­
ти на Дх и перейдем к пределу при Ах-М, учитывая при этом, что ai(Ax,0) - беско­
нечно малая функция при Дх-#0. Получим

д а , ) ,  lim Шп - , ) - / ( » , л )  ,  .
02 Дх—»0 Дх Дх-»0 Дх . . . .

= lim [Л + а,(Дх,0)]= .4+ 0 = Л.

Аналогично показывается, что fy(M0) = B. . , ,,

Замечание 2. Отметим, что необходимое условие дифференцируемости функ­
ции нескольких переменных не является достаточным, т. е. из непрерывности 
функции нескольких переменных в точке Мфа,уо), а также из существования ее ча-
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стных производных в этой точке еще не следует дифференцируемости функции в 
точке М0(х0,у0). , ,

Нетрудно убедиться [9, с.46], что функция f {x,y)  = yj\xy\ непрерывна в точке 

0(0,0), имеет частные производные в этой точке и тем не менее не является диффе­
ренцируемой в ней. .

Теорема 3. (достаточное условие дифференцируемости). Если функция 
z=f(x.y) в некоторой окрестности точки Мо(х0,у0), включая саму точку Л/0, имеет не­
прерывные частные производные, то она дифференцируема в этой точке.

Доказательство. Дадим переменным х  и у  такие приращения Ат и А у, чтобы 
точка Mafo+ćoc.yo+Ay), не выходила за пределы указанной окрестности точки Мо(ха.уо). 
Запишем полное приращение функции Дг(М0) = / ( х 0 + Дх,у0 + А у )- /(х 0,>’0) в виде 

Az(M0) = [ /(х 0 + Ar, у0 + Ау) -  f ( x 0, _у0 + Д у)]+ |/(х0,у0 + А у )- /(х 0,у0)]. (3.6)

Каждое из выражений в квадратных скобках представляет приращение функ­
ции по одной из переменных. Поэтому, применяя к ним теорему Лагранжа о конеч­
ных приращениях, получим ■ ■

Аг(А/0) = / ; ( х 0 + 6i Дх,у0 + Ду) - Дх+ / ^  (х0,у0 + в 2Ду)-Ду,

О < е, < 1, г = 1,2. ' " ( ■

Так как по предположению частные производные f x(x,y), f'y{x,y) непрерыв­

ны в точке М0(хьУо), то:
Нш / ; (х0 + 9iAx, уа + Ау) = f'x (х0, у0).Дх-»0 . . .  , . ■ ;: 11 :

• Ду->0

. ... l im /;(x 0,y0 + е 2Ду) = / ; ( х 0,у0) .А Д»-»0 '  '
Ду-»о

Отсюда из свойств пределов непрерывных функций будем иметь:
/ ; ( х 0 + 0,Дх,уо + Ду) = f x(x0,y0) + cti(Ax,Ay),

/у (хО .Л + 02А);) = /у (хО>Л) + а 2(Дх»А>'),

где а^Дх.Ду) и а 2(Дх,Ду) - бесконечно малые функции при Д х-»0, Ду -» 0 . То­
гда равенство (3.7) примет вид

Н Щ ) = Л(Хо>Уо) ■&c+fy(x0,y0)-Ay+а , (Дх, Ду) - Дх:+ сс, (Дх, Ду) ■ Ду, (3.8)

a это в силу (3.5) означает, что функция z=f(x,y) дифференцируема в точке Мо(*о.Уо)- 
Теорема доказана.

Аналогично определяется дифференцируемость функции трех и более пере­
менных. ‘
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Определение 2. Главная линейная часть полного приращения дифференци­
руемой функции z=f(x,y) в точке М(х, у) называется ее полным дифференциалом в 
этой точке и обозначается

dz s  df(x,y)  = f x(x,y)Ax+/у(х,у)Ау в ¥ ( x ’y ) i x  i df(x’y) 
дх dy

Ау. (3.9)

Равенство (3.9) есть следствие представления (3.8). Также как и для функции 
одной переменной легко доказать, что дифференциалы независимых переменных 
совпадают с их приращениями. Пусть z -х ,  тогда из (3.9) следует, что 
dx= 1 -Ax+0 Ay=Ax, т. е. dx=Ax. Аналогично показывается, что dy=Ay. Учитывая это, 
формула (3.9) запишется в виде

, dz . dz .dz = — dx + —  dy .
. dx dy

(3.10)

Отметим, что для функции большего числа переменных ее дифференциал 
определяется и вычисляется аналогично, т. е. если и -  / ( х 1,х2,—,хп) , то

du du ,= - — dx, +
дх

du
дх-,

dx + ... 4- du
дх„

dx. (3.11)

П р и м е н е н и е  п о л н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л а  в п р и б л и ж е н н ы х  
в ы ч и с л е н и я х .  Так как первый дифференциал функции z=f(x,y) есть главная 
линейная часть ее полного приращения, то отбрасывая в выражении (3.8) два по­
следних слагаемых (бесконечно малую функцию при Ах-*0 и Ду-#0), мы вместо 
точного получим приближенное равенство

Дг(М0) w dz(M0) . (3.12)

Заменим Дг(Л/0) и dz(M0) их развернутыми выражениями, тогда соотноше­
ние (3.12) примет вид

f ( x 0+Ax,y0+ A y ) - f ( x oiy0) * f t ( x 0,y0)Ax+fy(x0,y0)Ay

ИЛИ .

Д х 0 +Ах,у0 + Ду) »  Д х 0,у0) + Л'(х0,у0)Дх + fy(x0,y0)Ay . (3.13)

Формула (3.13) широко применяется в приближенных вычислениях и при 
малых Дх и Ду дает удовлетворительную точность. Оценку погрешности, допускае­
мую при этом, приводить не будем.

Пример. Вычислить приближенно ^/(4,02)2 +(2,97)2 . Рассмотрим функцию 

Д х , у) = \[х? + у 2 . Найдем ее частные производные: ■
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f ' {x ,y)  = - ~ = = - 2 x  = - r ~ j  - fy(x,y) = - y
2-Jx2 \ y 2 -Jx2 +y & +У

Учитывая, что / (х+Ах,у+Ау)  = т](х+Ах)2 + (y +  Ау)2 формула (3.13) при­
мет вид

^(х0 + Д*)2 + (Уо + АУ)2 » л/4 + Уо + -< 2*° г' А*+ Г г ~  г Лу- (ЗЛЗ)
\ хо +Уо у хо + Уо .

В вашем случае х0 =4, Ах = 0,02, у0 = 3, Ду = -0,03. По формуле (3.13у) по­

лучим

д/(4,02)2 +(2,97)2 «  5 + 1  • 0,02 - 1  • 0,03 = 5 + 0,016 -  0,018 = 4,998.

Более точное значение этого корня равно 4,99813.

3.4. Частные производные и полный дифференциал сложной функции 
нескольких переменных

Пусть ■ - , * -

z  = F (m,v) , (3.14)

где ■■ •

и = ф , у ) ,  v = y(x,y). (3.15)

Здесь х я у  - независимые переменные, а и и .у - промежуточные аргумента.
. 8z dz •

Требуется найти частные производные —  и — .

Относительно функций F, ф и ц/ будем предполагать, что они непрерывны вме­
сте со своими частными производными в соответствующих областях определения.

Если выражения и и v из (3.15) подставить в (3.14), то после преобразований 
мы получим некоторую функцию переменных х  и у, от которой можно найти част­
ные производные. Однако, такой путь часто приводит к громоздким вычислениям, 
поэтому мы будем находить частные производные пользуясь лишь равенствами 
(3.14) и (3.15). Для этого аргументу х дадим приращение Дх, тогда функции и и г  
получат частные приращения Дхи и Arv, а функция z -  полное приращение Дг, кото­
рое в соответствии с равенством (3.8) запишется в виде

+ + (3.16)

где оц и а 2-  бесконечно малые функции относительно приращений Д,ы-э0 и А,у-*0 
при Дх-эО. Из (3.16) следует, что
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Переходя в этом равенстве к пределу при Дх-*0, получим
8z _ dF ди dF dv
дх ди дх dv дх • , •

Совершенно аналогично доказывается, что '
& _ SF ди ^d F  dv 
ду ди ду dv ду

(3.17)

(3.18)

Для случая большего числа переменных формулы (3.17), (3.18) обобщаются 
естественным образом.

Рассмотрим один частный случай. Пусть и—х, v=\\)(x), т.е. z является функ­

цией одной переменной х и можно находить ее обычную производную — . Эта
; ebc

производная находится по формуле (3.17), которая с учетом того, что —  = 1 примет
дх

вид
dz _ d z   ̂ dz dv 
dx дх dv dx

(3.19)

Эта формула называется формулой для вычисления полной производной —  в
■ ■■■■./■ “ dx

отличие от частной производной ^ .

Рассмотрим дифференцируемую функцию z=f(x,y). Ранее мы показали (см. 
формулу (3.10)), что полный дифференциал такой функции вычисляется по формуле

dz=%dz+%dy (З-20)дх ду

Теоретическое упражнение. Пусть равенствами (3.14), (3.15) задала слож­
ная функция. Убедиться самостоятельно, что подставляя значения ее частных 
производных (3.17), (3.18) в равенство (3.20) после преобразований получим

, d F ,  d F ,  dz = ——du + — dv. 
ди dv

(3.21)

Сравнивая между собой формулы (3.20) и (3.21), мы видим, что полный диф­
ференциал функции нескольких переменных обладает свойством инвариантности, 
т. е. свойством сохранения формы независимо от того являются аргументы незави­
симыми переменными или некоторыми функциями от них.



Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  н е я в н ы х  ф у н к ц и й . Пусть у  как функция 
отх определяется неявно уравнением

F(x,y)= 0, . (322)

где F(x,y) - непрерывно дифференцируемая функция, такая, что F'y(x,y) ф 0.
Найдем полный дифференциал от обеих частей равенства (3.22):

Отсюда

ty  _ v> ... Fx(x,y) p tfr . .w n (3.23)

Если z  как функция двух переменных х,у определяется неявно уравнением
F(x,y,z)-0, (3.24)

где F(x,y,z) - непрерывно дифференцируемая функция, причем F't (x ,y ,z)* 0 ,  то 
применяя правило (3.23) к уравнению (3.24) получим 

_ F ’(x,y,z) F '(x,y,z)
. ^  "  F'(x,y,z) ’ F 'Z(W ) ’ F A W )  (325)

3.5. Ч астны е производные и диф ференциалы  высших порядков

Пусть в области £) е  R2 задана достаточно гладкая, т. е. нужное число раз 
дифференцируемая функция z=f(x,y). Найдем ее частные производные:

1Г = / * ( * » % -fyO ^y) '-
дудх

Так как по предположению производные первого порядка являются некото­
рыми дифференцируемыми функциями двух переменных, то от них в свою очередь 
можно вычислять частные производные.

Определение 1. Частные производные от частных производных первого 
порядка называются частными производными второго порядка и обозначаются

д ( дгЛ _ дгг  _
ćfcl^дх) дх2

н
й г \  d2z  _
дх) дхду

± ( d z \_  d2z  __
ду)  дудх

д.( йг') d2z

Jyxfń (* ,y ) ,

ду\ду) ду2 = zw B fw (x>y)
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Из приведенных соотношений видно, что каждой частной производной пер­
вого порядка могут быть поставлены в соответствие Две частных производных вто­
рого порядка, т. е. для исходной функции z=f(x,y) их будет четыре. Частные произ­
водные z ’̂  и ZyX, отличающиеся порядком дифференцирования, называются сме­
шанными. ■.

Пример. Найти все частные производные второго порядка от функции 

z  = x3y 5 + 1пх+е3у.

Учитывая особенности частного дифференцирования, получим 

z ’ =3x2y s + - ,  z '= 5 x 3y* + 3e3y,
X *

= у ж = бху3 ^ = у ж =15х2/ ,

z"yx ~ УуУх = 15xŹy 4, х"уу =УуУу=20х?У3 +9е33’.

Частные производные третьего и более высоких порядков определяются ана­
логично.

Сравнивая между собой значения производных второго порядка, мы видим, 
что смешанные производные равны между собой. Это совпадение не случайно. 
Справедлива следующая теорема, которую мы приведем без доказательства.

Теорема. Бели функция z-f(x,y) дифференцируема нужное количество раз и 
ее смешанные производные непрерывны, то они равны между собой, т.е. результат 
дифференцирования не зависит от порядка дифференцирования.

' д2г d2z d3z : d3z ■ '■
Например: —— = — , —j — = - - - - - .  ..  ............

- ■ • ■ ćbеду дуох дхду дхдудх................. ............
Убедимся в выполнении последнего равенства на рассматриваемом примере:

д3г
дх2ду Ю , = 3 0 х /

д*г
9 дхдудг

3 е д = з о  ху*.

Перейдем теперь к понятию дифференциалов высших порядков. Пусть в 

области D e R 1 задана нужное число раз дифференцируемая функция z=f(x,y). 
Тогда ее полный дифференциал вычисляется по формуле

dz = ^-d x  + ~ d y ,  dx.= óx, dy = Ay. (3.26)
д х д у

Из равенства (3.26) видно, что дифференциал функции двух переменных сно­
ва является некоторой функцией двух переменных, от которой в свою очередь 
можно вычислять дифференциал.
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Определение 2. Дифференциал от дифференциала первого порядка называет­
ся дифференциалом второго порядка или вторым дифференциалом и обозначается

v d 2z = d(dz). (3.27)
Запишем равенство (3.27) более подробно

2 д(дг  dz д ( dz , dz V
...

л  л  ,
дх2 дудх .дхду ду

(3.28)

Будем считать, что смешанные производные непрерывны, а значит и равны 
между собой, поэтому выражение (3.28) примет вид

"2‘ " “ (3.29),2 дгг , 2 Л d2z , , d2z 2 d z = —тгФхг + 2 „ -dxdy +—^ d y . 
дх2 дхду ду2

Равенство (3.29) может быть записано в операторной форме
\2

d 2z = { ~ dx+— dy z. 
ду

(3.29/)

В общем случае дифференциал п-го порядка определяется как дифференциал 
от дифференциала (п-1) порядка:

d nz~ d (d n~ 'z ) = \ ^ d x + ^ d ^  z, V n e N .  /  (3.30)

З.б. Формула Тейлора для функции двух переменных

Пусть функция z=f(x,y) в некоторой окрестности точки М</хц.у<д имеет непре­
рывные частные производные до m-го порядка включительно. Выберем в этой окре­
стности точку М(хо+Аку6+Ду) и  соединим точки М0н М  отрезком прямой, парамет­
рические уравнения которого имеют вид:

х = х0+/-Дх,1

у = у0 + / -АуГ
0 5 Г 5 1 . (3.31)

В точках этого отрезка функция z=f(x,y) является функцией одной переменной t 
2 = /(* о  + гД*> Уо +/Ау) = F (t) . (3.32)

Так как функция z=f(x,y) в окрестности точки М0(хо,уо) непрерывно диффе­
ренцируема т раз, то функция F(t) имеет т непрерывных производных на отрезке 
[0,1] и ее можно разложить по формуле Маклорена* с остаточным членом в форме 
Лагранжа • ■■ .f, ■■■ -

• К. Маклор4н (1698-1746) -  шотландский математик.
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F m - f v >) -  r (0)1+ ł  + ...*

+ £ ^ , " - Ч ^ Л  0 < e < i .
(m -1)! w!

(3.33)

Отсюда при /=7 получим

т : т , т ^ +т +...+! ^ Ш ^ ,  » < в<1. ,3.34,

Теоретическое упражнение. Доказать самостоятельно, что производные 

F(k)(0) выражаются через частные производные функции f(x,y) в точке М^х^уо) 
следующим образом

F (‘>(0) = ̂ A x  + ̂ A y j  A M 0) ^ d kf(M 0), k ^ U n .  (3.35)

Тогда с учетом (3.35) равенство (3.34) запишется в виде
1 ,  i ,

ДДМо) = df(Mo) + —d 2f(M 0) +—d 3f(M 0) + ...+'

+ 7 - Ц - ^ и- 1/(Л /0) + ~ d mf ( x 0 + Q&x,y0 + еДу), 0 < 0 < 1. 
(от -1)! /л!

(3.36)

Формула (3.36) называется формулой Тейлора* для функцииz=f(x,y) в диффе­
ренциальной форме. . .

3.7. Скалярное поле. Поверхности уровня

Пусть в некоторой области D  е  R3 задана функция '
u=n(x,y,z). (3.37)

Тем самым с помощью равенства (3.37) в области D задано скалярное поле. 
Рассмотрим множество точек области D, в которых функция (3.37) принимает оди­
наковые значения

u(x,y,z)=C, C -const. (3.38)

При конкретных значениях постоянной С уравнение (3.38) в трехмерном 
пространстве определяет, вообще говоря, некоторую поверхность, которая называ­
ется поверхностью уровня скалярного поля (3.37).

Рассмотрим более подробно случай функции двух переменных, для которого 
соответствующие равенства (3.37), (3.38) запишутся в виде

z=u(x.y). ... (3.37')
и(х,у)=С, C-const. (3.38')

* Б. Тейлор (1685-1731)-(ш&тйаат математик. ' * '
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Уравнение (3.37;) в трехмерном пространстве определяет, вообще говоря, не­
которую поверхность, а уравнение (З.З^) на плоскости хОу - некоторую линию, ко­
торая называется линией уровня функции (3.37/). Линия уровня может быть получе­
на при пересечении поверхности z=u(x,y) плоскостью z=C. Меняя значения С, мы 
будем получать новые секущие плоскости, которые будут, вообще говоря, рассе­
кать эту поверхность по новым линиям уровня. Обычно берут арифметическую 
прогрессию чисел С*, где h~C),+rCh. Тогда по взаимному расположению линий 
уровня можно представить форму поверхности, соответствующей функции 
z=u(x,y). Причем, там, где функция изменяется быстро (крутая поверхность), ли­
нии уровня сгущаются, а там, где функция изменяется медленно (пологая поверх­
ность), линии уровня располагаются реже (рис. 3.6).

Линии уровня широко используются при составлении топографических и ме­
теорологических карт. .

3.8. Производная по направлению

Пусть в некоторой области D e R 3 задана дифференцируемая, функция 

и-и(х,у,z).Известен также вектор направления Ś , т. е. даны направляющие косину­
сы этого вектора .

. . ■ . £ ■ ' .
S0 = ргг = (cosa.cosp.cosy), (3.39)
1 Г  ’

cos2 a + cos213 + cos2 у = 1. ;

На векторе S  на расстоянии As от его начала М(х,у,г) рассмотрим точку 

Mi(x+Ax,y+Ay,z+Az), тогда Дs = л/(Дх)2 + (Ду)2 + (Az)2 .
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Определение. Если существует предел отношения Ди/As при As-»0, то он на­
зывается производной функции u=u(x,y,z) в точке M(x,y,z) по направлению вектора 
§ и обозначается

ди ,. ди—  = lu n --- .ds As—>о ds
Теоретическое упражнение. Доказать самостоятельно, что производная 

функции u=u(x,y,z) по направлению вектора S  вычисляется по формуле

(3.40)
ди ди ди п ди
---- = ----- COSO. +  COS В 4  — -COSY.
ds дх ду дг

Из формулы (3.40) видно, что, зная частные производные функции u=u(x,y,z) 
легко найти производную этой функции по любому направлению § .  Сами частные 
производные являются частным случаем производной по направлению любой из 

координатных осей. Например, если в качестве направления Ś  взять положитель-
ТС 71ное направление оси Ох, то а=0, р = —, у = - ,  a формула (3.40) примет вид

ди ди . ди % ди п ди—  = — cos0 + — cos—+ — cos—= — .
. ds дх ду 2 dz 2 дх “

Отметим, что производная — показывает скорость изменения функции
дз . . . .  *•

*• Su ’u=u(x,y,z) в направлении вектора S .  Так, например, если —  (Л/0) < 0 ,  то в направ-
■ ' ■ ' ••• . ds ' • -

Ленин вектора Ś , при прохождении через точку М0 функция и=и(х,у,г) убывает.

3.9, Градиент и его свойства

Пусть в некоторой области D e R 3 задана дифференцируемая функция u=u(x,y,z). 
Определение. Вектор, координатами которого являются частные производ­

ные по соответствующим переменным, называется градиентом функции u=u(x,y,z) 
в точке M(x,y,z) и обозначается . '''

gradu = д и - ди-. д и г  — 1+— ;+ — к 
дх ду дх

(3.41)

Связь между производной по направлению и градиентом функции устанав­
ливает

Теорема. Производная функции u=u(x,y,z) в точке М(х,у^с)по направлению 
вектора S  равна проекции вектора gradu на направление дифференцирования § ,  т.е.

—  = пр=gradu (3.42) i
ds '
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем в направлении вектора Ś  единичный вектор 

Ś0 (рис. 3.7).

Учитывая, чгго координаты вектора £„ известны и заданы равенством (3.39), 
рассмотрим скалярное произведение

(gradu-Śn)= ( — i + —  /+  — fc]'(cosaf + cosp7 + cosy£)=
! ■ ду д г )

ди ди „ ди ди
=  — c o s a + — cosBh— cos у = — . 

дх ду dz ds

Учитывая, что |s0| = 1, это равносильно

—  = (gradu • 50) = \gradu | • |£0| costp = \gradu\ • coscp = np^gradu, (3.43)

что и требовалось доказать. , • . . . ■
С в о й с т в а  г р а д и е н т а :

1. Производная —  принимает наибольшее значение, если направление век­
. ds

тора S' совпадает с направлением вектора gradu, при этом

< Очевидно, что в противоположном направлении вектора S —gradu произ­

водная ^  принимает минимальное значение, равное (-\graduf), Поэтому направ­

ление, задаваемое вектором gradu, называется направлением наискорейшего подъе­
ма, а направление (-gradu) - направлением наискорейшего спуска функции 
u~u(x,y,z). .

2. Производная ^  в направлении вектора S ,  перпендикулярного вектору 

gradu, равна нулю.
В справедливости этих свойств легко убедиться из формулы (3.43) при ср = О

- X "
Ий> =  — .

2
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3. Вектор gradu(Mo) направлен перпендикулярно поверхности уровня, прохо­
дящей через точку М0. ’

Доказательство этого утверждения проведем для двумерного случая (рис.3.8).

Пусть функция и~и(х,у) и u(x,y)=C=const ее линия уровня. Тогда из равенства 
и(х,у)=С следует, что

du(x,y) = 0ou'x(x,y)dx+Uy(x,y)dy = 0.
Откуда

d y _ ,  -  и'Лх>У) 
dx т * и'у(х,у) ’ к̂ас У (м 0) < Ш й)

иу(М0)'

. , Далее • 1

. gradu(M0) = и'х(М0)7 + и' (М0)]  => к ^  ■
Ux(M0)

Очевидно, что • кЯКш = -1 , следовательно, вектор gradu(M^ перпендику­

лярен касательной к линии уровня в точке Mq. .

ЗЛО. Касательная плоскость и нормаль к поверхности

Пусть а  -  поверхность, определяемая дифференцируемой функцией z-f(x,y).
Определение 1. Касательной плоскостью к поверхности а  в точке М0 е а  

называется плоскость, содержащая в себе все касательные к кривым, проведенным 
на этой поверхности через точку М0. .

Поверхность z=f(x,y) является поверхностью уровня и=0 для функции u=z- 
f(x,y). Так как вектор gradu(M^ перпендикулярен к поверхности уровня и-0, то он 
будет перпендикулярен и к искомой касательной плоскости (рис. 3.9).
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Известно, что уравнение плоскости, проходящей через точку Mo(xo,yo,z<J пер­

пендикулярно вектору Я = (И, В, С ), имеет вид 5­
' ■ ■' ' _ ..... . . _ : i ■

; : л(х  -  х0) + 3 (у  -  у0У+ C(z -  z0) = 0.

В нашем случае z0= f (хо,уо) и в соответствии с (3.41)

(3.44)

Я = gradu(M0) = ди(М0) ди(М0) ди(М0) 
_ дх ’ ду ’ oz

9/(х0,У0) 8/(х0,у0) ;Л
ас ’ ’

Поэтому в соответствии с (3.44) уравнение касательной плоскости к поверх­
ности в точке Л/о(хо.>’о.2о=/ (хьУо)) имеет вид , . .

- дП- ^ Уо\ х - х 0) - 8 /^ -Уо)( у - у о )+ Н г -х 0) = 0. (3.45)

Определение 2. Нормалью .к поверхности а  в точке М0 называется прямая, 
перпендикулярная к касательной плоскоста и проходящая через точку

В качестве направляющего вектора нормали может бьггь взят вектор 
Я = gradu(Ma) , поэтому канонические уравнения искомой нормали запишутся в виде

х - х 0 , У-Уо _ x-Z q 
- :/х(хо>Уо) ~ /у (хо>Уо) 1 • '

(3.46)

3.11. Локальные экстремумы функции нескольких переменных

Пусть функция z=f(x,y) определена в некоторой области й = gradu(M0). 
Определение. Точка Ma(xc,yo-)sD называется точкой локального максимума 

(минимума) . функции• -л!'гщ х(у) -'“•'•''•'tivV:-’q6na^;-?r . 'A '' если неравенство
f(^o)=f(xo-yo)>J(x.y)mf(M) (f(Mo)sf(xo.yn)<f(x,y) -f(M)) ■ выполняется для всех точек 
М(х,у) принадлежащих некоторой окрестности точки Мр (рис. 3.10). *

-М,у) z=M.y) .

Рис. 3.10
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Точки локального максимума (минимума) называются точками локального 
экстремума функции z=f(x,y). ,

Теорема 1. (Необходимые условия существования локального экстремума) 
Если функция z=f(x,y) имеет в точке М0(х0„уо) sD  мкальный экстремум, то ее ча­
стные производные первого порядка в этой точке либо равны нулю, либо не суще­
ствуют.

Доказательство проведем, предполагая дифференцируемость функции 
z=f(x,y) в области D. ' /

Пусть известно, что Мо(хо,уо) -  точка локального экстремума для z-f(x,y). По­
ложим у=уо и рассмотрим функции z=f(x,y?). Так как эта функция при х=х0 имеет 
экстремум, то из необходимого условия существования экстремума для дифферен­
цируемой функции одной переменной следует, что

dz _ d f(x,y0)
dx dx

¥ (х ,у )= 0 <=>
x = x0 8x

_ S f(x ,y )
x — xq 8x 
У = Уо

= 0. (3.47)
M 0

Совершенно аналогично доказывается, что если зафиксировать х-хо  и рас­
смотреть функцию z=f(xo,y), то . .

¥ (х ,у )
ду

_ Щ х,у)  
х = *о ”  ~ду 
У = Уо .

М,
=  0. (3.48)

о

Теорема доказана. . . . .
Необходимые условия существования локального экстремума дифференци­

руемой функции (3.47), (3.48) равносильны следующим:

gradf(Ma) = Ó*>df(Mo)=0. (3.49)

Теорема 1 естественным образом обобщается на случай функции любого ко­
нечного числа переменных. Справедлива . .

Теорема 2. Если дифференцируемая функция U—f(x\,X2, ■■■гХц) имеет в п- 

мерной точке локальный экстремум, то все ее частные производные
первого порядка в этой точке равны нулю, т. е.

1# =0, / = 1,2,..л. (3.50)
м 0

Условия (3.50) также могут быть записаны в более компахгаом виде (3.49).
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Замечание. Отметим, что также как и для функции одной переменной, необ­
ходимые условия существования локального экстремума функции двух и более пе­
ременных не являются достаточными. , ,

Точки, в которых все частные производные первого порядка обращаются в 
нуль, называются критическими ши стационарными точками дифференцируемой 
функции нескольких переменных. В общем случае система (3.50) состоит из п 
уравнений с л переменными. Решая ее, найдем координаты критических точек, т. 
е. точек, подозрительных на локальный экстремум.

Теорема 3. (Достаточные условия существования локального экстремума 
функции двух переменных). Пусть дважды непрерывно дифференцируемая функция 

z=f(x,y) области D е  R2 содержит критическую точку A/ofrb Уо-), т.е.

д/(х,у)
дх М,

= 0, д Я х ,у )
ду М,

=  0.
о

' Вычислим вторые частные производные в  критической точке:

:  _ д 2/ ( Х,у)Ап -
дхг Мп

/  д2Я х ,у )Лп -
дхду Мп Аа  -

d2f(x ,y )
ду1 Мл

(1)

Тогда, если:.. . . . .

1). A s A llA22 - A 22 >0, то существует локальный экстремум функции 

z~f(x.y) в точке М0(хо,у0,), при этом: /  - •

. а). Если А п > 0 <=> d 2f ( M 0) > 0, то М ф ^уо-)-т очка локального минимума
ДЛЯ функции Z~f(x,y).K • : - '

. б). Если Ап <0 о  d 2 f ( M 0)< 0, то Mofro, у  о.)-точка локального максимума
ДЛЯ функции Z=f(x,у). ■ ' ’ ■ '

4' ’ 2)1 Д * АнА22 -  А 22 < 0, то в точке Мо(хо, у  о) локального экстремума у  функ­

ции z=f(x,у) нет. , ; -I-

3). Аи < 0 о  d 2f ( M о) < 0 . В данном случае локальный экстремум у  функ­

ции z=f(x,y) в точке М0(хо,Уо-) может быть, а может и не быть. Для выяснения 
этого нужно проводить дополнительные исследования.

Д о к а з а т е л ь с т в о . При т=2 формула Тейлора (3.36), с учетом условия (1), 
(<#?Мо)=0), примет вид

Г  Я х,у) -  Я Щ ) = ¥ Шо ) = =

= 1 [ л |/,(Дх)2+ 4 /2Д хД у+^2(Ду)2]
(2)



где Mx(xg+%Ax, уо+вДу), О<0 <1,

V  - ^ 1
А п ~ ^ г м,

V , 3 V  
1 fo ty М,

А' л 22
ду2 М,

В силу непрерывности вторых частных производных в точке Mo(xq. уо) следу­
ет, что

lim Ац = Ап , lim Ą 2 = Аи , lim А^  = А п ,
Л х -,0  Д г-*0  Дх->0
Ду->0 4у-»0 Ду—>0

откуда . . . . . - ■ ' ■ ; ' '■ .. > •' ' • ’ ’ ' "

^■ 1 1  =  -^11 + а 1» A \ l  = -^12 + ® 2 » -^22  =  -^22  + а 3 >

где а,-, (=1,2,3 -  бесконечно малые функции относительно Др = ^(Ах)2 +(Ау)2 . 
Учитывая это равенство (2) можсг быть записано в виде [4, т.2] .

. . f ( x , y ) - f ( x 0,y0) = +2Л 12/ + Л*2]+а(Д р)2, (3)

где Т=Дх/Ду, а  - бесконечно малая функция относительно Др. ,
При достаточно малых Др знак правой части формулы (3) определяется зна­

ком квадратного трехчлена, находящегося в квадратной скобке. Известно, что при

Лп>0 и Am AnA22- A l 2>0  этот трехчлен будет положительным, при Лц<0.и 

А&АпА 22- А 22 >0 -  отрицательным, а при А = AnA22 -  Aj2 <0 -  он меняет знак. 

Следовательно, в случае la) / ( х , у ) - / ( х 0,у0) > О о / ( х 0,у0) < / ( х ,у ) .  Значит, 
Мфо, уо).- точка локального минимума для функции z=f(x,y). Аналогично, в случае 
16) Мо(to, Уо) -  точка локального максимума для функции z=f(x,y). Так как при Д<0 

разносить./(х, у) -  / ( х 0,у0) меняет знак, то в случае 2 в точке Мд(хд, уд) локально­
го экстремума у функции z=f(x,y) нет. Теорема доказана.

Другие способы доказательства этой теоремы приведены [2,9,16 (т. 1), 19]. 
Пример. Исследовать на локальный экстремум функцию г^х}+у*-2ху. 
Составим систему (3.50) для нахождения критических точек данной функции

. f z i  S Зх.2 -  Ъу = 0, , . , ■ V ' ...л, . ■Л. , ,■

[z'y = З у 2 -  Зх = 0. . ^ •

Решая эту систему, найдем, что такие точки М/(1,1) и M^O.O). Далее вычис­
лим вторые частные производные: ......

z’„ -  бх, г’ф = -3, z ’„= 6x. ...
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Затем найдем ■ ,  •

-А=.(АцАа -А?2)\а = 36 -  9 = 27 > 0; А п | ,> = 6 > 0, Л-

значит Л/;(1,1) - точка локального минимума рассматриваемой функции. 
Zmin=z(Mi)= - l  - Проверим теперь точку М2 (0,0). \  -

Д ) |  = 3 0 -9  = -9 < 0 , значит в точке Л/2 (0,0) локального
'Л*2 . Л : . . '  . -

экстремума у. функции нет.

3.12. Наибольшее и наименьшее значения функции в замкнутой области 
(глобальные экстремумы) ; ,

Пусть функция z=f(x,y) определена и непрерывна в замкнутой ограниченной 
области D = D\JL,  где L граница области D, и дифференцируема во всех ее внут­

ренних точках. Тогда, в силу теоремы Всйсршрасса, существуют точки М х е Б ,  

М2 е О , в которых функция z=f(x,y) принимает наибольшее и наименьшее значе­
ния (глобальные экстремумы)’. . V  ' '  - ■■■ ;■; ' i .

M  = f ( M x) = ̂ max. ■f(x,y) т = / ( М 2)= ^ п й п _ ./(х ,у ) ._  , г

Точки Мг{х2,у{) нужно искать среди критических точек функции
z - j[x,y) внутри i области D или среди точек, принадлежащих ее границе L. Затем, 
сравнивая значения функции z=J(x,y) в этих точках выберем среди них наибольшее 
и наименьшее. ' . ■■ . .. . ;■ ■■ ■ ■ ■ ... ..

3.13. Локальный условный экстремум функции нескольких переменных

Находя локальные экстремумы функции z-J(x,y), мы не налагали никаких ус-’ 
ловий.на независимые переменные. Такие экстремумы называются безусловными!

Пусть теперь функция z=flx,y):определена в некоторой области D плоскости 
хОу, содержащей линию L, заданную уравнением ;г. ' ' ^

... '* ' Мх,у)=0, ’ v (3.51)

которое называется уравнением саязн.Будем рассматривать значения функции 
г=Дх,у), которая часто называется целевом функцией, не во всей области D, а лишь 
для точек, расположенных на линии L. :’ !■[■'!'■!'■ ? ^ - ..

Определение. Точка Л>(хо,уо) называется точкой локального условного мак­
симума (минимума), чат. неравенство АРо)3Яхо,УоУ>Ях,У) (Я^оМ ^УоКЛ^у)) вы- 

■ полняется, вообще говорящ ие для всех .точек некоторой окрестности точки Pq, а 
лишь для точек, принадлежащих линии Z (рис.З Л 1). ' ^  ;
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Выясним теперь, как находить координаты точек, подозрительных на услов­
ный экстремум. .. . .  .. , •

1) . Пусть уравнение связи (3-51) разрешимо относительно одной из перемен­
ных х или у, например, <р(х,у)=0 -о  y=g(x). С учетом этого выражение 
z=A x.&))-f\(x), т. е. мы придем к известной задаче отыскания экстремума функции 
одной переменной. : ' ' - •

2) . Если уравнение связи (3.51) неразрешимо относительно х  или у, то будем 
считать; что оно' неявно определяет у  как функцию от х. Предположим, что функ­
ции (({х,у)-й и z=fix,y) дифференцируемы в рассматриваемых областях.

Найдем производную от функции z=fix,y), учишвая, что в силу (3.51) у  есть 
функция от х. Применяя формулу (3.19) для вычисления полной производной, получим

, Ś =Z*+2^ -  (Ъ52)

Производную у*\ определим из равенства (3.51) по формуле (3.23) как про­

изводную неявно заданной функции . Учитывая это, равенство (3.52) примет вид

± = Г + Г ( Ж )
*  л  я>д;

(3.53)

>.'Дпя дифференцируемой функции в точке экстремума производная равна нулю

(3.54)

’ " Присоединяя сюда уравнение связи (3.51), получим систему двух уравнений 
с двумя неизвестными - •

(  , ^ 
Ч>:

/ * - / ;  .

ę(x,y) = 0.

= 0,
(3.55)
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Запишем первое из уравнений системы (3.55) в виде пропорции
' ■ г  ■ f  :• ■ ?'

: - - - ' ~ —-  = —  = -X, X = const.
- . ■; Ч>Х Ь  ■ ",
Учитывая это, система (3.55) запишется в виде

[Л(х.> ')+Яф ',(^у) = 0,
• f y(x,y) + W , (x , y )~ 0 ,  (3.56)

<р(х,у) = 0. . ..

Решая эту систему, найдем число X и координаты точек (х,у), подозрительных 
на условный экстремум; Система (3.56) представляет собой необходимые условия 
существования условного экстремума.

Введем вспомогательную функцию ' "  "
F(x.y.X) =f(x,y) + Xq(x,y), ' ’ (3.57)

которая; называется функцией Лагранжа для z=fijc,y) при наличии уравнения связи 
ф(х,у)=0, где X- неопределенный пока числовой множитель Лагранжа.

Нетрудно заметать, что левые части уравнений системы (3,56) есть частные 
производные по х,у,Х от фушоцш Лагранжа, Р(х,у,Х), определяемой равенством
(3.57), и она может быть записана в виде ..... ; i - .

Fx(x,y,X) = 0, Г . • - - ' ­
V , F ;(x ,y A )= 0 , (3.50)

Л (х ,у Д )= 0 . ,  .

! -Таким образом, задача иахождётя условного экстремума функции z=J[x,y) 
при ограничении ф(х;у)=0,=сводится иотысканиюбезусловного локгсШото экстре­
мума для соответствующей функции Лагранжа F(x,y,X).

. Условный экстремум фующии трёх и более переменных при наличии урав­
нений связи, число которых меньше числа аргументов, определяется аналогично. 
Так, например, если требуется найти экстремум функции u=J{xy,z) при условиях

■ ф|(*.у,2)=0, <9г(х,у,г)=б, (3.58)

то составляют функцию Лагранжа . ;• -  : V

F (x,y ,zX i,ty  ~f(x,y,z) + Xjęj(x,y.z) + \ гуг(х,у,г). , (3.59)

Присоединяя к уравнениям (3.58) еще три уравнения .

Fx(x,y,z,Xl,X2) = °> F'y(x,ytz,X{,X2) = °> Жх,У,г,Хи Х2) = О, 

получим систему пяти уравнений с пятыю неизвестными (аналог системы (3.56')), 
решая которую: найдем числа А,], Х2 ■ и координаты точек (x,y,z) возможного



условного экстремума. Указанный метод отыскания точек, подозрительных на 
условный экстремум, называется методом множителей Лагранжа. .

Достаточные условия существования условного экстремума. Пусть функ­
ции ф(.т,_у)=0 и z—fix,y) дважды непрерывно дифференцируемы в окрестности 
критической точки А/о(*о..УоЛ>) функции Лагранжа F(x,y,X). Применяя формулу Тей­
лора для функции двух переменных (3.36) при т =2 можно доказать, что:

1) . Если то Ро(?о,Уо)е! -  точка локального условного минимума 
функции г=Дх,у).

2) . Если £^Fo( W o)<0, to Po(xo,yó)eL -  точка локального условного максимума
функции z~J{x,y). '

Замечание. Второй дифференциал от функции Лагранжа F(x,y,X) должен вы­
числяться для значений xo,yoMi найденных как решение системы (3.567) с обяза­
тельным учетом соотношений, вытекающих из уравнений связи 
(?'x(x,y)dx + q'y(x,y)dy = 0.

Из (3.29), (3.29) следует

" d 2F ( j x , y , X ) J ^ d x + ^ d y ^ F ( x , y , X )  = ‘

дгР \ г  . , 3 2F  , , d2F  , 2 ,  ,  -~r-jdx + 2 ~ -d x d y + ——dy2, X = XQ. 
a r -  дхду - dy2

(3.60)

Пример. Найта локальные экстремумы фугжции z=x+2y+J при условии, что 
переменные х и у  связаны уравнением хг+У=5.

Это задача на локальный условный экстремум. Введем функцию Лагранжа
(3.57)

F{x,yXy= х+2у+Ъ+Х{х?+■/ -  5).

Система (3.56) в данном случае примет вид

F ; = l + 2Ax = 0,
F'y m2 + 2Xy = Q, -

=Х2 + у 2- 5  = 0.

Она имеет два решештя, т. е. две трехмерные точки Л/1(1,2,-1/2) Л/2(-1,-2,1/2). 
Значит функция z==x+2y+3 имеет двекритические точки Р,(1,2) при Xi= -1/2 и Р2(- 
1,-2) при A.j^l /2. _ •,

Найдем теперь знак c^F в каждой критической точке при соответствующем 

ей значении X. Так как F ’x = 2X, F^, = 0 , F^, = 2X, то из равенства (3.60) получим 

d2F (х, у  ,1) ~ 2Х (dxl+ dy2). Очевидно, что d2F (Р,) = c?F (1, 2, -1/2)<0, <?F (Рг) =
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</2F(-l,-2,l/2)>0, t. e. функция z в точке Pi(l,2) имеет локальный условный макси­
мум, а в точке Р2(-1,-2) имеет локальный условный минимум, при этом zmu=z(P{)=8, 
Zmln-ĄPdr -2. .,ЧГЛ v , Л . ' -V ' '

Этот результат ясен и из геометрических соображений, как наибольшее и 
наименьшее значения аппликат z точек пересечения наклонной плоскости 
z=x+2y+3 с цилиндром zf+y2̂ ,  параллельным оси Oz. ,

.............  3.14. Метод наименьших квадратов

В прикладных естественнонаучных, технических и экономических задачах 
часто зависимость между двумя переменными х и у  дана в виде таблицы, получен­
ной экспериментальным путем или в результате статистической обработки данных 
за соответствующие периоды (табл. 1).

Таблица 1 . .- . .,

X x i х2 xi / ... ' Хщ

: у У\ Хг — - У i ••• Уп

Требуется получить, хотя, бы приближенно, непрерывную зависимость изу­
чаемого процесса аналитически, т. е. в виде некоторой формулы. Данная задача ре-

: . Будем считать, что либо из геометрических, физических или экономических 
соображений зависимость д ля исследуемого процесса нами выбрана, т .е ..

. /  ' у=<р(х,а,Ь,...,г). ^  (3.61)

Формулу (3.61), приближенно выражающую эту зависимость, называют ам- 
пирической.Пгша задача подобрать неизвестные пока параметры а,Ь,....г так, чтобы 
ФУНКЦИЯ; ч Г ■ \  ■ ' ’ . w • ’ -
82 . /  ■■■■: ■ -:Г :



п п г -Г
S{a,b,...,г) = £5?  = £ [у,- -  <р(х,, о ,6,...,г)] (3.62)

(=1 1=1 ;

принимала наименьшее значение. •• ' '
Если сумма квадратов отклонений окажется малой, то и сами отклонения Ą 

также будут мальши по абсолютной величине. В этом заключается суть метода 
наименьших квадратов. •

Замечание. Отметим, что если в качестве величины отклонения S  взять 

сумму всех отклонений S  = £ 5 ;  = Z t a  - ф(Х/.а,6 , то она может быть малой
1=1 f“l

или даже равняться нулю при значительном разбросе экспериментальных точек от 
искомой кривой (3.61), так как положительные отклонения компенсируются отри­
цательными. -• . ' ' ; ■ ''

Если в качестве отклонения 5  взять сумму абсолютных величин всех опсло-
— л . л /, -

нений S = H|Si|= Z b i -ф (г„в А ...,г ) |, то эта функция окажется недифференци-
i=i i=i .

руемой, что существенно затруднит решение задачи.
Отклонение S , определяемое равенством (3.62), свободно от указанных не­

достатков. ..... ....... - , . . . . .
' " Для того, чтобы дифференцируемаяt функция (3.62) в какой-то точке имела 

минимум, необходимо (3.50), чтобы все ее частные производные в этой точке были 
равны нулю: . •

a s  =
да 
SS^ 
дЬ "

as
дг

2± {Ь и ,- Ф\х„а,Ь,..., г )] .Эч,̂ ’У ’ - г)|  = о,

■2Ź jb i - Ф г)].^ - ^ - - г)} -  О,

•2Ź{K -ф(х(,о,а,..„ г)]- = 0.

(3.63)

В системе (3.63) уравнений столько, сколько параметров у функции (3.61). 
Решая эту систему, найдем конкретные значения чисел а,Ь,...,г при которых функ­
ция y-(f(x.a,b, ...,г) наилучшим образом непрерывно отображает изучаемый процесс. 
Отметим, однако, что в общем случае система (3.63) может оказаться неразреши­
мой или можно найти значения параметров, не дающих минимум функции (3.62). 
Эта опасения не подтверждаются для основных достаточно простых зависимостей: 
y=ax+b, у=ах2+Ьх+с, у=а+Ых+с/х2, у=(ах+Ь)/(х+с), у -а х ь, у - а Ь х, у=а-еЬх,
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y=a+bmx, широко применяемых при обработке различных экспериментальных i 
данных. ' . . . .. . ' . ' -■ ;

1. Рассмотрим линейную зависимость
y=ę(x,a,b)= ах+Ь.

В этом случае функция (3.62) и система (3.63) запишутся в виде

(3.64)

s(a,b)='Z\y,-(axi +b) f  > (3.65)
м

—  ■ -2 Z  { bi  -  ( « /  +оа . м  .

ab w

(3.66)

Окончательно система (3.66) примет вид
. (»

'ч/н )  ;=1
■ « (§ * ? )+ *

.  « = !> < •

Она называется нормальной системой метода наименьших квадратов.

(3.667)

Теоретическое упражнение. Доказать самостоятельно, что система (3.66 ) 
: всегда имеет единственное решение и при найденных коэффициентах а и Ь функция 
(3 .65) имеет глобальный минимум. 1

2. В случае квадратичной зависимости
' . y=^(x,a,b,c)= ах?+Ьх+с

функция (3.62) примет вид , . . ■ , . ,

’ S(a,b,c) = £  [у,- -  (axf + foc,+ c )f,
fal

(3.67)

(3.68)

а система (3.63) приводит к следующей нормальной системе уравнений

j + j = 2 > 2л >

• ' ■: ■ + i  + j =  Е а д »

' ■ ■ 41*1 )  Ы  )  fal ; .

(3.69)

из которой находятся значения параметров а,Ъ,с эмпирической формулы (3.67), при 
которых функция (3.68) имеет минимум. ‘



Пример. В таблице 2 приводятся данные о цене на нефть х  (ден. ед.) и индек­
сы акций нефтяных компаний^ (уел. ёд.).

Таблица 2 ;

.. - X 17,28 17,05 18,30 18,80 19,20 18,50

У Л 537 534 . 550 555 560 552

Предполагается, что между переменными х  и у  существует линейная зависи­
мость. Требуется найти эмпирическую формулу у-а х+b, отображающую непрерыв­
ную зависимость процесса, используя метод наименьших квадратов.

Промежуточные вычисления оформим в виде таблицы 3, значения последней 
строки которой являются коэффициентами системы (З.бб7).

Таблица 3 ' ■ ; V Ч ’ Ч .

■■■■ i _ xr 37 x,yi ". x f
1 17,28 537 9279,36 298,60
2 17,05 534 9104,70 290,70
3.; , ■ 18,30 550 i 10065,00 . 334,89
4 ■■■.„ .. 18,80 . 555 ; 10434,00. 353,44
5" . . .19.20. ,, 560 , 10752,00. 368,64

!8,50 552 10212,00 342,25

S v . 109,13 . ; 3288 59847,06 1988,52

. Система (З.бб7) имеет вид * .
- Г1988,52а + 109,13* = 59847,06,

. , [109,13а + 6* = 3288.

Решая эту систему, найдем, что а =12,08, Ъ =328,29, т.ё.у =12,08х+328,29. Та­
ким образом, с увеличением цены на нефть на 1 дён. ёд. индекс акций нефтяных 
компаний в среднем возрастет на 12,08 уел. ед. ‘ . . ,s . . -



ГЛАВА-4.

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

4.1. Двойные интегралы .
Пусть функция z=fpc,y) .задана в ограниченной замкнутой области 

D - D + L = D kjL  плоскостихОу. Разобьем область D произвольными линиями на п 
элементарных областей Д ,  площади которых обозначим А£< (рис. 4.1).

В каждой, из элементарных областей Д  выберем произвольно по -точке 
Mi(xbyi), вычислим значения функции f(x,y) в этих точках, умножим их на площади 
соответствующих элементарных областей и просуммируем по всем разбиениям.,
Получим .•....... , ‘ ''*'7', V .

: К  = / ( х , ,у ,) Д 5 ,  + f ( x 2, y 2)AS2 + . . . + f (xn, y n)AS„ =

''■•i :m,yt)As( • ±:/лм,№ . :
i= 1  »  ;  ' '  . - i = i - : •• ■ ■ '  ■■■.■

Составленная по указанному правилу сумма (4.1) называется интегральной 
суммой для функции z=f(x,y) в области D. . л;

Напомним, что диаметром области называется наибольшее расстояние меж­
ду точками ее границы. Обозначим через ^  диаметр элементарной области Д . Пусть 

Д-наибольший из всех диаметров = и-
Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы (4.1) 

при условии, что число разбиений п стремится к бесконечности, а диаметр X наи­
большей из элементарных областей стремится к нулю, не зависящий от способа 
разбиения области Д н а  частичные области Д  и от выбора точек М^хьу^  в них, то - 
он называется двойным интегралом от функции f(x,y) по области D  и обозначается 
символом ,

\\f{x ,y)dS=  Hm £ / ( w ,)M , = lim 1 /(М ,)Д 5 ,. 
Х - » 0  \-*0

(4.2)



■ При этом Z? называется областью интегрирования, f(x,y) - подынтегральной 
функцией, ds -  элементом площади. ’• ‘ у' i >

Справедлива следующая теорема, которую мы приведем без доказательства. 
Теорема. (Достаточное условие существования двойного интеграла). Если 

функция./^;) непрерывна в замкнутой области D , то она интегрируема в этой облас­
ти, т.е. предел (4.2) существует, при этом он не зависит ни от способа разбиения об­
ласти D на элементарные области Ą , ни от выбора точек в этих областях.

Выясним геометрический смысл двойного интеграла, когда подынтегральная 
функция неотрицательна в области интегрирования..Пусть z=f(x,y)£ 0, V (x ,y)eZ ).

Напомним, что в трехмерном пространстве Л3 уравнение z-f(x,y) определяет, 
вообще говоря, некоторую поверхность (рис. 4.2.). .

• ' рис. 4 ^  ^

: ■; Произведение равно объему цилиндра с основанием D, и  высотой
Учитывая это, интегральная сумма (4.1) будет представлять собой объем п- 

егупенчатого тела, состоящего из п элемеэтарных цилиндров. Нетрудно убедиться, 
что. двойной интеграл (4.2) равен объему тела, ограниченного плоскостью хОу, 
поверхностью z*=f(x,y) и цилиндрической поверхностью, образующая которойпа­
раллельна оси 0z, а направляющей служит граница L области D, т.е.

 ̂ V  = \\f(x ,y )d S , f ( x , y ) Ż 0 ,  V(x,y) е D.  (4.3)
. d  .. ■_ . .. , y.., \ ,

Так как определение двойного интеграла совершенно аналогично определе­
нию одномерного интеграла, то все основные свойства одномерных интегралов по 
аналогии переносятся и на двойные интегралы. Предполагая, что все рассматри­
ваемые ниже диойтга интегралы по соответствующим, областям существуют, бу­
дем иметь: • . ; . . ' ■■■

^  \ ^ \ ( x , y ) ± f 2 ( x , y ) ^ = \ \ f \ ( x , y ) d S ± \ \ ^ ( x , y ) d S .  , u
-'■■■{‘у D  , D D ■ ■

2. f fC-/(x,y)dS = Cff /(x,y)dS, Ć-Vconst:
• V ;- j .  D . ■'■■■/ ■ ■ D  - V  - ' "  \  ' '  '' ' ■'
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3. Пусть область D  состоит из двух непсресекающихся областей Di и D2, тогда

. f j f(x,y)dS= j j / (x ,y )dS+jf f (x ,y )dS .  : ‘ "
• •'•; D . ; _ jDj- ; \-:; D ■.* ■ , / • -. ■■■ - . - .

4. JJdS = S , где S -  нлощадьобластиD. ...........
:г'*\ , D ... . ;• . r - : ■■■■-' •*: :

r 5. Если ę  (х,у)й f(x,y), то JJcp(x,>’)fiiS < \^f(x,y)dS,  т.е. неравенства можно
; U: :v.4 . D O -у. : ' : ■ :;:

• ; интегрировать с сохранением их знака. -
6. Пусть функция 2 —f(x,y) непрерывна в замкнутой области D . Тогда она 

достигает в этой области своего наибольшего и наименьшего значений

М  = / ( М |) = шах / (зуО , m = /(A f2) = m in /(x iiy). .
V(jt,y)eO _ V(x,y)cD , ,

Очевидно, что m <f(x,y)< М, D . Интегрируя эти неравенства по области!) и 
учитывая свойства 2 ,4 ,5  получим , ' ;

. mS < \[f(x,y)dS śM S .  (4.4)
. ■ ’ ; ■■; d >f- ■ ■ ■■ ■ ' . ,

Неравенства (4.4) можно рассматривать как грубую оценку двойного интеграла.
7. Теорема о среднем. Если подынтегральная функция Дх,у) непрерывна в .

; замкнутой области D , то : ^  w -

l j f(x,y)dS = f ( x 0;y0)S, M 0(x0,y0)<żD, ' ’ ; (4.5)
,г : D. , .... п V; ■ . V;.-/ -... : : Л

~ т.е. двойной i интеграл по области D  равен значению подынтегральной функ­
, ции в некоторой точке Л/0(х0,Уо) e D,  умноженной на площадь S  области йтегри- 

- рования £>. При этом число ...... ' : ' ■'V";,"1"

f (M0) ® /(*о» Л) = \\ f(x>y)dS..............  (4.6)
.-V '■■■ ■ :■ Ь D ■ V .

называется средним значением функции 2~f(x,y) в области D. . ; ■ .
Справедливость указанных свойста следует из определения двойного ин- \  

теграла (4.2). '•  ' ' ' ' " ■/' " 1 ’ V '

4.2. Вычисление двойного интеграла ’ " л -
Предположим, что подынтегральная функция f(x,y) непрерывна в замтутой 

, области D . Так как в этом случае предел интегральной суммы не зависит от спосо­
ба разбиения области на элементарные области Dg, то такие разбиения проведем 
прямыми, параллельными координатным осям (рис. 4.3). •.
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Так как площадь элементарной области &Sy=AxiAyj, то элемент площади dS- 
dxdy, поэтому г ■■■..• Л ^

; : \ \Ax,y)dS=\\ f{x,y)dxdy.  ' (4.7):
■■ D ' , O (■■■'■. ' . .. '

Будем считать, что область интегрирования D является правильной, т.е. любая 
прямая, параллельная координатным осям, пересекает границу этой области ис бо­
лее чем в двух точках (рис. 4.4). . ' "

i. Л  '  •*

Л Л Л
Рис. 4.4

х  ....

. Пусть уравнения границы области!) нам известны:; . .

■f ACJ3:y = y t(x), а й х ^ Ь ; -  ADxB : y  = y2{x), a ś x ś b ;  ‘ •

CADi:x-Xi(.y), c ś y < d ;  CBDl :x = x2(y), c ś y ś d .  ;;

Теоретическое упражнение. Доказать справедливость; следующих равенств 
(см.,например, [1 ,4 (т .2 ) ,9 ,15,16(т.2), 19]):; v  ‘ ^

.  Ь y = n ( * )  t ■ ' " ■

\\f(x,y)dxdy= \dx \ f{x,y)dy,  .
D' л ' а . y~yi(x) ' ,

■ . d Jt=JriCyj ’ “ ..
l\f(x,y)dxdy=  \dy \ f(x,y)dx;  ; '
o  c X=Xt(y) . .

(4.8)

(4.9)

••••*•. i - Из-формул (4.8), (4.9) видно, что двойной интеграл сводится к последова­
тельному вычислению двух одномерных определенных интегралов.. . •. •



Отметим при этом, что в равенстве (4.8) первым считается внутренний инте­
грал по переменной у, в это время х временно фиксируется, затем вычисляется 
внешний интеграл по переменной х. В равенстве (4.9) наоборот.

Замечание 1. Если область интегрирования D  является неправильной или же ее 
нижняя либо верхняя граница задается различными уравнениями, то всю область ин­
тегрирования нужно разбить на ее части, являющиеся правильными областями, в ко­
торых как верхняя, так и нижняя граница будут задаваться только одним уравнением.

Пример. Расставить пределы интегрирования в двойном интервале в том и 
другом порядке,по ,области D, ограниченной линиями у -Х 1, х+у=2, у=0.

. Замечание 2. Прежде чем рассматривать пределы интегрирования в двойном

Найдем точки пересечения линий у=х? нх+ у—2  решая систему

\ У ~ Х ’
\ х + у  = 2.

В результате получим А/|(-2,4), М £\,\). Тогда с учетом замечания 1, двойной шг 
теграл на основании (4.8), (4.9) представится в даде следующих повторных интегралов

\\f{x,y)dxdy= \dx [f(x,y)dy+ \dx \ f (x ,y)dy=\dy  ff(x,y)dx.  (4.10)
.. D , . , 0 0  , 1 0,- , - 0 - ■

4 3 . Геометрические прилож ения двойны х интегралов 

Как уже говорилось в п. 4.1 (формула (4.3)), двойной интеграл от неотрица­
тельной подынтегральной функции равен объему 'цилиндроида, ограниченного сни­
зу плоскостью хОу, сверху поверхностью а также боковой цилиндрической
поверхностью, образующая которой параллельна оси Ozi а направляющей служит 
граница L  области интегрирования D. - . ‘

г Пусть теперь требуется вычислить объем V пространственного тела, ограни­
ченного двумя поверхностями (рис. 4.6). - ■ “ ■ .
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Рис. 4.6
Очевидно, что в этом случае

' У = Я fa & y)d x d y -Яf x(x,y)dxdy'= \\\f2{x, у) y)]fixdy. (4.11)
D D  W  ■■ ■■ ■-

Напомним, что площадь S  области D вычисляется по формуле ;

„ S= \\dS= \\dxdy. (4.12)
■ D D  ; : :

Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у=0, у=х2, х+у=2 
(рис. 4.5). По формуле (4.12) сучетом (4.10) будем иметь ’

Проверить результат можно изменив порядок интегрирования в соответст­
вии с (4.10). ' - ‘ . ‘ ;

4.4. Двойной интеграл в полярных координатах

. - Пусть требуется ..вычислить fff(x,.y)dxtfy, где подынтегральная функция
"  ‘  '  "  " ............................D  ’

f(x,y) непрерывна в замкнутой области D . На плоскости хОу одновременно с пря­
моугольной системой координат рассмотрим полярную систему координат, когда 
полюс помещеп в начало координат, а  направление полярной оси совпадает с поло­
жительным направлением оси Ох. Тогда одна и та же точка М  будет иметь как пря­
моугольные, так и полярные координаты (рис. 4.7), которые связаны между собой 
равенствами ' ■ ' Ч

х  — п c o s ę ,  

у  = г$т(р.
(4.13)
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Будем считать, что область интегрирования D находится в секторе, ограни­
ченном лучами <р~а, ф=/}. Разобьем ее на элементарные области Dy лучами, выхо­

дящими из начала координат (полюса) ę= ęb i = Q,m, a-<Po<<Pi<<p2<...<ęm=0  и 

дугами концентрических окружностей r=rjt j  = 0,k  (рис. 4.8).

Обозначим Дфрчргфц, / = 1,т ; Aij=Tj- Tj.j,

Рис. 4.8

Вычислим площадь AStJ криволинейного четырехугольника Dy

ЬЯу =  \ irj- i ' +  Д о  f  Д ф / - | > у - 1  Д ф / =  rH ArjA<pt + ^ } ó !ą , t =,

= | 0 - 1 + ^ ; , = r lt ' 1 А 
- О* =0-1 * 2 ^

В каждой из элементарных областей Dy выберем произвольно по точке Му(ху, 
Уу), вычислим значения ф ункции^у) в этих точках, умножим их на площади соот­
ветствующих элементарных областей и просуммируем по всем разбиениям. В ре­
зультате получим интегральную сумму г " -

■ Ъ № у ) Щ = Ъ Я х у , у у ) и > у .  н -  . (4.14)

Так как ф у н к ц и я непрерывна в замкнутой области D , то предел инте­
гральной суммы (4.14) не зависит от выбора точек My(xv, в элементарных облас­
тях Dy. Поэтому выберем точки Му так, чтобы они находились на пересечении ок­
ружности радиуса/^* и луча Тогда в силу (4.13) xv =rJt cosę,, у 0 =rj, sincp,.
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Учитывая эти соотношения, а также выражение для площади AĄ запишем 
интегральную сумму (4.14) в виде _ . ■ '. “ •

2 /(Л /,у)А 5(, = Е Л о * C0S(P(’ /••.sin(p<) r >Дг.Д<р,. (4.15)
•. и  ■ . . . и " ; /« ;.; ^  .

Нетрудно заметить, что ггравая часть равенства (4.15) есть интегральная сум­
ма идя функции/(rcosp, rsm<p) r  по области D. Поэтому, переходя в равенстве (4.15) 
к пределу при условии, ™  число разбиений стремится к бесконечности, а диаметр 
наибольшей из элеметтриьрс областей стрем'тгся к нулю получим > ; s ,

■ . . . \\f(x,y)dxdy = ||/(rcos<p, /•sm<p)rciW<p . (4.16)
■ ...... . ; .. ® . ' dS ' P. . ... .. • /  Js ‘ . . .  ... - :"....

:.;V;, Формула (4.16) дает намправилапереходав двойных интегралах от прямо-■ 
угольных координат к полярным. Отметим при этом, что элемент площади в прямо­
угольных координатах dS=dxdy переходит в элемент площади в полярных коорди­
натах dS=rdrdę>. Учитывая это, формула для нахождения площади в полярных коор­
динатах примет вид ■ •' ,

S -  \\dS = \\rdrd<$.
D D

(4.17)

Покажем, как расставляются пределы ингарйрования в двойном интеграле в 
полярной системе координат.

J J / ( rC0S Ф,г sin ę)rdrd  «р = f  d <р J / ( r  cos <p,rsin <p)r<fr . 
D <* 4(V) ' - ' •

2. Если полюс находится внутри области D  (рис. 4.10), то

2* г(ф)
| | / ( г  cos <р, г sin <p)rdrdę -  |<йр | / ( r  cos <р, г sin <p)rdr.
D О 0

(4.18)

(4.19) 

93



- " Рис. 4.10 • ' " ^  •

'  Замечание 1. Если областъ'иптегрировапия D  ограничена лучами и дугами 
окружностей, то в этом случае привычислениидвойного интеграла, как правило, 
удобно переходить отпрямоугольных координатк полярным. .

■ Замечание 2. Укажем без доказательства, что если производится общая заме­
на переменных х-<р(и, у), у=у(и, у), при которой область D  плоскости хОр переходит 

: в область D  ̂  плоскости «Юу, причем функции <p(u,v) и ц/(и, у) однозначны, непре­
рывны и имеют непрерывные частные производные первого порядка в области 2)/,- 
то формула замены переменной в двойном интеграле имеет вид

\\f(x,y)dxdy  = JJ/[<p(h,v), v(«.v)]|7(w,v)|</Mfifv>, (4.20)
■ D ' 1Г '

где J(u, v) - определитель Якоби* ияи якобиан перехода

ćbc дх -
ди ду 
ду ду
ди Эу

* 0 .

Убедимся, что при периоде от прямоугольных координат к полярным 
|J(u, v)| = |У(г, <р)| = г . Так как x=rcosp, y=rsinę>, то -

J(U,V)

дх дх
Эг Эф 
ду ду
d r . Эф

|со:
|sii

вф -г в т ф  
а т ф  гсовф

= г cos2 ф+ г sin2 ф = г (cos2 ф+ sin2 ф] = г . л

. . .  Теоретическое упражнение. Доказать, что важный для теории вероятностей
и ее приложений интеграл Эйлера-Пуассона* / ". :

/ =  [e~^dx  
о

л/я
2

(4.21)

* К. Якоби (1804 -1851) — немецкий математик. . . *
“ С. Пуассон (1781 - 1840) -  французский математик и физик
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' Указание .  Так как определенный интеграл не-зависит от переменной ин­
тегрирования, то У.; - У;у-; ' . : , У ■ У У г У —- '

"................  ' ' ' „2 ' ' '
• ' / =  J е~у dy.

Умножая, это равенство на (4.21), получим произведение одномерных инте­
гралов, которое можно рассматривать как двойной шпеграл от произведения по- 
дытсгралыгых функций ■\ -У ' • ■

J 2 = (4.22)

где область интегрирования D  определяется неравенствами Ой х<+ао, 0 й  у<+ао и 
представляет собой первый квадрант координатной плоскости хОу. Далее в интара- 
ле (4,22) нужно в соответствии с (4.16), (4.18) перейти к полярным координатам, что 
приведет к вычислению двух простых одномерныхинтегралов. -

о

4.5. Ф изические прилож ения двойны х ин тегралов '

I. Вычисление массы пластинки. Пусть‘требуется определить массу пла­
стинки переменной плотности (сплав), занимающую на плоскости дсОу область D. 
Плотность р=р(х,у) -  известная непрерывная функция. При постоянной плотности 

(материал однородный) масса пластинки вычислялась бы по формуле m=pS, где р -  
const, S -  площадь области D. У ' /' У У' ' " ' .

Всю пластинку D разобьем на п элементарных пластинок Dy прямыми, па­
раллельными координатным осям (рис. 4.3). В каждой их элементарных пластинок 
Dy выберем произвольно по точке Му(ху,уу). Вычислим плотность в точке Му  и бу­
дем приближенно считать, что плотность каждой из элементарных пластинок по­
стоянна и равна плотности в точке Му. Тогда my=p(M^ASy, где ASy -  площадь 
элементарной пластинки Dy, а приближенная масса всей пластинки будет равна

тп =2>ff ~ Y ,p {M y)^y =ЕР(*у»Уу)*хАУ; •
■■ : " l,J i  U . U . ,  .  . .f;: .. . У ;

Переходя в этом равенстве к пределу при условии, что число разбиений л 
стремится к бесконечности, а диаметр наибольшей из элементарных пластинок 
стремится к нулю, получим искомую массу всей пластинки ‘

m = flp (x,y)dxdy , (4.23)
d -  у
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2. Координаты центра тяжести и статические моменты пластинки.

Напомним, что координаты центра тяжести С(ха y j  системы'материальных 
точек Mj(xb yj) с массами /и,, / = 1, и находятся по формулам:

П П
• . l ^ n t t  , Z y ,m t , ; , л :

... . (4-24)
2>< ■ И щ  . .
i-i w  : ' - ,

. Определим координаты центра тяжести пластинки, занимающей на плоско­
сти хОу область D, с известной плотностью р=р(х,у). Произведем разбиение пла­
стинки D на элементарные, пластинки Dy как в предыдущей задаче. Далее прибли­
женную массу элементарной пластинки Dy сосредоточим в соответствующей точке 
Mtj(xy, уу} и на основании равенств (4.24) определим приближенные координаты 
центра тяжести такой системы материальных точек • , <

^Xyp(My)ASy
хс =Ы Ус~ —

1,Уу Р(Мо№у

I p (М у)Ы у ’ . , . £ р ( М д ) Щ  • ,  .

. А/ и)

. Переходя.в этих равенствах к пределу когда число разбиений стремится к 
бесконечности, а диаметр наибольшей из элементарных пластинок стремится к ну­
лю, получим точные формулы для вычисления координат центра тяжести плоской 
фигуры: , . .* V . _ ;

\\xp{x,y)dxdy

\\pix,y)dxdy ■у;*л

Цур(х,у)<Щ>

/|Р(x,y)dxdy
, D ' ■

И Л И -

хе -  — \\хр{x,y)dxdy, ус = — \\yp(xty)dxdy,
т\ т\

(4.25)

(4.26)

где ш -м асса пластинки, которая находится по формуле (4.23).
Выражения М у = $xp(x,y)dxcfy и Мх = $yp(x,y)dxdy называются стати­

/  . . . . . . о '.. , : о , ■ 1 . . :
ческими моментами пластинки D относительно осей 0у и От, т.е. формулы (4.25) за­
писываются в привычном для механики виде хс =M v/m,  ус = М х/т.

' "• v . '' .•' • • г' -с ■ г
Если пластинка D одвородна (p(x,y)=consi), то формулы (4.26) упрощаются и 

принимают вид ^
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X,

где S -  площадь области D. , ... .
5. Момент инерции пластинки. Момент терции материальной точки относи­
тельно оси определяется как произведение, массы точки на квадрат расстояния от 
нее до оси. Момент терции системы материальных точек относительно одной и 
той же оси равен сумме моментов инерций всех точек системы. Пусть пластинка за­
нимает на плоскости хОу область D и плотность распределения масс р=р(х,у) - из­
вестна. Требуется найти ее моменты инерции I» 1у 1о относительно осей Ох, Оу и 
начала координат О соответственно. \,

Теоретическое упражнение. Доказать самостоятельно, что

. = \\у гр(х>У)<Ь<1у, 1у = \\х гр(х,у)0хбу, w ,
•' ■ D D . . . . . .  ...... .

J0 = Ix +Iy = ll(x2 + y2)p(x,y)dxdy. (4.28)
■■■■■,; v  ' . : ■■ ■■ .  , ' D ■ . - Л 1 ' ■ л . "  ■ ■ ч' ; . ... . . . .

Замечание. Двойные интегралы применяются в теории вероятностей, вариа­
ционном исчислении и многих других разделах математики, имеющих многочис­
ленные и разнообразные экономические приложения. В частности с их помощью 
можно находить средние издержки производства, объем произведенной продукции 
и т.д., если соответствующая зависимость выражается функцией.двух переменных.

4.6. Тройнысинтегралы

Рассмотрим в й 3 ограниченную пространственную область П. Будем считать,

что в замкнутой области О ,  т.е. в области О, включая ее граничную поверхность а, 
задана непрерывная функция ̂  у. z). Область £2 разобьем на л элементарных про­
странственных областей Vh объемы которых будем обозначать АР) (рис. 4.11).

c = \ \ \ x d x d y ,  y e = ^ ] iy d x d y ,  . . . , : (4.27)

 ̂ В каждой из элементарных пространственных областей V, выберем произ­
вольно по точке М/х& уь z j ,  вычислим значения функции f(x, у, z) в этих точках,
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умножим их на объемы соответствующих элементарных пространственных облас­
тей и просуммируем по всем разбиениям. Получим

£/(М ,) ДГ , =  £ / ( * „  у „  z,)AVi. (4.29)
,1-1 . ■ i-l • • . - -

' Составленная1 по указанному правилу '  сумма (4.29) называется интеграль­
ной суммой для функции/fc, у, z) в области £2. Обозначим через А - наибольший из
диаметров элементарных пространственных областей Vh i = 1,я.

Определение. Если существует конечный гребел интегральной суммы (4.29) 
при условий, что число разбиений л стремится к бесконечности, а диаметр Л наи­
большей из элементарных пространственных областей стремится к нулю, не зави­
сящий от способа разбиения области £2 на частичные области V/ и от выбора точек 
Щхь Уь *i) в них, то он называется тройным интегралам ОТ функции f(x, у, z) по 
пространственной области П и обозначается символом ■

\\\f{x ,y ,z)d V  = \im YJf{ x h y i,zt)AVi. (4.30)
. ^ о ' - 1 ;;; ... .

■ , Как и для случая двойных интегралов справедлива аналогичная
Теорема. (Достаточное условие существования тройного интеграла). Если 

функция f(x, у, z) непрерывна в замкнутой области £2, то она интегрируема в дан­
ной области, т.е. предел (4.30) всегда существует, при этом он не зависит ни от спо­
соба разбиения области £2 на элементарные пространственные области V,, ни от вы­
бора точек Mi(xb y b z)  в этих областях.

4.7. Вычисление тройного интеграла
Предположим, что подынтегральная функция f(x, у, z) непрерывна в замкну­

той области £2. Так как в этом случае предел интефальиой суммы не зависит от 
способа разбиения области £2 на элементарные пространственные области F/, то та­
кие разбиения проведем плоскостями, параллельными координатным плоскостям. 
Учитывая это, элементарный объем dV=dxdydz, т.е.

\\\f(x ,y ,z )d V =  \\\f{x,y,z)dxdydz. (4.31)
■У ' Q ■ : а - ■ - ■■ '

- Будем считать, что область интегрирования £2 правильная относительно оси 
Oz, т.е. ограничена снизу и сверху поверхностями (рис. 4.12), уравнения которых 
нам известны и соответственно имеют вид. ......

.... z = f ,( x ,y ) ,z  = f 2(x,y).
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Спроектируем пространственную область О на плоскость хОу и обозначим эту 
проекцию через D. Будем считать, что область D является правильной относительно 
оси 0у и ее граница задана уравнениями:

АМВ: y  = yi(x), a ś x ś b ;  ANB: у  = у 2(х), a ś x ś b .

Тогда по аналогии с двойным интегралом можно показать, что тройной инте­
грал по пространственной области Q сводится к последовательному вычислению 
трех одномерных определенных интегралов

, , ,  „  / 2 ( * 0 )  Ь У2(х)
\\\f(x,y,z)dxdydz= \\dxdy \f(x ,y ,z )d z= \d x  jdy jf(x ,y ,z)d z .  (4.32)
o  o fi(x,y) a y2(x) fi (x,y)

Отметим, что если область интегрирования Q правильная относительно ка­
ждой из трех координатных осей, то пределы интегрирования в тройном интегра­
ле можно расставить шестью различными способами, один из которых указан 
формулой (4.32).

Так как определение тройного интеграла совершенно аналогично определе­
ниям одномерного и двойного интегралов, то все основные свойства, справедливые 
для этих интегралов, по аналогии переносятся и на тройные интегралы.. ...

Так, например, теорема о среднем для тройного интеграла запишется в виде

\\\f(x,y,z)dxdydz = f ( x Q,y 0,z 0)-V, . (4.33)
я  . . ... <

где точка Л/о(*о ,уо>*о)е ^> У-объем пространственной области £2. При этом число

f (M 0) = f ( x 0,y0,z0) = ~  jjjf(x,y,z)dxdydz  (4.34)
' . . ' S i  ■ ■ ' ' :

называется средним значением функции f(x, у, z) в области П. , .
.. Если f(x, у, z)sf, то из равенств (4.31), (4.33) следует, что

f i t n  г, V = \\\dV  = \l\dxdydz, . ' (4.35)
п п
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т.е. с помощью тройных интегралов можно вычислять объемы пространственных тел, 
Пример. Вычислить тройной интеграл .

I  -  ({i—— — dxdydz, 
а ^ ~ х ~У

где область Q (рис. 4.13) ограничена плоскостями х=0, у=0, z=0, x+y+z=\.

На основании равенства (4.32) будем иметь
1 1 - 2  1 -х-у  1 1 - 2  i , | 2 = |- д - »

1 = J *  №  l  ! _  02 = J *  J г . — '*  L o0 0 0 L x ~ У 0 . 4 1 x У
y=l-x

1 1-2 1
[dx f( l -  x -  y)dy -  \dx 
o o o

(1 -  x )y  -  •
>=o

= I j ( l - x ) 2& = - l j ( l - x ) 2rf(l-x) = - I - i b - ^
z o z o i i

2*1

2  =  0

, 0 - 1 - 1  . 1 , 0 , 1 Ш .

Замечание. Из приведенного примера видно, что непрерывность подынте­
гральной функции в замкнутой области £2 является лишь достаточным условием ее 
интегрируемости в этой области. Функция f(x, у, z) =  2z/(l-x-y) обращается в бес­
конечность на части границы х+у=1 области D, тем не менее тройной интеграл I  
существует и конечен.

4.8. Замена переменных в тройпом интеграле

1. Тройной интеграл в цилиндрических координатах. Положение точки Р в 
цилиндрической системе координат определяется тройкой чисел P(r. <р z), где г и ę  
- полярные координаты проекции Pv  точки Р на плоскости хОу, z  -  аппликата точки 
Р (рис. 4.14).
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Между прямоугольными и цилиндрическими координатами точки Р  справед­
ливы следующие соотношения

x = rcos<p,
y  = rsin<p, (4.36)
z - z .

Здесь 0 ^ ф < 2 я , 0<r<+oo, |z|<+co.
Чтобы в тройном интеграле по области О от прямоугольных координат перей­

ти к цилиндрическим, пространственную область П разобьем на элементарные про­
странственные области поверхностями r=ci=const, qr=c2=const, z=c3=const (рис. 4.15).

Так как в полярной системе координат элемент площади dS=rdrdę, то эле­
ментарный объем dV=dSdz= rdrdędz. Поэтому формула перехода в ,тройном инте­
грале от прямоугольных координат к цилиндрическим имеет вид

jjjf(x,y,z)dxdydz  = f f f f  (г cos <p, г sin <р, z)rdrdq>dz. (4.37)
n n'

Если f(x, у, z)sl, то из равенств (4.35), (4.37) следует, что объем V пространст­
венного тела О определяется по формуле

V = fffdkdydz = fffrdrdędz. (4.38)
о  а'
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2. Тройной интеграл в сферических координатах. Положение точки Р в 
сферической системе координат определяется тройкой чисел Р(г, 0, <р), где г -  длина 

радиуса - вектора точки Р, (г = |о р |) ,в -  угол между положительным направлением

оси 0z и радиусом вектором O P ,ę -  угол между положительным направлением оси 

Ох и проекцией радиуса - вектора ОР на плоскость хОу (рис. 4.16).

Между прямоугольными и сферическими координатами точки Р  существует 
зависимость

х  = г sin 6 cos ср,
• у  -  rsin  Gsin <р, (4.39)

• z = rcos0.

Здесь ОŚ г < +оо, O śQ śn , 0< ę< 2n .

Укажем без доказательства, что элемент объема в сферической системе коор­
динат определяется равенством

dV  = г2 smQ drdQdq>.

Если по аналогии с (4.20) произвести замену (4.39), то нетрудно убедиться, 
что якобиан перехода

J  (г ,0 ,ф )

дх Эх. Эх
д 7 эёГ Э<р
ду ду ду_
дг Э0 Эф
дг дг дг
дг 90 Эф

102



Поэтому формула перехода в тройном интеграле от прямоугольных коорди­
нат к сферическим имеет вид

1Я/(х, у, z)dxdydz -  J J |/ ( r  sin 0 cos ср, г sin 0 sin (р, г cos 9)г 2 sin 9 drdQ dq. (4.40)
n о ' -

При f(x,y z)s 1 из равенств (4.35), (4.40) следует, что объем V пространствен­
ного тела £1 определяется по формуле

V = \\\dxdydz = jjjr2 sin 0 drdQ dip. (4.41)
n n '

Замечание. Формулы (4.37), (4.40) следуют из общей формулы замены пере­
менных в тройных интегралах с использованием соответствующих якобианов (см. 
[4 (т. 2), 9,16, (т. 2), 19]).

4.9. Физические приложения тройных интегралов

Проводя аналогичные рассуждения, как и в п. 4.5, нетрудно получить расчет­
ные формулы, приведенные ниже.

1. Вычисление массы тела. Если подынтегральная функция р(х, у, z) задает
объемную плотность тела, занимающего пространственную область О, то его масса

m = Hfp(x,y,z,)dxdydz. • (4.42)
о

2. Координаты центра тяжести тела. По аналогии с формулами (4.26) 
для плоских фигур, координаты центра тяжести С(ха уа z j  пространственного тела 
О выражаются формулами

1 М
хс = — \[\xp(x,y,z)dxdydz s  

т а т

Ус = — \\\yp(x,y.z)dxdydz в  (4.43)
т ^  т
1 ... М„,

ze = — \\\zp{x,y,z)dxdydz = — 
т а т

где т -  масса тела О, которая находится по формуле (4.42), Мув -  стати­
ческие моменты тела С1 относительно плоскостей yOz, хОz, хОу.
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3. Моменты инерции тела. Моменты инерции материальной области fi от­
носительно координатных осей Ох, 0у, Oz и начала координат 0 определяются соот­
ветственно формулами

4  = \\\(y2+z2)p(x,y,z)dxdydz, 
п

1у = ЯК*2 + z2)p(x,y, z)dxdydz, 
n

4  = ЯК*2 + y2Mx,y,z)dxdydz, 
n

4  = ЯК*2 + У2 +Z2)p (x,y,z)dxdydz,
n

(4.44)

где p(x, у, z) - объемная плотность вещества.



ГЛАВА 5. .
КРИВОЛИНЕЙНЬШИПОВЕРХНОСТНЬ1ЕИВППЕ:ГРАЛЬ1

5.1. Криволинейный интеграл первого рода (по дуге)
Рассмотрим на плоскости хОу  кривую АВ, уравнение которой ~y=g(x), ай хй b 

(рис.5.1).

Будем считать, что вдоль кривой АВ задана непрерывная функция f(x,y). Чтобы 
определить интеграл от f(x,y) вдоль кривой АВ, поступим следующим образом: ли­
нию АВ точками Mh i = 0,n разобьем на п элементарных дуг 1Ь длины которых обо­

значим Ali, i = l,n . Пусть A=maxAli, i = l,n . На каждой из элементарных дуг /( выбе­
рем произвольно по точке вычислим значения функции f(x,y) в этих точках,
умножим их на длины соответствующих элементарных дуг и просуммируем по всем 
разбиением. В результате получим

£ / ( 3 ) 4 = I / ( W , ) A / , .  (5.1)
1=1 1=1

Составленная по указанному правилу сумма (5.1) называется интегральной 
суммой по дуге от функции^*, у) вдоль кривой АВ. . .

Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы (5.1) при 
условии, что число разбиений п стремится к  бесконечности, а длина Я наибольшей из

элементарных дуг стремится к нулю, не зависящий от способа разбиения кривой А В  
и от выбора точек Р£хь у ) , то он называется криволинейным интегралам первого рода

от функции/?*; у )  вдоль линии А В  и обозначается символом

• f/(x,y)<ff = Um Е /(х„у,)Д 1,. (5.2)
AB
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Отметим без доказательства, что если функция f(x, у) непрерывна вдоль кривой 
АВ, то предел (5.2) всегда существует, при этом он не зависит.ни,от способа разбиения 
линии АВ на элементарные дуги, ни от выбора точек Р^х» у ) , принадлежащих им.

Из определения криволинейного интеграла первого рода следуют его простей­
шие свойства. Предполагая, что все рассматриваемые ниже интегралы по соответст­
вующим дугам существуют, будем иметь:

1- _[[/!(*>У)± / ) (*,у)]Л = ± fi(x ,y )d l± ] f 2(x,y)dl.
АВ АВ АВ

2. J с • f{x,y)dl = с ■ _jf(x,y)dl, с -'iconst.
AB AB

3. Если дуга AB состоит из д>т ~АС и АВ , тогда

_[/(*» y)dl = J /(*> y)dl + _[/(*, y)dl.
AB AC CB
4. _[/(*, y)dl = J f ( x ,  y)dl,

AB BA ,

m.e. криволинейный интеграл первого рода не зависит от направления пути интегри­
рования. . ■

5. ]dl = l, где/-длинадуги АВ.
Ali ' '  ‘ -  " • ■

6. Теорема о среднем. Ест  подынтегральная функция f(x,y) непрерывна в точ­
ках кривой АВ , то

Jf(.x,y)dl = f ( x 0,y0)!,
* АВ .

где точка Mq(xo, у ^ е А В ,  /-дли н а душ АВ.
I\paf(x, у)= 1 из предыдущего равенства следует, что_|Л = /.

АВ
Замечание 1. Если рассматривать материальную кривую АВ, плотность распре­

деления масс которой р=р(х, у), то J p {x,y)dl = т., где т -  масса дуги АВ (физический
■’ АВ

смысл криволинейного интеграла первого рода).
С помощью криволинейных интегралов первого рода, по.аналопш с тем, как это 

делалось в п. 4.5 и 4.9 для двойных и тройных интегралов, можно найти координаты 
центра тяжести материальной кривой, ее статические моменты и моменты инерции от­
носительно координатных осей. Вывод этих формул предоставляется читателю.

Замечание 2. Криволинейный интеграл первого рода по пространственной кри­
вой определяется аналогично (5.2).

106



5.2. Вычисление криволинейных интегралов первого рода
1. Пусть в прямоугольной системе координат линия интегрирования АВ задана 

уравнением y=g(x), а<х<Ь. Так как в этом случае дифференциал длины душ вычисля­

ется по формуле dl = + dx , которая получается после дифференцирования инте­
грала (2.63 ) по верхнему пределу с учетом соотношения (2.20), то

(5.3)j f  (х, y)dl -  {f(x ,  я (х))а/  1 + [^О)]*dx.
1' АВ а '  ' .

1 2. Если кривая АВ задана параметрически уравнениями x=ę(t), y=yft), a ś t< fi  

то учитывая, что в данном случае dl = ш  + (yl f d t , будем иметь

Jf(.x,y)dl=  |/(ф(Г),Ч/(0)^[ф/(0]2 + [v /( 0 f  dt. (5.4)
AB а

3. Пусть дуга АВ задана в полярных координатах уравнением r=r(ę),aśip <Д 

тогда учитывая, что в этом случае dl ■

~  (5.5)

dl = Уг2 + г 2Лр, получим 

j f(x,y)dl= j f ( r  cos ф, г sin ф)\ г2(ф)+г/ (ф)<*р.

Замечание. В формулах (5.3) -  (5.5) предполагается,.что линия интегрирования 
АВ является гладкой, т.е. определяющие ее функциинепрерывно дифференцируемы в 
соответствующих областях изменения своих артументов. , .

5.3. Криволинейный интеграл второго рода (по координатам)

Пусть требуется определить работу А, которую необходимо выполнить, чтобы 

переместить материальную точку М  под действием силы F  вдоль гладкой кривой
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Будем считать, что значение силы F  в каждой точке R(x, у) кривой MN нам из­
вестно как по величине, так и по направлению, т.е.

F(R) = P(x,y)J + Q(x,y)j. (5.6)

Всю дугу MN точками М,, i = 0, и разобьем на п элементарных дуг /;, длины ко­
торых обозначим Alu i = 1 ,п . Пусть Я=тахА1и i = 1,и. Далее каждую из элементарных 
дуг заменим хордой, соединяющей ее концы. Будем считать, что при движении точки 
вдоль элементарной хорды ста постоянна и равна значению силы в начальной точке 
хорды F(M,). Длину элементарной хорды MjMi+1 обозначим Ast а ее проекции на ко­
ординатные оси - Ах, и Ду,. Введем вектор As, -  Ax,i + Ay,j. Вычислим элементарную

работу АЛ,, выполненную под действием постоянной силы F(M,) вдоль элементарной 
хорды As,. Из физики известно, что

ДА, = |f (M ,)|-|A j , |cos а , = (f (M ,)- Дз ,)=  Р(х„у,)Ах, + Q{x„y,)Ay„ i = 1,л.

Тогда работа, выполненная при движении материальной точки вдоль всей лома­
ной линии, будет равна ’

4 .  = = t[P{Xi>yi)&Xi +б(*|.3'/)Ду,]- (5.7)
<=i i=i

Чтобы вычислить точное значение А работа, выполненной при перемещении 
материальной точки вдоль кривой MN /нужно в равенстве (5.7) перейти к пределу, ко­
гда число разбиений п стремится к бесконечности, а длина X наибольшей из элемен­
тарных дуг стремится к нулю ..

A -  lim = lim 't\P (x,,y,)A xi + 0(х„у,)А у,\ (5.8)
......................... Я-»Ю  Л -Х »  |_1

Л-+0 Х-»0

Пусть теперь Р(х, у) и Q(x, у) -  произвольные непрерывные на кривой MN функ­
ции. Тогда сумма (5.7) называется интегральной суммой по координатам для функций 
Р(х, у). Q(x, у) вдоль кривой MN (для вектор-функции (5.6)).

Отличие интегральной суммы (5.7) от интегральной суммы (5.1) состоит в том, 
что значение функции в фиксированной точке элементарной дуги умножается не на 
длину этой дуги, а на ее проекцию на соответствующую координатную ось.

Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы (5.7) при 
условии, что число разбиений п стремится к бесконечности, а длина Я наибольшей из 
элементарных стремится к нулю, то он называется криволинейным интегралом второ­
го рода от функций Р(х, у), Q(x, у) вдоль кривой MN и обозначается символом 
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JP(x,y)dx + Q(x,y)dy = lim £  [?(*,-, у, )Дгу + Q(xl,y i)Ayl]. (5.9)
r-łr. n—>X i- l  .m n-»coj=1\-л

Сравнивая между собой равенства (5.9) и (5.8) мы видим, что криволинейный 
интеграл второго рода по кривой MN численно равен работе, которую нужно выпол­
нить при перемещении материальной точки вдоль кривой MN под действием силы 
(5.6) (физический смысл криволинейного интеграла второго рода).

Из равенства (5.9) следует, что ест  направление интегрирования изменить на 
противоположное, то знак криволинейного интеграла второго рода также изменится на 
противоположный, т.е. , •

_|Р(х, у)<&+ Q(x, у )ф  = -J P (x , y)dx+Q(x, y)dy . (5.10)
мы - , NM ,. ■ ■;

Остальные свойства 1фиволинейного интеграла второго рода аналогичны соот­
ветствующим свойствам криволинейного интеграла первого рода.

Отметим, что определение криволинейного интеграла второго рода по формуле 
(5.9) пригодно и для замкнутой кривой.

5.4. Вычисление криволинейных интегралов второго рода
1. Пусть в прямоугольной системе координат гладкая линия интегрирования

MN задана уравнением у  af(x), a<x<Jb, тогда . л г •

JP(x,y)dx + Q(x,y)dy= \\p{x,f{x))+Q(x,f(x))f'(x)[d(. (5.11)
MN а ' -r ■■ ' ' '

2. Если гладкая кривая MN задана параметрически уравнениями x-<p(t), у=уф),
а< t <Д то в этом случае \

JP(x,y)dx  + Q(x,y)dy = ^ (ф ^ Х ч /^ ф Ч О  + 6(ф(0.ф(0)ф/(0 ]* - (5-12)
Ш  а '

Замечание. Совершенно аналогично определяется и вычисляется криволиней­
ный интеграл второго рода по пространственной линии.

5.5. Формула Грина

Эта формула связывает двойной интеграл по области D и криволинейный инте­
грал по границе этой области L (рис. 5.3), ;

Будем считать, что уравнения границы L области D, правильной относительно оси 
Ох, нам известны:

АСВ: у  = у 1(х), а й хй Ь ; ADXB: у - у г(х), a ś x ś b .
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Рис. 5.3

Предположим, что в замкнутой области D заданы непрерывно дифференцируе­
мые функции Р(х, у), Q(x, у). Вычислим шггетрал ’ •

D °У а У]W °У, „ Л

= JP(x,y2(x))cfc- JP(x,y,(*jj& ̂ fefo y )« fr’r  -\P{pc>y)dx =
а ' ' д . • . АСВ

= - J P ( x ,y ) & - j £ ( * ,y ) &  = -  
SĄ.4 АСВ

]P(x,y)tfr + fP(x,y)cfr 
ХСЙ ' ' Ю|<< _

=-^(*>у)<&>
i

где обход контура Х совершается против часовой стрелки (положительное направле­
ние обхода, при котором область D остается слева). Такой обход замкнутых конту­
ров предполагается й в дальнейшем. . • -

. Следовательно, ' , . , . ,■

[^ ^ d x d y = - { P ( x , y ) d x .  (5.13)
О уУ L  .

Совершенно аналогично показывается, что -

f f Ś O & Ż l ^ ^ g t e y W ' . . .  (5.14)
D . «* . • ■ I  . •" . . : . . ■

Вычитая из равенства (5.14) равенство (5.13) получим формулу Грина* 

■ ' . ' " ' Ч - '  f l< ś > ldxdy= -jp(x,y)dx. (5.15)

Следствие. Полагая в формуле (5.15) Р(х, у)= -у, Q(x,y)=x шт. Р(х, у)= -у, Q(x, 
: у)=0 соответственно получим; ■ '  ‘ ' ’ . '

'Док. Гвин (1793 -1841) -  апглийасий математик и физик. - -
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S  = \\dxdy= ~jxdy~ydx, S  = \\dxdy =-$ydx, ' , (5.16)
D l L ‘ d  l  '

где S — площадь области D (геометрическое приложение криволинейного интеграла 
второго рода).

5.6. Условие независимости криволинейного интеграла второго рода от
пути интегрирования

Пусть функции Р(х, у). Q(x, у) непрерывно дифференцируемы в замкнутой об­
ласти D плоскости хйу. Возьмем в области/) две произвольные точки М  и N  и соединим 
их различными линиями, лежащими в D (рис. 5.4).

Если интеграл ' ' • - .

^P(x,y)dx+Q(x,y)dy ‘ (5.17)
ш

по любому из путей, лежащих в D и соединяющих точки М и  //принимает одно и тоже 
значение, то говорят, что он не зависит от пути интегрирования. - .- •

Справедливы следующие утверждения, которые мы приведем без доказательства. 
Теорема 1. Для того, чтобы криволинейный интеграл (5.17) не зависел от пути 

интегрирования в области Д  необходимо и достаточно, чтобы в каждой точке этой 
области выполнялось условие • -  ‘ ' г -

dQ(x,y) дР(х,у) (5 18)
----- дх ~ ду ' •

‘ ' Можно показать, что выполнение условия (5.18) равносильно тому, что по­
дынтегральное выражение в (5.17) есть полный дифференциал некоторой функции 
и=и(х,у), т.е.

du = P(x.y)dx+Q(x,y)<fy. (5Л9)
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С учетом этого теорема 1 может быть переформулирована как .
Теорема 2. Для того, чтобы криволинейный интеграл (5.17) не зависел от пути 

интегрирования в области D, необходимо и достаточно, чтобы его подынтегральное 
выражение было в этой области полным дифференциалом (5.19).

5.7. Поверхностные интегралы  первого и второго рода и их вычисление
> ' ' 1. Поверхностные интегралы  первого рода

В трехмерном пространстве Охуг рассмотрим гладкую двустороннюю поверх­
ность а, у которой будем различать верхнюю сторону а *  и нижнюю - о ~ . Гладкой 
называется поверхность, в каждой точке которой существует касательная плоскость, 
непрерывно изменяющаяся при переходе от точки к точке.

Поверхность с краем называется двусторонней, если при переходе с ее верхней 
стороны на нижнюю мы должны обязательно перейти через край этой поверхности 
(рис. 5.5). ..

В общем случае поверхность <х называется двусторонней, если полный обход по 
любой замкнутой линии, лежащей на этой поверхности и не имеющей общих точек с ее 
границей, не меняет’направления нормали к поверхности. Выбор определенной сторо­
ны поверхности называют ее ориентацией. В каждой точке гладкой двусторонней по­
верхности а  определены два направления вектора нормали к ней, являющиеся взаимно 
противоположными.

Если на поверхности а  существует замкнутая линия, полный обход по которой 
меняет направление нормали, то эта поверхность называется односторонней. Класси­
ческим примером односторонней поверхности является лист Мебиуса', который мож­
но получить, если длинную прямоугольную полоску бумаги один раз перевернуть и 
затем склеить ее противоположные концы.

* Л.Ф. Мебиус (1790—1868)—немецкий математик.
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В дальнейшем мы будем рассматривать только двусторонние поверхности.
Будем считать, что на поверхности <тзадана непрерывная функция f(x, у, z). По­

верхность а  разобьем произвольными линиями на п элементарных поверхностей О}, 
площади которых будем обозначать- Ааь i = 1, и (рис. 5.3). На каждой из элементарных 

поверхностей о} выберем произвольно по точке Мфсу уь z j ,  вычислим значения функ­
ции f(x, у, z) в этих точках, умножим их на площади соответствующих элементарных 
поверхностей и просуммируем по всем разбиениям. Получим

ЕДАГ,)До, з  Ytf ( x i,y i,zi)Aai. (5.20)
i=i /=1

Составленная по указанному правилу сумма (5.20) называется интегральной 
суммой для функции f(x,y,z) по поверхности <х

Обозначим через Я - наибольший из диаметров элементарных поверхностей егь 
i = \,п . %

Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы (520) при 
условии, что число разбиений я-ко, а наибольшая из элементарных поверхностей стя­
гивается в точку, не зависящей от способа разбиения поверхности а  на частичные по­
верхности о; и от выбора точек М ^ х ^ у ^  на них, то он называется поверхностным ин­
тегралом первого рода от функции/^, у, z) по поверхности <ти обозначается символом

j j f ( x ,y , z ) d o  и,.lim. £  / ( х , , у п 2 ,)А а ,. . (5.21)
„ И-И» (=1 .
° Л->0 ' 1

. Данное определение, по существу, , аналогично определению двойного интегра­
ла. Поэтому, достаточное условие существования двойного интеграла и, его свойства 
(см. п. 4.1) по аналогии переносятся и на поверхностные интегралы первого рода.

В частности при f(x, у, z)s 1 из равенства (5.21) следует, что

' а  = jjda, (5.22)

где о - площадь поверхности а  (геометрический смысл поверхностного интеграла перво­
го рода). .

Если по поверхности о  распределена масса m с поверхностной плотностью 
р-р(х, у, z), то интегральная сумма (5.20) при f(x. у. z)=p(x, у, z) будет приближенно 
равна массе поверхности, точное значение которой на основании (5.21) выразится 
интегралом
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m = \\ę>(x,y,z)da. (5.23)
O

В этом заключается физический смысл поверхностного интеграла первого рода.
- Координаты центра тяжести, статические моменты и моменты инерции матери­
альной поверхности ст вычисляется по формулам, аналогичным (4.43), (4.44).

2. Вычисление поверхностных интегралов первого рода
Пусть а  - поверхность, определяемая дифференцируемой функцией z=ę(x, у) и 

пусть функция/^, у, z)

непрерывна на поверхности о, а значит и интегрируема по этой поверхности. Будем счи­
тать, что поверхность ст взаимно-однозначно проектируется па область D плоскости хОу 
(рис. 5.6).

Выберем на поверхности а  элементарную площадку da  и обозначим ее проек­
цию на плоскость хОу через dS. На поверхности da  возьмем точку Р и проведем через 
нее нормаль П к этой поверхности. Обозначим через у  угол между положительным 
направлением оси Oz и нормалью Я (рис."5.6). Далее элементарную поверхность da 
заменим соответствующей элементарной площадкой касательной плоскости к 
поверхности <тв точке Р. Тогда ćfe|cosy| = dS. Известно, что

cos у| =
Ф V1+<Pi2 + 4>? ’

dS=dxdy.

Следовательно,
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Поэтому интеграл по поверхности а  выразится через двойной интеграл по ее 
проекции D на плоскость хОу следующим образом

lif(x,y ,z)da=  У' ф(*> y))yjl+ <р12 +<Pydxdy. (5.24)
a D

Аналогично получаются формулы, выражающие интеграл первого рода по по­
верхности сг через двой1ше интегралы по ее проекции на плоскости xOz и уОг. Их за­
пись предоставляется читателю.

Если f(x, у, z)s 1, то из равенства (5.24) следует, что площадь поверхности а, за­
данной уравнением z=ę(x, у), вычисляется по формуле

о = jjda-,jjy]l + (f>/2 + (?l2dxdy. (5.25)

Пример. Вычислить интеграл

J = \ ( x l +y2 + z~ \

где а  - часть поверхности z = 1 -  ̂  (х2+ у 2), отсекаемой плоскостью z=0 (рис.5.7).

Учитывая, что Z* =  —X, zL  =  —у  в соответствии с формулой (5.24) перейдем

от поверхностного интеграла к двойному по области D 

■ J = f l j x 2 +  y 2 +  z - y j <*0 =

= JJ^x 2 + у 2 + 1 -  ~^{х2 + у 2) -  y j-y /1 + х 2 + у 2 dxdy

= 7" Я ( l + * 2 + у 1)2 tedy ■

Для вычисления этого интеграла перейдем к полярным координатам.
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: L ^ . L H + r 2f
2 10 2 5 v '

V2
— (Эл/З - l ) «  9,16.

3. Поверхностные интегралы  второго рода
Пусть теперь а  - некоторая ориентируемая поверхность, заданная уравнением 

z-ę(x, у), a R(x, у, z) - непрерывная функция, определенная в точках этой поверхности. 
Ориентация поверхности заключается в выборе одной из двух ее сторон и осуществ­
ляется следующим образом. Если векторы'нормалей к поверхности составляют ост­
рые (тупые) углы с осью Oz, то будем считать, что выбрана верхняя (нижняя) сторона 
<?* (<т~) поверхности а.

Поверхность <т разобьем на п элементарных поверхностей о}, проекции которых 
на плоскость хОу обозначим Ą, а их площади - AĄ i = 1, п . На каждой из элементарных 

поверхностей о; выберем произвольно по точке М£хь y b z0, вычислим значения функ­
ции Щх, у, z) в этих точках, умножим их на проекции соответствующих элементарных 
областей на плоскость хОу и просуммируем по всем разбиениям. Получим

±± R (M i)ASi ^± ± R (x i,y i,z t)ASi, (5.26)
i=i 1=1

где знак + (-) берется для верхней (пижней) стороны <т+ ( )  поверхности а.
Составленная по указанному правилу сумма (5.26) называется интегральной 

суммой для функции R(x,y,z) по проекции поверхности сг на плоскость хОу. Пусть Л - 
наибольший из диаметров элементарных поверхностей а„ i = 1,и.

Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы (S.26) при 
условии, что число разбиений л-э°о, а наибольшая из элементарных поверхностей стя­
гивается в точку, то он называется поверхностным интегралом второго рода от функ­
ции R(x, у, z) по проекции выбранной стороны поверхности сгна плоскость хОу и обо­
значается символом

\\R(x,y,z)dxdy = ± lim £Л(х„у„г()Д5,
* п-> » iB|

° х-*о •
(5.27)

Совершенно аналогично определяются поверхностные интегралы второго рода
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Сумму

\\P(x,y,z)dydz, \\Q(x,y,z)dzdx.

\\P(x, у, z) dydz + j\Q(x, y, z) dzdx + \\R(x, y, z) dxdy.
а  <т a  .

принято называть общим поверхностным интегралом второго рода и записывать 
\\Р(х, у, z) dydz+Q(x, у, z) dzdx+R(x, у , z) dxdy.

Между поверхностными интегралами первого и второго, рода существует сле­
дующая связь . . . г •

\\[Р(х, у, z) cos а + Q(x,y, z) cos p + Д(х, у, z) cos у]с?ст =
" „  (5.28]= JJ P(x, y, z) dydz+ Q(x, y, z) dzdx+R(x, y, z) dxdy, . .

O ' . . . . ' . '
где cosa, соэД cosy- направляющие косинусы нормали Я к поверхности а.

Из равенства (5.27) следует, что 1 .
\lR(.x,y,z)dxdy = -]jR(x,y,z)dxdy, 
о+ о~ ' .

т.е. при изменении стороны поверхности поверхностный интеграл второго рода меняет 
знак на противоположный. Это свойство и является отличительным для поверхностных 
интегралов первого и второго рода, в то время как остальные их свойства аналогичны.

Перейдем теперь к вычислению поверхностного интеграла второго рода (5.27). 
Предположим, что поверхность о  взаимно-однозначно проектируется на область D 
плоскости хОу, тогда -

\lR(x,y,z)dxdys HR(x,y,z)dxdy = ±UR(x,y,<p(x,y))dxdy, (5.29)
ч  „± D

где <т* - соответственно верхняя или нижняя стороны поверхности а, заданной урав­
нением z=(p(x, у).

5.8. Формулы Остроградского и Стокса

Формула Остроградского* связывает между собой тройной интеграл по объему 
V, ограниченному замкнутой поверхностью а , с интегралом по данной поверхности и 
имеет вид

* М.В. Остроградский (1801 -1 8 6 1 )—русский математик. - ■ -
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Я/ f + + ^Г“ dxdydz = <ff[Pcos а  + g co s  р + Д cos y]<fo =
v \ d x  ду d z )  ” (5,30)

=  <$Pdydz + Qdzdx +  Rdxcty .
а . . . . ’ . • "

Здесь предполагается, что функции Р(х, у, г), Q(x, у, г) и Щх, у, z) вместе со 
своими частными производными непрерывны во всей пространственной области V, 
включая ее границу -  поверхность с . ‘

Формула Стокса* связывает между собой криволинейный интеграл по замкну­
той пространственной кривой L с поверхностным интегралом по поверхности о, краем 
которой является L. Она записывается

jPdx + Qdy + Rdz =
L

При этом направление интегрирования по контуру L выбирается так, что если 
смотреть с конца нормали П к поверхности а, то обход границы L должен быть виден 
против хода часовой стрелки (рис. 5.8). . .

Предполагается, что функции Р(х, у, z), Q(x, у, z) и R(x, у, z) вместе со своими част­
ными производными непрерывнйъо всех точках поверхности а, включая ее границу!.

Доказательство важных для теории и приложений формул (5.30), (5.31) приве­
дено в более полных руководствах по интегральному исчислению (см., например, [4 (т. 
2), 9,16 (т.2), 19]). ..................

" Дж. Стокс (1819 -1903) -  английский физик и математик, 
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Пусть каждой точке Р(х, у, z)eQ  ставится в соответствие определенное число 
или вектор. Тогда говорят, что в области Q задано соответственно скалярное или век­
торное поле. Скалярное поле определяется числовой функцией и=и(х,у, z), заданной в 
области П. Векторное поле задается, обычно с помощью векторной функции от ска­
лярных аргументов ,

- A(P) = Ą (x ,y ,z)7  + Ay(x,y,z)J + A2(x,y,z)k. (5.32)

Изучая скалярные поля, мы рассмотрели их основные характеристики, такие как 
поверхности и линии уровня, производную по направлению, градиент. Основными ха­
рактеристиками векторных полей являются векторные линии, поток вектора через по­
верхность, дивергенция, циркуляция й ротор векторного поля.

Определение. Векторной линией поля называется такая линия L, в каждой точке 
которой касательная совпадает с направлением вектора поля (рис. 5.9).

Л(Р)

5.9. Элементы теории векторного поля. .
Поток, дивергенция, циркуляция, вихрь

Рис.5.9

Векторные линии в конкретных полях имеют определенный смысл. Так, напри­
мер, в поле скоростей движущейся, жидкости векторные линии совпадают с линиями
тока, а в электромагнитных полях -  с силовыми линиями. ............

Из условия коллинеарности вектора поля (5.32) и вектора касательной (5.40) 
следует, что для определения векторных линий в пространственном случае нужно ре­
шить систему дифференциальных уравнений первого порядка .

dx dy . dz
. . . . . .  Ax(x,y,z) Ay(x,y,z) Az(x ,y ,z)’

а для плоских полей -  дифференциальное уравнение ' : ' ' '

• dy
- Ах(х,у) Ау(х,у)'
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Сначала рассмотрим задачу о нахождении потока идеальной несжимаемой жид­
кости через, некоторую двустороннюю поверхность. Будем считать, что движение жид­
кости является установившимся или стационарным, т.е. скорость частички жидкости за­
висит лишь от ее положения в пространстве и не зависит от времени. Пусть поле скоро­
стей движущейся жидкости v = v(P), VP(x, у, z)sQ, нам известно. Рассмотрим в этом 

поле двустороннюю поверхность а, которую разобьем произвольными линиями на п 
элементарных поверхностей. Обозначим через da - элементарную поверхность, содер­
жащую точку Р, а через п(Р) - единичный вектор нормали к внешней стороне этой по­

верхности. Пусть ф - угол между векторами й(Р) и v(P) (рис. 5.10).

1. Поток вектора через поверхность. Дивергенция

Определение 1. Потоком Q через поверхность о  называется количество жидко­
сти, проходящей через эту поверхность за единицу времени в направлении единичного 
вектора нормали к поверхности. . .

Элементарный поток d g ,'проходящий через элементарную поверхность da, бу­
дет равен объему соответствующего элементарного цилиндра

dQ = npnv{P)do = |v(P)j cos ф d a -  |v(P)| • |й(Р)| ■ cos ф d o -  (v(P) • n(P))da,

где (v(P) • й(Р)) - есть скалярное произведение указанных векторов.
Далее суммируя элементарные потоки, проходящие через все элементарные по­

верхности, или, другими словами, интегрируя по поверхности а  получим, что поток 
жидкости, проходящий через поверхность а  вычисляется по формуле.. -

S= fl(v (P )-a(P ))fo . (5.33)
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Поток вектора А(Р) произвольного поля (5.32) вычисляется по аналогичной 
формуле

. е= Я Й Р )-Я (Р )} * к  (5.34)
О .

Так как координаты векторов А(Р) и й(Р) известны: A = (Ax,Ay,Az), 

я(Р) = (cos a , cos р, cos у), то учитывая свойства скалярного произведения векторов, ра­
венство (5.34) может быть записано в виде

Q =ff(A xcosa+Ay cos^ + Azcosy)cia. (5.34/)
а . • ", - ■ ■

Рассмотрим теперь поток движущейся жидкости через замкнутую поверхность 
офис. 5.11). , .

Как и раньше, здесь п(Р) -  (cos a , cos р, cos у) единичный вектор нормали к
внешней стороне поверхности о.

Легко видеть, что поток жидкости, проходящей через замкнутую поверхность, 
равен количеству жидкости, выходящей из этой поверхности, минус количество жид­
кости, втекающей в нее. Поэтому: , ;

1) . Если £?=0, то это означает, что из объема, ограниченного замкнутой поверх­
ностью ст, вытекает жидкости столько же, сколько и втекает в него, т.е. внутри поверх­
ности о  нет ни источников, ни стоков;

2) . Если Q>0, то внутри поверхности оестъ источник;
3) .' Если Q< 0, то внутри поверхности а  есть сток.

1 : Чтобы определить, есть ли в точке Р, принадлежащей объему, ограниченному 
замкнутой поверхностьккт источник или сток, поступим следующим образом. Окру­
жим точку Р некоторой замкнутой поверхностьюсть например, сферой радиуса £ с
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центром в точке Р. Пусть V - объем, ограниченный поверхностью a j. Вычислим пре­
дел, равный отношению потока жидкости, проходящей через замкнутую поверхность 
a i, к объему V, ограниченному этой поверхностью, при условии, что поверхность о> 
стягивается в точку Р, т. е. _

# ( v( P ) h(P)M ti

lim—-----— —— —
г-»о V . (5.35)

Нетрудно убедиться, что если предел (5.35) отличен от нуля, то он характеризу­
ет мощность (плотность) источника или стока в точке Р.
: : Определение 2. Предел отношения потока вектора скорости v(P) через замкну­

тую поверхность О;, окружающую точку Р, к объему, ограниченному этой поверхно­
стью, при условии, что она стягивается в точку Р, называется дивергенцией или расхо­
димостью векторного поля скоростей v (P ) и обозначается символом

’ #(v(P)-n(P))fi?o1
divv(P) = lim --------------- -. (5.36)

Дивергенция произвольного векторного поля, заданного равенством (5.32), оп­
ределяется аналогично

. #(Л(Р)-й(Р))Жг,
divA(P) = lim ----------- :------   . (5.37)

к-»о V

Предположим, что все координаты вектор-функции (5.32) непрерывно диффе­
ренцируемы в области £2. Справедлива следующая

Теорема, Дивергенция векторного поля, заданного равенством (5.32), вычисля­
ется по формуле

divA(P) = M l
дх

^ L  + ̂ k )
t y  dz Jp

(5.38)

Д о к а за т е л ь с т в о . Заменим в числителе формулы (5.37) двойной интеграл по 
замкнутой поверхности Oi по формуле Остроградского (5.30) через тройной интеграл 
по объему V, ограниченному данной поверхностью, и применим к тройному интегралу 
теорему о среднем. Получим •
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divA(P) = lim — v-*o

M l + 2 L

jj(A(P).ń(P))dal UJ 
— ---------- = U m ^ i

8A dAy 8A
dx dy dz

dV

v-*o

dx
-- lim 
K->0

+
8y dz

■V
ą (SA, 8A

+
dx dy

У t дАг
dz

что и утверждалось.
Из равенства (5.38) видно, что дивергенция вектора А(Р) есть величина скалярная.
С помощью введенных понятий потока вектора и дивергенции, формула Остро­

градского (5.30) может быть записана в векторной форме
Q = #(Л(Р) ■ n(P))da = ljjdiv(A(P)dV, (5.39)

о V

т. е. поток вектора А(Р) через замкнутую поверхность о  равен тройному интегралу от 
дивергенции'вектора А(Р) по объему V, ограниченному этой поверхностью.

2. Циркуляция и ротор (вихрь) векторного поля
Будем считать, что все координаты вектор-функции (5.32), определяющей век­

торное поле в области £2, непрерывно дифференцируемы в этой, области. Выберем в 
области £2 некоторую линию! (рис, 5.12) и рассмотрим вектор ...

dl = dxj + dyj- + dzk. , , (5.40)

Пусть Ао есть точка отсчета длины дуги |ć#| = . При выполнении данного

равенства вектор d l, направленный по касательной к линии L, всегда представляется 
формулой(5.40). ■' ■■■'•' ■ : ' ■ ■/

• Рассмотрим интеграл вдоль линии L . от скалярного произведения векторов 
А(Р) яЛ, . .  . . ... „у ,: , .. , ,  ■ :
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)(Л(Р) dl)= ]Axdx+Aydy+Atdz. (5.41)
L L -

Определение 1. Если линия L замкнута, то криволинейный интеграл (5.41) на­
зывается циркуляцией вектора А(Р) вдоль контура L и обозначается

С = j(A(P) ■ dl) = jAxdx+Aydy + Azdz. (5.42)
L L

Если A(P) - вектор силы, то циркуляция (5.42) численно равна работе этой силы 
при перемещении материальной точки по замкнутому контуру L. В этом состоит физи­
ческий смысл циркуляции. Для полей иной природы циркуляция имеет другой физиче­
ский смысл.

Определение 2. Роторам или вихрем векторного поля А{Р), заданного равенст­

вом (5.32), называется вектор, который обозначается символом rotA(P) и определяет­
ся формулой

rotA(P) =

i i  >■ к
д_ д_ д_
дх ду dz
А* Ау Аг

dĄ  а л А  (ЪАТ 
ду dz )  ^ дх

^ ■ ) f .  (5.43)
ду )

' Физический смысл ротора на примере поля скоростей точки Р, вращающейся 
вокруг некоторой оси, состоит в том,' что он равен удвоенной угловой скорости враще­
ния [1, 9,19]. Следовательно, отличный от нулевого вектор гоЩР) свидетельствует о 

вращении векторного поля А(Р). Это объясняет происхождение названия «ротор», 
т.е. «вращение». ’ . -

С помощью введенных понятий циркуляции и ротора формула Стокса (5.31) 
может быть записана в векторной форме

С = ^ ( Р ) Л ) = Я ( г ?Й(Р)Й(Р))к/а, (5.44)
L а

т. е. циркуляция вектора А(Р) по замкнутому контуру L, являющемуся границей по­

верхности <т, равна потоку вектора rotA(P) через поверхность а. '

Циркуляция характеризует вращательную способность векторного поля А(Р) по 
замкнутому контуру L.

Векторное поле А(Р) называется саленоидальным или трубчатым, если 

divA{P) = 0 и потенциальным или безвихревым, если rotA(P) = 0, V Р(х, у , г )еП.
’ Справедлива следующая теорема, которую мы приведем без доказательства.'
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Теорема. Пусть в одпосвязной области £1 равенством (S 32) задано векторное 
поле А(Р). Для того, чтобы оно было потенциальным в £2, необходимо и достаточно, 
чтобы существовала дважды непрерывно дифференцируемая’ функция u=u(x,y,z), та­
кая, что •

А(Р) = gradu. (5.45)

Функция, u=u(x,y,z) удовлетворяющая в области О равенству (5.45), называется 
потенциалом поля А(Р). Очевидно, что потенциал определяется с точностью до про­
извольного постоянного слагаемого, так как ’ з “ i

gradu-gyad(u+C), C -V consł. . ' .

Теоретическое упражнение. Нркязха самостоятельносоотношение:
divrotA(P) = 0, rot gradu=0, . (5.46)

предполагая, чт ^ункиш' А(Р), и= и(х^) дважды непрерывно дифференцируемы в об­
ласти fi, , . _ . .

. Из равенств (5.46) следует, что соленоидальным будет,поле ротора любого век- ■ : 
торного поля, а потенциальным -  поле градиентов любого скалярного поля. Хотя со- 
леноидальные и потенциальные поля не исчерпывают всех'векторных полей молото 
доказать, что любое векторное поле является линейной комбинацией полей этих двух 
типов (см., например, Фихтенгольц Г.М. Курс дифференциального и интегрального 
исчисления. Т. 3 .-М .: Наука, 1969). • • " .

Более полно эту важную для теории и приложений тему нужно смотреть в [1, 4 
(т.2 ),9 ,1 6 (т.2), 19]. ' ■

, В заключение приведем список литературы, которая частично, использовалась 
при написании данного учебного пособия и может служить для более углубленной са­
мостоятельной проработки рассмотренного здесь материала. ‘  ̂ '
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