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В процессе изучения строительной механики студенты всех Специ­

альностей и (jxr м обучения изучггт один из основных разделов кугла, 
посвягаенный расчету плоских статически с. роделгмых рам на неподвиж­
нее нагрузки. Глубокое усвоение указанного материала . - яется необ­
ходимой предпосылкой успешного изучения больш.аетва других разделов 
курса строительной механики, связанных с расчетом как статически оп­
ределимых, так и статически неопределимых стерккевых систем более 
об: »!1'' типа -  как плоских, так и пространственных. Знание методов 
расчета плоских статически определимых рам необходимо и при изучении 
я дальнейшем курсов металл»веских,железобетонк:.... и деревянных конст­
рукций, а также других дисциплин.

Однако в учебной литературе по строительной механике изложение 
материала нс расчету плоских статически определимых рам выполнено, 
как правило, недостаточно полно и последовательно, в ней также недо­
статочно дйтал»но разработанных примеров расчета различных типов рам. 
Все это создает для студентов при изучении рассматриваемой теш  кур­
са строительной механики дополнительные трудности,

Настоящие методическиеуказанкя составлены о. целью помочь студен­
там в усвоении основных понятий, приемов и методики расчета плоских 
статически определимых рам, в самостоятельном выявлении расчетно- 
прсектировочных заданий и отдельных задач, в приобретения необходи­
мых практических навыков по расчету рамных стержневых систем.

Р Ш  К ЗНУТКННИЬ УСИЛИИ В НИХ. ОБЦИЕ ПОНЯТИЯ.

Рамами называю? системы, состоящие из прямолинейных стержней, 
соединенных между собой жестко либо шарнирно в у .-лах. Рамк, как к 
все другие строительные сооружения, предназначены для восприятия 
действующих на них нагрузок и должны быть геометрически неизменяемы­
ми. Здесь будем рассматривать только плоские статически определимые 
(не имеющие лишних связей) рамы. Степень свободы таких рам, которую 
можно определить, например, по формуле 3-К (где Ш —число
простых шарниров в раме, включая опорше — при этом шарнирно непод­
вижная опора трактуется как'один шарнир, а  подвижная — как два; К -  
число контуров рамы),должн равняться, как известно, нулю. Этими 
требованиями определяется структура статически определимых рам, то 
есть принципы и характер соединения стержней между собой и с основа­
нием. Приступая к расчету любой системы, з  том числе и p a w , всегда 
необходимо проверить её геометрическую неизменяемость, то есть выпол­
нить кинематический анализ системы. В данных методических указаниях 
вопрссы кинематического анализа не рассматриваются. Принципы и Пори-



•• •-«•«и^давнаЯ'.кяйёмамчвогого анализа можно найти в литературе, ука- 
•" л разделе 5. Заметим, что на расчетных схемах стержни рам за -  

v ; .';св их центральными линиями; поперечные сечения сторккеЕ незави- 
■ >')* v.x формы характеризуются в общем виде численными значениями
.-•ч-ладеи и моментов инерции; реальные опорные устройства заменяются 
.:.еалпными; нагрузки на стержни рам переносятся на их оси. По отрук- 

■■ j •£■. статически определимые рамы можно разделить на простые, трохынр- 
•lUpHue и составные. *

В простых рамах (рис. I . I )  стержни соединяются между собой толь- 
жестко и*рни представляют собой, по существу, ломаные стзряни, со­

единенные с основанием тремя связями, которые реализуются обычно с 
использованием трех ( основных) видов опор -  шарнирно подвижной опоры 
(содержащей одну связь), шарнирно неподвижной (содержащей две связи) 
и заиемления (содержащего три связи). Выделим отдельно простые рамы 

защемлением (заделкой), которые называют консольными (рис. 1 .1 а ). 
Расчет таких рам имеет некоторые особенности, на которых остановимся 
пс лже.

В трехшарниэдкх рамах стержни соединяются между собой как жест­
кими, так и шарнирными узлами (рис. 1 .2 ), а число опорных связей бо­
льше трех. Особенность структуры простых трехшарнирных рам заключае­
тся в том, что их можно представить в виде трех дисков (простых ло­
маных стержней), соединенных между собой последовательно тремя шар-' 
нирами, не лежащими на одной прямой. Следует отметить, что трехшар­
нирные рамы относятся к классу распорных систем, в которых при нали­
чии только вертикальных нагрузок возникают и горизонтальные составля­
ющие реакций (распор).

Составными будем называть рамы, состоящие из нескольких соединен­
ных между собой простых рам (рис. 1 .3 а ) , либо комбинации простых и 
тре шарнирных рам рис. ( .3 6 ) .

Яри действии на раму внешней нагрузки в каждом поперечном сече­
нии её возникают три видь внутренних усилий (рис. 1 .4 ), характеризу­
ющих взаимодействие частей раны (стержня) относительно данного сече-
сШ Я.
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-  изгибающий момент М . действующий в плоскости, перпендикулярной 
к поперечному сечен и,, элемента (стержня) рамы;
-  поперечн.-.. сила й  . действующая в плоскости полеречного сечения 
и гроходяща.: через его центр тяжести;
-  продольная сила N . действующая перпендикулярно к сечению (вдоль 
оси стержня) и приложенная в центре тяжести сечения.

Осью стержня называют "мнию, проходящую через центры тяжестей 
поперечных сечений по длине стержня.

Определение внутренних усилий М, Q , N в сечениях статически 
определимых стержневых систем выполняется на основе метода сечений, 
согласно которому в заданной точке оси элемента проводится сечение, 
разделяющее раму на две части. Затем рассматривается равновесие од­
ной (любой) из частей рамы. При этом действие отброшенной части рамы 
заменяется внутренними усилиями, которые представляются в сечении в 
веде внешних сил. Из уравнений равновесия, число которых равно трем 
(что соответствует количеству неизвестных внутренних усилий), опре­
деляются внутренние усилия в рассматриваемом сечении (точке) рамы. 
Указанные положения позволяют сформулировать следующие правила опре­
деления внутренних усилий, возникающих в поперечных сечениях плоской 
рамы:
Ф  Изгибающий момент в сечении численно равен алгебраической сумме 
моментов чсех внешних сил (включая и опорные реакции), приложенных 
к части рамы с одной стороны от сечения, относительно центра тяжести 
данного сечения.
®  Поперечная сила в сечении численно равна алгебраической сумме 
проекций всех внешних сил, приложенных к части рамы с одной сторону
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от сечения, на ось, перпек мкулярн; i х оси стержня.
( J )  Продольная сияя в сечении численно р аы а  алгебраической суш е 
проекций всех внешних сил, приложенных к части рамы с одной стороны 
от сечения, на ось касательную к оси стержня (для прямолинейных стер­
жней -  на ось самого стержня).

Напомним', что момент силы относительно некоторой точки равен про­
изведения величины стой силы на ее плечо относительно этой точки (н а­
пример, на рис 1 .5 а  -  Мд(Р) -  P h p ) ,  где плечо силы относительно 
некоторой точки ( hP ) определяется как длина перпендикуляра, опущен­
ного из это й точки на лшип действия силы. Проекция силы на некоторую 
ось равна произведению величины силы на косинус уела между линией 
действия силы и указанной осью (рис. 1 .5 6 ). По указанным правилом 
легко определяются изгибающий момент относительно произвольной точки 
и проекция на любую ось нагрузки q  , распределенной на участке по 
любому закону, если ее привести к равнодействующей силе , прило­
женной в центре тяжести нагрузки на рассматриваемом у-сетке. Вычис­
ление изгибающих моментов относительно точки А для равномерно раещхэ- 
деленной нагрузки (равнодействующая R^, приложена посредине уча­
стка, ко который действует равномерно распределенная нагрузка) и на­
грузки q 2 , изменяющейся на участке по треугольному закону, показано 
на рис. 1.5 а . Заметим, что от действия сосредоточенного момента из­
гибающий момент относительно любой точки равен величине самого сосре­
доточенного момента, а  его проекция на любу» ось равна нулю.

Для наглядного представления изменения внутренних усилий в сече­
ниях рам строят эпюры внутренних усилий. Эпюрой усилия (М, ft , N и 
д р .)  называется график (диаграмма), изображающий закон изменения это­
го усилия по длинам всех элементов системы (стерш ей рамы) от дейст­
вия постоянной нагрузки. Отметим некоторые пре-ила, применяемые при 
построении эпюр:
1. Ось (базу ), на которой строится эпюра, всегда выбирают Так, чтобы 
она била параллельна или просто совпадала с ось» стержня.
2. Ординаты эпюры откладывают от базовой оси перпендикулярно к ней.
3 . Штриховать эпюрл принято линия»>и, перпендикулярными к базовой оси.
4. Ординаты усилий откладывают в определенном выбранном масштабе, 
одинаковом в пределах одной эпюр.- Кроме тоге на эпюрах проставляют 
значения ординат усилий в характерных точка-... а  в полях эпюр в кру­
жочках ставят знаки ординат .-пюр. Таким образом, каждая уз ординат 
акюрк_ усилий представляет собой в определенном маоштабе величину уси­
лия, дня которого построена эпюра, в соответствующем гэгеречном се­
чении рамы.

При определении внутрге-.их усь »А и построении их эпюр в строи—
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тельной механике обычно(Принимает следующие правила знаков:
-  Поперечная сила в сечении положительна, если она стремится повер­
нуть отсеченную часть р аш , из равно весь... которой она определена, 
относительно точек близких к сечению по часовой стрелке, и отрицате­
льна, если стремится повернуть эту  часть против часовой стрелки -  см. 
рис. 1 .6 ;
-  Продольная сила в сечении положительна, если она вызывает растяже­
ние в стержне раш  (направлена от сечения), и отрицательна, если вы­
зывает сжатие (направлена к сечению) -  си., рис. 1.7 .

РЧ" щ
Рис. 1 .6

ч ©
\— '

5г
Рис, 1.7

Отметим, что при построении эпюр й  и N ординаты поперечных и про­
дольных сил могут откладываться с любой стороны от базовых осей (сте­
ржней р а ш ). При этом следует руководствоваться наибольшей наглядно­
стью эпюр (чтобы эпюры на участках по возможности не накладывались 
друг на друга; и, желательно, чтобы для участков, являющихся продол­
жением друг друга по прямой, ординаты одного знака откладывались с 
одной стороны.

Для иэгшмихцих моментов специального правила знаков не устанав­
ливают, а откладывают ординаты их на растянутых волокнах (со стороны 
растянутых волокон). При определении величин изгибающих моментов зна­
ки их принимают по собственному усмотрению. Удобно принять,например, 
как это сделано в данных методических указаниях, изгибающий момент в 
сечении положительным, если он действует относительно сечения по ча­
совой стрелке. Растянутые волокна в сечении при этом определяются сле­
дующим образом. В той части р аш , из равновесия которой в расчетном 
сечении определен изгибающий момент, выделяви бесконечно малый эле­
мент стержня, прилегающий к рассматриваемому с-зчению (на схемах этот 
бесконечно малый элемент стярп-ы для наглядности изображается в виде 
.элемента конечной длины). (читаем затем, что в расчетном сечении ука­
занный элемент имеет защемление, и приклзддеаем к нему нечисленны., 
для расчетного сечения кэ"ибающи7 момент. Анализируя теггеэь изгиб 
рассматриваемого элементе системы ( р а ш \  несложно определит;, с ка­
кой стороны стержня волокна будут растяну гы, а с какой — ежчтм. Нап­
ример, для ломаного стержня, изображенного на р.;с. I .ti  а , иэгибаюл;*.:- 
момент в сечении 1-Г, вычислении;. из рнссмо,рения равновесия пг-~.' 
части систсте, будет о т р я 'а т е .т л р (в о »  , чек ни * e:«jni ьрлг'.г.т отн-.ои-
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тельно сечения I—I против часовой стрелки). Схема изгиба элемента 
системы, выделенного возле сечения I—I из ппавой ее части, показана 
на рис. 1 .86 . Из анализа этой схемы видно, что растянутыми в сечении 
I—т будут нижние волокна (здесь и далее на схемах изгиба элементов 
со стороны растянутых волокон будем проводить штриховые линии).

Для системы, изображенной на рис. 1 .8 , которую будем считать рав­
новесной, приведем несколько примеров вычисления (в  общем виде) внут- 

иих усилий в сечении I—I:

=  К , /  r hw -  R ^ h ^  ♦ Р*0 -  9 ,0 ,/ц ,  +  Р4 h*  - q 4a 4h , j ; 

М Д ^ - Ч  . Р л - Ь '- Ш ;

J 9<) г -os 9D* - R  ̂cos (Г “ (fya, + Pt ) ш Л  - а г ;
Qhpa»)̂  . p casp  , , ,4 90*« -  f> cosjS;

- Я  ♦Rv c o s 9 0 '“ ( q fa ,  *Pi )&ind -  R, ■,

f a r — * ♦ * :  /

Здесь , й^лев), ^ ^ (л е в ) _  внутренние усилия в сечении I—I , по­
лученные из рассмотрения ле'Ой части системы относительно этого сече­
ния; , Qj^P .  МД®?* — те же усилия, полученные из рассмотрения 

-правой части относительно сечения I - I .  Заметим, что для системы, на­
ходящейся в равновесии, внутренние усилия в одном сечении, полученные 

рассмотрения чевой и  правой частей, будут, естественно, равны друг 
/гу  (изгибающие моменты при этом будут получаться с противоположны-
знаками; растянутые же волокла, определенные по ник, будут распо­

ложены с сдней стороны^. Для рассмотренной системы (рис. 1 .8 ',  таким



образом, будем иметь: М ^ев --МЦ‘Р?; ; N ,lfen^
Это обстоятельство следует использовать для проверки правильности 
вычисления внутренних усилий в сечениях рам.

2 . ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ В ПРОСТЫХ РАМАХ

Рассмотрим раму, изображенную на рис. 2 .1 , представляющую собой 
ломаный стержень, соединенный с основанием тремя шарнирно подвижными 
опорами, реакции в которых направлены перпендикулярно опорным поверх­
ностям (в направлении опорых связей). Ия анализа рамы видно, чтс при 
определении внутренних усилий в любом ее сечении нельзя обойтись без 
знания величин опорных реакций. И, следовательно, расчет таких рам 
необходимо начинать с нахождения значений опорных реакций.

Опорные реакции определяются из уравнений равновесия рамы в це­
лом, которые в общем случае можно представить в трех различных вари­
антах:

1) в виде сумм проекций сил на две произвольные не параллельные
друг другу спи и сумм моментов сил относительно любой точки плоско­
сти ( Z X - 0 Е 'у -0 ;  £  М “ 0);

2) к ьиде суммы проекций сил на произвольную ось и двух сумм мо­
ментов относительно любых точек плоскости, не лежащих на одном перн- 
пондикуляре к указанной оси проекций ( £  Х=0; S М д-0; £ М , -& Ь

3) в виде трех сумм моментов относительно любых точек, не лежа­
щих на одной прямой ( £ М * = 0 ; JC M 6=0i

Выбор тоге или иного варианта составления уравнений равновесия,
а та...е выбор течек и направлений осей, используемых при составлении
этих уравнений, производится в каждом конкретном случае с таким рас­
четом, чтобы в каждое уравнение по возможности входила только одна 
неизвестно реакция (чтобы не решать систему уравнений) л по eoavo- 
жкости не бходили ранее определенные реакции. После вычисления опор­
ных реакций всегда -еобходгмо делать проверку правильности их опре­
деления, для чего рекомендуется подставить полученные их значения в 
какое—либс /рапознис равновесия, не использованное ранее.

определим ль.оные реакции для рассматриваемой сами. Для этого 
здесь нсгмльзу .м i.торой вариант уравнений равновесии:

£Х  = 3: R .- ч - О ,  йА=4кН;

Т. Mt *-0. -л 3 > U-г  -8  2 - ц : к -0 : йс= 5*Н.
>-■; • ' • ' ! • ? . ( ! -  2вч -  *-+-2 ^ О: t?4-  -  7 ,*Н.

летим, чт • вое жг)ь№.<'нва— уравнении разновесна для «к-'ч-д. тс' .ль 
■„-гаре.гх р>*ь:г !йй выч : < .id'Af для определения внутренних »«:а.-.ий в c i-  
ч. -яиях у...об'Ч-о сдтй:з-ч.*атв в численных значениях, л ,н • -.бщем ыдо
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с последующей подстановкой численных величин. Отметим таете, что ес­
ли величина реакции в результате ее определения получается отрицатель­
ной, это указывает на то, что мы неверно предположили направление 
этой реакции \В нашем примере -  {«акции Rt ) к оно бу,лот протимлюло— 
жнь*ч. В этом случае рекомендуется сразу ке исправить напранление ре­
акции ьа действительное.

Проверка правильности определения опорных реакций:
2М К“ °» 4 “1 “• 2*4 + в -  7-3 + 2*4-5 -  5-7 « С; +64 -  64 * о; 0-0 . 
Опорные реакции определен;.! верно. Для удобства дальнейших расчетов 
численные значения вычисленных реакций рекомендуется показынать на 
расчетной схеме рамы (см. рис. 2 .1 ) .

Теперь перейдем к расчету и построению опюр внутренних усилий. 
Несложно заметить, что любую рому можно разбить на отделимо участк» 
(отрезки стерш ей), на каэдом из которых изменение того или иного 
усилия описывается (в пределах этого участка) одним законом. Грани­
чные точки этих участков, в которых происходит переход от одних за­
конов изменения эпюр к другим, будем называть характерными точка!'*:.
В качестве характерных точек выступают:
-  точки, в которых приложены внешние сосредоточенные нагрузки (силы, 

моменты) либо опорные реакции;
-  точки начала и конца приложения распределенных нагрузок;
-  точки излома и разветвления стерш ей.
Для рамы, изображенной на рис." 2 .1 . можно выделить четыре расчетных 
участия: участок ГАТ, 11 - Та, Е -  й  » 1У — ЁС. Характерными при 
этом являются точки А, Т, а , 3 , С.

Рассмотрим знаяаде уча.ток I .  ПрОЕедем нагем произвольное сече­
ние 1-1. Внутренние усилил в любом сечении рамы могут быть определе­
ны из рассмотрения как левой части рамы относительно сечения, так ь 
правой 1 или соответствен::: как нижней, так и верхней частей рамы — 
для сечений, расположенных на вертикальных стерш их); при этом они 
должны получиться равными друг другу, что. как уже указывалось (см. 
раздел I ) ,  можно и нужно использовать для проверки правильность вы­
числения внутренних усилий в сечениях. Заметим также, что определе­
ние внутренних усилий в се-енм . удобнее производить из рассмотрели' 
той отсеченной части рамы, на негорда дейс-г-ует меньшее количество 
энеяьих С1*я. Для сечения .'.-I рассмотрим во, ...нвю часть раш  (для на - 
ладности ь этом примере покажем рэссматргвсеше части раш  отдельн 
гис. 2 .2 с ) . Расстояние от ьзршьС крайней точки участка (точки А) , •

: - I  cCvOnSvsM ас, . Оолда выражения .для определения внутрен- 
к;*-; усиллй ь прэлзьольню»’ учении I—I участка I (для которого
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подученные согласно вылекэложенным правилам, будут иметь вид:
М ****- Ra X, + Р-0 - Н  г a r w = - P  — 4 . 

Изгибающий момент на участке I изменяется по линейному закону, а  по­
перечная и продольная силы -  постоянны. Подставляя в выражение изги­
баю чего момента значения X, для крайних точек, найдем:

-  МА = 4-0 = 0; М4 = 4-2 -  + 8 кН-м (сечение I расположено на бес­
конечно малом расстоянии сверху от точки Т -  точки приложения силы 
Г ) . Растянутые волокна для сечения I ( и в данном случае для всего 
у ч а с т и  I)  определены на рис. 2 .3а .

Аналогично определим внутренние усилия на участке II (04Х ,44)
(см. рис. 2 .1 , 2 .2  б , 2 .3  б):
yU epx)_ 4 - (2+ х)  -  4-0 -  4-Х4 -  8 (при любом значении Х4);

qSB®P*> = 4 - 4 - 0 ;  N(„Eepx) = -  4 
и на участке Ш (0«:Х3^ 3 )  (см. рис. 2 .2  в , 2 .3 . в ) :

м;лев)_ 4>4 _  4>2 _  4 .х^ = в -  4*Х3 (при Х3 = 0 -  точка 5 -  tts -

- 8 кН-м; при Х3 = 3 -  точка 6 -  М = 8 -  4-3 * - 4  кН<м); й |хев^=-4;

К|(лев> = 0.'чп
Несколько сложнее определяются внутренние усилия на участке 1У.

Для произвольного сечения 1У-1У на участке рассмотрим правую часть 
рамы (рис. 2 .2  г ) .  Тогда выражения для внутренних усилий на участке 
1У будут иметь вид:

f C e,= -  5 X, + 2 X* • = X* -5 X*; (Jj4 !- -5 +2 X*; 0.

Видно, что изгибающий момент на учест-е 1У изменяется по криво­
линейному, параболическому закону, а поперечная сила -  по линейному 
закону (не постоянна — в отличие от участков I ,  II, III). Для построения 
эпюры М на этом участке, таким образом, необходимо вычислить значения 
изгибающих моментов минимум в трех точках например, по краям участка -  
в точках V и 9 и в середине его -  в точке 8 ) :

т .  7 -  Х,= 4 м; М,= 4 -  5-4 = -  4 (кН-м);
т .  8 — Xj= 2 м; М4= 2 -  5 ‘2 = — 6 (кН-м);
т . 9 -  Х9= 0; М9= 0.

Растянутые волокна на участке 1У по полученным значениям изгибающих 
определены на рис. 2 .3  г ,  а  сама эпюра М представлена на

строения эпюры поперечных сил вследствие линейного ее из- 
•». г,№„/1 на участке 1У достаточно вычислить значения 0. - двух точках 
vt. k. ч гр 'э  две точки всегда можно провести прямую лж ив) -  обычно
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вычисляют эти значения в крайних точках участка:

т . 7 -  X? = 4 v; Gb = -  5 + 2*4 = + 3 (кН);
т . 9 -  X» = 0; 0>» = -  5 + 2-0 = -  5 (кН).
Следует иметь в виду, что на участках действия равномерно распре­

деленных нагрузок, на которых изгибающие моменты изменяются по пара­
болическому закону, эпюра М может иметь экстремум !максимальное или 
минимальное значение), который является важной характеристикой эпюры 
и должен определяться. Если выполнить анализ полученных выражений для 
Mg и Qg , то несложно выяснить, что экстремальные значения изгибаю­
щие моменты принимают в сечениях, в которых поперечные силы равны ну­
лю. Эти сечения могут быть определены из выражений для Q (в нашем 
примере -  Qg -- 2-Х* - 5  = 0; Хтлх = 2 ,5  м), или по эпюрам 0. из гео­
метрических соображений (5/Xmaje =3/(4 — Xm,,); X,*^» 2 ,5  »•'. Макси­
мальный изгибающий момент на участке 1У рассматриваемой рамы, таким 
образом, имеет место в сечении Ю(Хтл*= 2 ,5  м) и равен: Hgтдх -- 
= 2,5* -  5 -2 ,5  = -6 ,Г5 (кН 'м). Окончательные зпю:>ы М, Q , N  в рас­
сматриваемой раме представлены на рис. 2 .4 .

Все у зли рамьг, включая опорные, должны находиться в равновесии.
Под узлами здесь будем понимать точки излома либо разветвления стер­
жней рамы, а также точки примыкания стержней через шарниры. Поэтому 
после построения в раме окончательных эпюр М, й  и N ’ целесообразно 
выполнить проверку равновесия её узлов. Для выполнения указанной 
проверки узлы выделяем ( вырезаем) из рамы, изображаем отдельно (для 
наглядности показываем и элементы примыкающих к узлам стержней) И 
прикладываем к ним внутренние усилия, возникающие в поперечных сече­
ниях, бесконечно близки к узл=ш, и внешние сосредоточенные нагрузки — 
силы я моменты, действующие в узлах (если они, конечно, есть). После 
этого составляем уравнения равновесия всех сил, приложенных к узлам 
С 2 Мч“0 ( 2Х=  0; 2  У = О,) й проверяем их выполнение. Для рас­
смотренной раш  прсзерка р>авнсь-есия узлов показана на рис. 2 .Г:.
( Т )  Анализ полученных эпюр внутренних усилий позволяет установить 
ряд общих закономерностей в изменении эпюр М. Ou Н . которые будут 
соблюдаться для любых рам:

1) на прямолинейном ненагруженном участке эпюра изгибающих мо— 
ментов всегда линейна к может быть построена по двум ординатам (обы­
чно для крайних сечений участка), а эпюрхл U и N — постоянны;

2) на участке с равномерно распределенной нагрузкой эпюра К все­
гда изменяется по кргаволанейному, параболическому закону и должна 
строиться минимум по трем ординатам (обычно для крайних и среднего 
сечений на участка); выпуклость эпюры М пои этом направлена в сторо­
ну действия разномерно распределен:.ой нагрузки; эпюре. {* на таком



’’ччстке всегда линейна и может быть построена по двум ординатам 
(для крайних сечений);

3) в точке приложение сосредоточенной силы эпюра М всегда имеет 
излом, направленный в сторону действия силы, а  эпюра Q -  скачок на 
величину произведения этсй силы на косинус угла между силой и ось», 
нормальной к оси стержня; если внешняя сила перпендикулярна оси сте­
ржня, то скачок на эпюре Q будет равен величине самой силы;

4) в точке приложения сосредоточенного момента эпюра Ы всегда 
имеет скачок на величину отого момента;

6) в шарнире изгибающий момент всегда равен нулю (не следует 
путать сечение в шарнире и сучение, бесконечно близкое к шарниру; 
так, если в сечении, бесконечно близком х шарниру, приложен сосре­
доточенный момент, то на эпюре М в этом сечении, согласно предыдуще­
му положению, будем иметь скачок с нуля в шарнире до значения сосре­
доточенного момента в точке его приложения);

6) на участке действия распределенной нагрузки в сечении, в ко­
тором поперечная сила равна нулю, изгибающий момент всегда имеет 
экстремум (минимум, максимум);

7) при принятых правилах знаков знак эпюры Q можно определить 
(проверить) по эпюре A по следующему правилу: эпюра Q на участке по­
ложительна, если для совмещения по кратчайшему пути осп стержня ка 
участке с касательной к эпюре М на том же участке ось стержня необ­
ходимо поворачивать по часовой стрелке; если для указанного совмеще­
ния ось стержня нужно поворачивать претив часовой стрелки, то эпюра 
Q на участке будет иметь отрицательный знак.

Используя изложенные общие закономерности изменения эпюр Н, Q ,
N эти эпюры можно строить, не составляя зависимостей для изгибаю­

щих моментов, поперечных и продольных сил по участкам, а  ограничива­
ясь вычислением значений указанных усилий в характерных сечениях рамы.

Дня иллюстрации таког'. приема построения эпюр М, Q и К рас­
смотрим раму, изображенную на рис. 2 .6 . Рама является консольной (см. 
разд. I)  и при вычислении внутренних уеший в любом ее сечении можно 
обойтись без нахождения опорных реакций, если рассматривать все вре­
мя равновесие отсеченных хонссльшх частей рамы. И, следовательно, 
при построении эпюр внутренних усилий..в т$аих раках опорные реакции 
можно не определять, если это не требуете.: специально. С другой сто­
роны , зная опорные реакции, мы всегда имеем возможность выполнить 
проверку правильности предыдущих расчетов (рассматривая равновесие 
отсеченной части со стороны опоры; равновесие опорного у зл а). Заме­
тим, чгс нагрузка q ,  , деготвуюь,. я на наклонный стержень (рис. 2 .6 ) ,  
задана равномерно распр'делекнок на горизонтальную проекцию этого
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стержня.

Для построения эпюр М, Q и N рассматриваемую раму следует раз­
бить на 4 участка (см. рис. 2 .6 ) .  При построении а торы изгибающих 
моментов рассуждаем следующим образом. На участках I ,  2 , 1У рамы 
эпюра U будет изменяться по линейному закону и для ее построения 
достаточно знать значения изгибающее моментов в крайних точках этих 
участков, то есть в сечениях I ,  2 , б , V, 8 , 9 . На участке II, на ко­
торый действует равномерно распределенная нагрузка, эпюра М будет 
изменяться г:о параболическому закону и для ее построения необходимо 
вычислить изгибающие моменты в сечени,.х 3 , 4, 5 . Выполним вычисление 
изгибающих моментов в указанных сечениях (1*9), рассматривая относи­
тельно сечений равновесие консольных частей рамы (на рис. 2.'? пока­
заны соответствующие конечные части рамы для сечений 5 и 8 ): 
M i~-3,5'0=0; Кг=-3,5-2=~7(кН-м); Мэ—3 ,5 -2  + 2-0 - - 7  (кН«м);
М*=-3,5-4+2-2+4*1,5-0,75= -5,5(кН*м); Ms=-3,5-6+2-4+4-3-I,5=^5(rH«ij) 
М*= + 9 -  8-0 * 9 (кГ-м); Мт = + 9 -  6-2 = -  7 (кН-м);
Ы,= + 9 -  6 1 + 4-3*/2 + 2-4 -  3 ,5 -6  = -  2 (кН»м);
М» = + 9 -  8-,? + 4 -3 -1 ,5  -  2-4 + 3 ,5 -2  = +10 (кК»м).
Определение растянутых волокон в сечениях 1+9 по действующим в них 
изгибающим моментам показано на рис. 2 .8 . Окончательная эпюра изги­
бающих моментов в рассматриваемой раме представлена ьа рис. 2 .9  а .

Аналогичные рассуждение проводим и при построении эпюр поперечных 
и продольных сил. На участках I ,  Ш, ТУ поперечные и продольные силы 
будут постоянны и для построения на этих участках эпюр Q и N  до­
статочно вычислить значения поперечных и продольных сил в одном (про­
извольном) сечении:
111 - N1 = N* = О: Ng - N+ = N+ - 0;Nb?  ̂N* =N+=-8-4-3= -20 (kH).
На участке П и поперечные, и продольные силы будут изменяться по ли­
нейным законам и для построения эпюр Q и N на этом участке необхо­
димо вычислить значения поперечных и продольных сил э двух сечениях -  
3 и 5:
Q3 = -3 ,b 5inoC+ 2 sin об = ( -3 ,5  +2)-0 ,8  = -  1 ,2 (кН);
О» = ( -3 ,5  + 2)$ino(+ 4 '3co$eU  —1,5 -0 ,8  + 12*0,6 = + б (кН);
N* = + З .б с о зс Л - 2 со8 сД. = (3 ,5  -  2 )-0 ,б  * + 0 ,9  (кН);
№ = 3 ,Есо$е(- 2c.oso(+ 4-3s'm et= (3 ,5  -  2 ) -0 ,6  + 12-0,8 = +Ю,5(яН). 

Построени е по полученным данным an . Q, N изображены на рис. 2 .8 6 ,в.
На впюре поперечшх сил на участке П имеется сечение, в котором 

поперечная сила равна нулю. В этом сечении изгибающий момент на уча­
стке должен иметь экстремальное значение. Координаты указанного се­
чения вычислил из геометрических соображений:
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Рио. ?.9. Окончательные эпюры

ч к ?
м 8г

i ;C ^ W'5 2 Мс=0; 5+2- 7 -С;
0 * 0 ;  10,5соы-6$!п оН,5=0; 

10.5-0,ь-&-ол—1.5=0 ;
2 .У =0; -4+2(t-6ccsv( -  ft!,'! $hd“0; 

50-20-0 i '<5+20- 6 0jb- i J, b-0,8.= о.

i >5

Уэ=л b

SMb=0; 3-3=0; 
zy=0; C.9sin ot- 1,7. cosoi»0 

0,9 0,8-1,2 0.6=0; 0,72-0,72=0; 
ZX=0; 1,2 sin A  -0,?cos ct -2+ ̂  5=0 ; 
-\2 0,8- 0,9-0,6 +13=0 ; -1,3+1,'5*0.

™c.2.*.'0, rij-OB.-pKC ■̂ аьио- У‘ЗЛО!3



*12 6 . ч
Sm*x= 5 - s W  ' 'l,2i(5-SmAx) = 6-SmAj( ; Sm*x = 0 ,5 3 b M ;

Л тд х *  S m w c o s< ^ -0 ,8 3 3 -0 ,6 = 0 ,5 м ; Утм = 5m»x'S'mo(.=0,833• 0,8= 0,67м

Тогда максимальное (по абсолютной величине'1 значение изгибающего 
момента на участке И будет равно

- -3 ,5*2 ,67  + 2*0,67 + 0,5*4*0,52 -  -  7 ,50 (кН-м).
После получения окончательных апир М, Q и N выполняется проверка 
равновесия узлов, показанная для рассмотренной рамы на рис. 2 .10.
На этом расчот консольной рамы можно и закончить, если нас не инте­
ресуют реакции заделки.

Следует отметить, что ь проектной практике расчета сооружений 
величины опорных реакций обычно знать необходимо (они используются 
в расчетах опорных узлов, нижележащих конструкций и т . д . ). Поэтому 
здесь также выполним определение реактивных усилий в заделка, для 
чего рассмотрим равновесие рамы в целом:
2Х  = 0; 3 ,5  -  2 -  Н * 0; Н -  1,5(кН);
2У  -  0; R -  8 -  4*3 «= 0 ; К .  20(кН);
2Ма-  0; 9 -  3-2 т 4*3*1,5 -  2*4 + 3,5*2 -  М*= 0; М, = 10 (кН»м). 

Несложно увидеть, анализируя окончательные эпюры М, Q и Н  (рис 
2 .9 ) , что значения вычисленных опорных реакций равны соответствующим 
внутренним усилиям в приопорном сечении 9. Это свидетельствует о том, 
что опорный узел А находится в равновесии (проверку его равновесия 
можно выполнить аналогично тому, как это сделано для узла В -  рис. 
2 .5) и что расчет рамы выполнен верно.

В связи с указанным заметим также, что опорные реакции после по­
строения окончательных эпюр М, Q и N  могут быть определены и из 
вырезания (рассмотрения равновесия) опорных узлов.

( Т )  На основе анализа выполненных примеров можно предложить следую­
щий порядок построения эпюр внутренних усилий М, Q и N  в рамах:

1. На расчетной схеме рамы показываем предполагаемые налравлания 
опорных реакций.

2. Составляем уравнения равновесия рам, решая которые определяем 
значения опорных реакций.

3. Выполняем проверку правильности определения, опорных реакций.
4. Раму разбиваем на расчетные участки (участки между характер­

ными точками) и определяем сечения, в которых необходимо вычислить 
внутренние усилия (М, G, N ) для построения их эпюр.

5 . Вычисляем значения внутренних усилий 'М, Q и N ) в указ-ши./, 
сечечнях (на с еноте шее иэлч^еиьизы-правил) и едтраим-еконччидй-ь*̂

Г7
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эпюры внутренних усилии (с  учетом общих закономерностей изменения 
эпюр на участках); на у э с т к а х  действия равномерно распределенных 
нагрузок при этом вычисляем (если они есть) экстремальные значения 
изгибающих моментов.

б. Выполняем проверки равновесия узлов и соблюдения общих зако­
номерностей изменения эглор.
Каждый из указанных этапов расчета подробно рассмотрен вш е . В ряде 
случаев некоторые из этапов могут быть опущены. Так, например, для 
консольных рам расчет можно начинать сразу с пункта 4 (см. расчет 
рамы, представленной на рис. 2 .6 ) .

Ь. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ В ТРЕлШАРНИРНЫХ И 
СОСТАВНЫХ РАМАХ

Рассмотрим ращу, представленную на рис. 3 .1 . 3 опорах этой рамы 
возникает четыре неизвестных опорных реакции и, как несложно заме­
ту ■'ь, из равновесия рамы в целом величины этих опорных реакций найти 
нельзя. Для их определения необходимо рассмотреть равновесие отдель­
ных частей рамы. При этом исходя из кзгляднссти и удобства расчета 
можно идти разными путями. Здесь вначале расчленим заданную раму по 
шарниру С на дэе части так, как показано на рис. 3 .2 ,  и определим 
в первую очередь опорную реакцию Re и внутренние реактивные силы меж­
ду рассматриваемыми частями рамы в шарнире С из равновесия правой 
части рамы (рис. 3 .2 а ) :

S  X -  0; Хс -  1 ,5 -4  = О; Х„ -  6 (кН);
£ M g P = 0 ; 1 ,5 -4 -2  + 6 -2 -  Ri6 -  0 ; Я* ‘  4 (кК);
S  У = 0; - 6  + 4 + Ус =*‘0 ; Ус -  2  (кН);

После этого рассмотрим равновесие левой части раш  (рис. 3 .26) и оп­
ределим остальные опорные реакции:

S  X -  0 ; Нв — б = 0; Н * 6  (кН);
2 М а - 0: 12 + 2-4 -  6-4 + 2 -4-6  -  R ,-8 = С: R* = 5 ,5  (нН);

S  У • о; -  ?  -  2-4  + 5 ,5  + Ra=j O; * 4 ,5  (яН);
Левая часть рамы ABPD 'рис. 3.26) представляет собой замкнутый 

контур и определение внутренних усилий в любом ее сечении невозмож­
но без ее расчленения но отдельные части. Поэтому разделим эту  часть 
рам11 на дне части по шарнирам А и В так, как показано на рис. 3 .3 . 
Внутренние, реактивные усилия в шарнирах А и В определю! из рассмот­
рения верхней пасти АСВ, составляя при этом уравнения равновесия как 
части иСЬ з  цело»., та:: и составляющих ее частей АС и О '. Следует от-
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метить, что и рассматриваемом случае для части раш  ДСВ нел. эя сос­
тавить ни одного уравнения, в которое входила бы тольхо одна неизве­
стная реакция (пригринятых направлениях составляющих реакций). Поэ­
тому да я определения усилий Ха , У к  , X» , Уь здесь необходимо решать 
систему уравнений, например, такого вида:

Г 2 М Г = 0 ;  - У в - 4 + Х ь * 2 + 2 - 4 -2 “ 0 ;

\ _ 2 М Г » 0 ;  |2 ^ 2 - 4 - 6 '4 - Х » * 2 - У ь - 8  '-2-4-6  = 0 ,

откуда X* = 2 кП, У» = 5 кН. Теперь определим Ха и Уд :
Е Х  “ °г Хд — б — 2 * о; Х д = 8 ( к Ч ) ;
2 У = о ; Уа + 5 - 2  - 2 - 4 - 0 »  Уд = 5 <кН).
Таким образом, все необходимые для расчетов внутренних усилий а се­
чениях рамы опорные реакции и внутренние реакции в шарнирах (усилия 
взаимодействия между отдельными частями р а ш ' определены. Для прове­
рки правильности их вычисления рассмотрим равновесие нижней части 
рамы АДВ:

2!Х"и*- - ~3 + 6 + 2 *  0 ; + 8 -  в » 0;
С; 4,5+5,5- 5 - 5 = 0 ;  1 0 -1 0  = 0;

2 M T "S °1 2- 2 -  5- 8+ 4,5-8 -  0 ; 40-40 *  0 .
Заметим, что реакции взаимодействия частей АС и СВ в шарнире С здесь 
не определялись. Это можно че делать, так как внутренние усилия в 
любом сечении рамы можно вычислить и не зная их, а  используя уже из­
вестные реакции в опорах и шарнирах.

Построение эпюр внутренних усилий в заданной раме теперь не пред­
ставляет большой сложности. Для этого надо построить эти эпюры отде­
лы ^ в частях рамы СЕ (рис. 3 .2 а ) ,  АСВ (рис. 3 .3а) и АДВ (рис. 3 .3 6 ), 
как в простых рамах, аналогично тому, как это делается в разделе 2, 
и затем эти эпюры объединить на общей схеме раш  (рис. 3 .1 ) .  Оконча­
тельные эпюры М, (i и N д /я  рассматриваемой р аш , построенные таким 
образом, представлены на pur.. 3 .4 .

Приведем ап- сд>1н пример. Рассмотрим сложную составную раму, изо­
браженную на ри... 3 .5  Рама опирается на основание (землю) с помощью 
двух шарм ирье-подвижных опор (А и В) к одной шарнирно-подвижной опо­
ры (Д). В опоре Д возникает одна опорная реакция (R , ) ,  направленная 
вдоль опорного стержня (перпендикулярно я опорной поверхности). В 
шарнирно-неподвижных опорах (А, В) в сбщем-тс тоже возникает по одной 
реакции, но в свяли с тем, что чаще всего неизвестно их направление, 
такие рвдхцян рдск*адцв:!!от обычно на две составляющие (например, по 
осям X и У; хотя ьижно раскладывать т  я а  Две ллбые другие взаимно-  
перпендикулярные оси, если ото удобно), которые ирн этом часто назы­
вают просто реакциями в шарнирно неподвижной опоре. I),: ba.ee случаи,



когда можно указать и направление полной опорной реакции в шарнирно 
неподвижной опоре. Такой случай имеет ме то и в рассматриваемой раме, 
для которой легко определяется направление полной реакци.. в опоре А. 
Структура рамы (рис. 3.51 такова, что ее диск AF соединяется с ос­
тальной частью раш  и основанием с помощью только дьух шарниров в

20



точках А и р  , и при этом этот диск ненагружен внешними нагрузками.
А это значит, что часть рамы (диск) A F будет находиться под дейст­
вием только двух сил — опорной реакции и реактивного усилия в ша­
рнире F . Но любое плоское тело при действии на него двух сил будет 
находиться в равновесии только тогда, когда эти силы направлены нав­
стречу друг другу. Следовательно полная опорная реакция в опоре А 
должна бить направлена по прямой, соединяющей точки А и F 'см .рис. 
3 .6 ) .  Направление же полной опорной реакции в опоре В здесь сразу 
определить не удается, поэтому эту  реакцию будем искать в виде двух 
составляющих VB и Нв (рис. 3 .7 ) .  Опорную реакцию в опоре A (RA ) 
тоже можно разложить на дзе составляющие, однако при этом вследствие 
известного ее направления неизвестной будет все равно только одна 
величина -  RA,

При определении опорных реакций ь рассматриваемой раме также не 
удается составить ни одного такого уравнения, в которое входило бы 
только одно неизвестное, поэтому придется решать систему уравнений. 
Здесь удобно использовать следующую систему двух уравнений:

2 М » = 0 ; 0 ,6-R a II * 0 ,8  Ra-3 + I-R„- (4 -5 ;-2 ,5  -  I0 -I  + 10 = 0;

~  0; О .б -^ -б  -  0,B -R a-2 -  4-Rs+ 10 = 0 ,
решая которую, найдем: КА » 6 кН; % = 5 кН. Заметим, что момент ре­
акции Ra относительно точек В и С в уравнениях равновесия можно брать, 
если это удобно, и непосредственно в виде произведения этой реакции 
на ее плечи относительно точек В и С.

Далее теперь не составляет трудя определить вое остальные опорные 
реакции в раме (см, рис. 3 .7 ) и построить в ней эгаоры внутренних уси­
лий М, (* и N (см. рис. 3 .8 -3 .1 0 ).

Особенности расчета трехыарнирных и комбинированных рам, таким 
образом, заключаются в следующем. Вс-первых, при определении опорных 
реакций в таких рамах необходимо использовать не только уравнения 
равновесия рамы в целом, но и уравнения равновесия отдельных ее час­
тей (просты/ ломаных стержней), Ho-вторых, внутренние усилия в сече­
ниях таких рам в ряде случаев не могут быть вычислены только по внеш­
ним н<и’рузкам и опорным реп-сциям. Так, при наличии в раме за»: :утых 
контуров нельзя обойтись без расчленения рамы на с тдельные част;; и 
определения внутренних реактивных усилий в г.арнирях, соединяющих эти 
части рамы друг с другом (см. пример расчет;, рамп, представленной 
на рис. 3 .1 ) .
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4 . ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Для рам, изображенных ниже, нужно построить эпюры внутренних 
усилий М, 0. N , выполнив при этом все необходимые вычисления и про­
верки. Построенные эпюры ‘.нутренних усилий для каждой ряш  мсжно сво­
рить с эпюрами, приведенными в разделе 6 . В случае, гели при решении 
задач будут возникать вопросы, необходимо обратиться к разделам I ,  2,1 
3 настоящих методичес-:<их указаний. При изучении темы рекомендуется 
использовать также литературу, приведенную в разделе 5, где токе есть 
примеры расчетов рам.
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