
МИНИСТЕРСТВО О БРАЗО ВАН ^  РЕСПУБЛИКИ БЕЛАРУСЬ

' УЧРЕЖДЕНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ 
РЙСТСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ^б:'. . ' !'

Кафедравысшейматематики

ВЫСШАЯ МАТЕМАТИКА

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

для студентов экономических специальностей 
заочной формы обучения 

(переый курс, етооой семестр)

"1.
Брест 2008



УДК 517,9

8 соответствии с действующей программой дня студентошзаочниюв 1 курса эконо
мических специальностей составлены индивидуальные задания к контрольной работе и 
дано решение тисового варианта. Приведены основные теоретические сведения из кур
са высшей математики, рассмотрено достаточное количество примеров.

Составители: Лебедь, С. Ф., доцент, к.ф.-м.н. 
Тузик Т.А., доцент

Учреждение образования
О «Брестский государственный технический университета, 2008



ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

Основной формой,изучения курса высшей математики для студентов-заочников 
является самостоятельная работа с учебниками, учебными пособиями, сборниками 
задач и упражнений, справочниками. Список основных и наиболее доступных из них 
приводится в конце пособия.

Изучение любого раздела курса следует начинать с конспекта устаноеочнь/х 
лекций, соответствующих глав учебника, учебного пособия или руководства к решению 
задач, в которых имеется необходимая теория, приводятся расчетные формулы и ре
шения задач по темам. После этого, по аналогии с решением типового варианта к кон
трольной; работе, можно приступать к решению самой контрольной работы.

Номер варианта контрольной работы совпадает с двумя последними цифра
ми номера зачетной книжки (шифра).Я/ж еь/нолненни контрольной работьг следует рукоеойстеоеаться следующими требоеаииями.'

1. контрольная работа должна быть выполнена и представлена на проверку в 
срок, предусмотренный учебным планом.

2. Контрольную работу желательно выполнять в отдельной тетради, оставляя по
ля для замечаний рецензента.

3. Условия всех задач нужно записывать полностью, а их решения располагать в 
порядке номеров, указанных в заданиях.

4. 8 конце работы надо указать перечень использованной литературы, поставить 
подпись и дату.

5. Ё случае, если работа кие допущена к защитен, студент в этой же тетради дол
жен исправить все отмеченные ошибки и недочеты и представить ее на повтор
ное рецензирование.

В случае необходимости студент может обращаться за консультациями к препода
вателю кафедры, проверяющему контрольные работы в группе, лектору потока, либо к 
преподавателям, проводящим консультации студентов-заочников по графику, утвер
жденному на кафедре.
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ВОПРОСЫ УЧЕБНОЙ ПРОГРАММЫ 

Нсеместр

1. Функции нескольких переменных. Определение и вычисление частных производных.
2. Полный дифференциал функции нескольких переменных и его применение в при

ближенных вычислениях.
3. Частные производные высших порядков. Теорема о равенстве смешанных произ

водных.
4. Производная по направлению. Градиент и его свойства.
5. Экстремум функции нескольких переменных. Необходимые условия экстремума. 

Достаточные условия экстремума для функции двух переменных. Метод наимень
ших квадратов.

6. Определение и свойства неопределенного интеграла. Таблица неопределенных ин
тегралов.

7. Замена переменных и интегрирование по частям в неопределенном интеграле.
8. Определенный интеграл как предел интегральной суммы и его основные свойства.
9. Определенный интеграл с переменным верхним пределом. Формула Ньютона- 

Лейбница.
10. Замена переменных и интегрирование по частям в определенном интеграле. Несоб

ственные интегралы с бесконечными пределами.
11. Вычисление площадей и длин дуг кривых в декартовых координатах, в параметри

ческом виде, в полярных координатах.
12. Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши для дифферен

циального уравнения (ДУ) 1-го порядка. ДУ с разделяющимися переменными. Ли
нейные ДУ 1-го порядка.

13. Структура общего решения линейного однородного ДУ 2-го порядка. ЛОДУ 2-го по
рядка с постоянными коэффициентами.

14. Структура общего решения ЛНДУ 2-го порядка. ЛНДУ 2-го порядка с постоянными 
коэффициентами со специальной правой частью.

15. Числовые ряды. Основные понятия (сумма ряда, сходимость, расходимость). Необ
ходимый признак сходимости ряда.

16. Достаточные признаки сходимости ряда с положительными членами. Признаки Да- 
ламбера и Коши.

17. Интегральный признак Коши сходимости ряда. Сходимость обобщенного гармони
ческого ряда (ряда Дирихле).

18. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. Абсолютная и условная сходимости 
знакопеременного ряда.

19. Область сходимости степенного ряда.
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 2

Задание t  Найти йеопределениь!е интегралы следующих функций:

1.
а) +

А  ' л
6) ^ < ь .

2.
a) Ĵ 5.x̂  — у  + 4- Ут+— ;

б) j*(2% -  3) sin 4т б&г.

3.
a) —  Зт^ + ̂ j  б(х; б) + л)е* <7т.

4.
a) J^3x^ 6) jT s in (2 x -3 )^ .

5.
а) ^ б х ' ^  + З з / У - ^ - Ъ , ;

А

б) J(4T+3)C0S3T&:.

8 .
а) J^2^^ " - у  + — + 3i/jrj<^r ; б) J(3T- l)cos2T^7r.

7.
a) jj^Vx*^ --^- + 6 т ^ - б)

8 . 6} j (T -  4)cos3T<Tr.

9. б) ^(2т -  3)^^

10.
a) 6) jin (т + 2)^&.

11.
З Ъ . ;

У ^ у

б) j*(3T+4)sinTd3r.

12.
a , ^ + A _ % J  + J L ) ,b ; б) j*(4.x-3)cos2.x6tK.

13.
а ) ^ - 7 7 + А - ^ ;

б) j*(3T+3)sinT&r.

14.
а) б) j(8.x-2)cos4T<%T.

15.
a) f З т^ — ^ - + 4 ^ — --1б&с; б) ^(4т-1)^"^ f̂ c.



16.
a) J ^ 4 x ^ -— - ^ х ^

6) j*(x +  3)sm2x^&.
17.

a) j ^ ^ " - -  + ̂ -  + 3 x ^ j ^ ;
6) J(2x + 4)cos6xa^.18.

a) +
V х^ л 7

6) j(x  -  6)sin^o5c.19.
a) j^-" +  "^ -"^/x^-"2x^j<7x;

6) j(3x + 2) cos 6xEx
20.

a) — -  +  3x*^-Vx^^<7r; 6) Г У  A .21.
a) j ^ 8 x ^ - - — +

6) j(4x-5)^"^^ <Tr.22.
a) 6) j(6x + 1) cos ^ бА.23.
а) Г у ^ + Е ^ Е  +  Е ) ^ ;

6) ^ (2 x-8 )sin x& .
24.

a) + - - - y - 5 x ^ j ^ ;
6) j\/x 1nx<o5r.

25.
a) — ^  + 6i/x^ -  —

6) j*(8-x) d&r.26.
a) j^9x^"^-"-^-4"X^x^^jjx; 6) f}x H -"ls in "7 x . 

\  2 ; 427.
a) J^-^- +  - - 2 x G ^  +  3 x ^ j ^ ; 6) ^x---^-jcos^o!T.28.
a) j^ 4 ^ x * ^ -" -" ^ -" 3 x ^ ^ 3 x ; 6) jln(x + 4)̂ Er.

29.
a) j^lOx^ +3-\/x  ̂ -  — —

6) j*(2x +  3)e"^'*6&30.
а , ^ + ^ - У 7 - ^ ] А ; 6) j(x  +  2 )c o s ^ ^ .

Задание 2. Дана функция z =  ох  ̂ +  &х^у + сху^ -  2 т у  + ЗАу + с, точка Л (хо,уо), 
вектор н-(/;уи). Найти:

1) эластичности Е^ (z) и ^ ( z )  в точке Л (хо.'уо);

2) матрицу Гессе функции z в точке А и вычислить ее определитель;
3) градиент функции z в точке А;
4) производную функции z в точке А по направлению вектора 3 =  (7; /и).
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Вар. а б с хо Уо m
1 1 3 4 1 4 3

2 2 1 2 2 1 . 4 -3
3 2 3 1 1 2 -4 3
4 4 2 3 -1 3 -4 -3
$ 3 2 4 -1 -2 3 4
6 2 ^ 4 3 1 -1 -3 4
7 3 2 1 1 -2 3 -4
8 1 2 3 3 1 -3 -4
9 4 2 3 1 3 4 3
10 1 4 1 2 1 -3 4
11 4 1 2 1 2 5 12
12 2 4 3 2 1 5 -12
13 3 2 4 1 3 -5 12
14 3 1 2 3 1 -5 -12
15 1 4 2 -2 1 12 5
16 3 1 1 -2 -2 12 -5
17 3 2 Г 5 3 1 -12 , -5
18 1 2 3 2 1 -12 5
19 3 2 4 1 3 5 12
20 2 1 3 2 2 12 5
21 1 4 2 2 3 8 8
22 1 3 2 2 4 -8 6
23 4  ̂ 2 3 4 2 -8 -6
24 3 2 1 ^  4 3 8 -6
25 3 4 2 4 1 6 8
26 1 2 1 1 3 -8 8
27 1 2 3 3 4 -6 -8
28 3 2 2 1 1 4 3
29 1 4 2 2 2 5 12
30 3 з 1 1 3 8 8

Задание 3. Производится два вида товаров, цены которых соответственно равны 
р? и Р2 . Функция затрат, связанных с производством этих товаров, имеет вид

С  =  + 7жу +  с т " , где х и у  соответственно количества товаров первого и второго
видов. 7ребуелзся:

1) составить функцию прибыли и найти ее максимальное значение;
2) проверить известное правило экономики: предельная стоимость (цена) товара 

равна предельным издержкам на производство этого товара.

Вар. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
а 0,45 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,05 0,10 0,15 0,20
б 0,50 0,20 0,30 0,20 0,10 0,50 0,10 0,20 0,20 0,30
с 0,25 0,10 0,15 0,20 0,15 0,20 0,35 0,15 0,20 0,15

Р? 18 16 70 24 19 34 28 18 16 32

Р2 12 10 60 11 7 23 58 22 24 27
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Вар. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
а 0,25 0,30 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
б 0,20 0,30 0,20 0,10 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,30
с 0,15 0,20 0,25 0,20 0,04 0,35 0,45 0,15 0,20 0,55
Р? 48 48 17 11 14 24 33 20 37 19
Р2 28 45 41 9 7 30 45 14 29 17

Вар. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
а 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,17 0,35 0,10 0,12
б 0,20 0,20 0,10 0,20 0,02 0,20 0,20 0,30 0,20 0,10
с 0,10 0,10 0,06 0,50 0,25 0,10 0,15 0,10 0,35 0,25
Р? 9 14 10 9 18 11 21 31 6 6
Р2 7 10 4 17 13 5 16 14 12 19

Забание 4. Найти общее или частное (если указано начальное условие) решение 
следующих дифференциальных уравнений переозо порядка:Вар.

1. a ) ( x - g  )д&г + ( у ч - с ^ ) з ф - 0 ;6 ) у  y / g x -   ̂ , у(0 )^ 2.C O S " x
2. а ) * у у '-у ^ = 4 ; 6)у' +  ^  =  л \ у ( 1 )  =  у .
3 . а) х  <%у -  (у ч-1) =  0, у(2) =  5; 6) у ' +  — =  2 i n  л ч-1.X
4, a) y ' ^ 2 j y  tnx, y ( g )  =  l ;  б) y ' - - ^ - ^ g ^ ( x  +  l)^.х+1
5. a )./ 2g x - y - 4 ; 6 ) x y '- 2 y - x ,  у(1) =  Н
6. а)4(ул"+у)<%м +  ^5 +  у̂ <%к =  0; б ) у '-  — =  л \  у ( 1 ) - - .х 2
7. а ) у у ^  2 + 1 - 0 ;  б)л^у 2ху-1, у (1 )-5 .
8. а) (л^ + х)у' -  2у +1; б) х у '  - З у  =  +  д  у(1) = 3.
9. а) (sin 2л +  л) +  (cos 2у +  у) ф  =  0 ;б) лу' ч- Зу =  л  ̂ -  2л, у (1) =  2.
10. а)(3 +  е^)уу' =  б ^ ;  б)лу' — 3 у - 3 - 4 л - л ^ ,  у(1) =  3.
11. з) у -- , б) лу + 2у — 2 + Зл + л , у (1) — 3. л
12. а)х^1 +  у^<&ч-ут/1ч-л^ф =  0; б )л у '-2 у  =  л^Ч"л; у(1) =  4.



13. а) (2л -  sin 4л) <%х + (4у -  ^  = 0;б) у' -  —  = л*̂  -  2л + 3, у  (1) = -5 .л
14. a) y'cos*^ л = у In у, y ^ - j  = е; 6) лу' + 2у = л  ̂ + л^.
15. а ) л у у '- у ^ = 9 ; б ) у '-  —  = - л ^ + 2 л - 3 , у(1) = 4. л
15. а) (лч-1)ф*-(у + 2)й6г = 0; б) у' + - ^ -  = (л + 1) ,̂ у(0) = - .л + 1 5
17. а) (̂ ^̂  -Зл^) йбг -  (sin 2у -  4у^)б(у = 0;б) лу'--4у = л ^ -у 2 л '-3 л , у (1 )-2 .
18. а) лу' -и 4у = 8л -  2, у(1) = 0,1; 6) (4 ч- ^*^)уу' = .
19. 6 )л у '-3 у  = л ^ -2 л ^ + 5 л , у(1) = -3.л +3
20. а) л -^4 + у^пбс + у J $  + л ^ ф  = 0; б) лу' + Зу = 5л + 4, у (1) = 6.
21. а) (л  ̂ -  "(Зу^ + sin З у ) ^  = 0;б) у' ^ - е ^ ( л  + 2)3,.у(0) = 4.л + 2
22. з )л у у '-у ^ = 1 б ; б)лу'--3у = л ^ "2 л ^ + 5 л , у(1) = 5.
23. 1̂2 у — ^а ) л ф -- ( у  + 3 ) ^  = 0, у(2) = 13; б )у  + - = -  .л л"
24. а)6(л^у + у ) ф - ^ 4 + у ^ &  = 0; б )л " у '-2 л у  = 1, у(1) = 5.
25. a) y y ' J l -  л  ̂ -  J T -  у^ = 0 ; 6) лу' -  Зу = 4 л + 2л^ + л, у (1) = 6.

26. а)(л +  3 ) у = у  4, у (2) =  14; б ) л у + 2 у =  ^л"
27. а) л J 4 + y^^Tv- y j l  + л^ф* =  0;б) лу' -  4у =  л*̂  -  2л^ + Зл, у (1) = - 5 .
28. \ ' 2  , ? 4у л ^ - З л -f-l a )y c o s  л = у 1 п у ,  y ^ J  =  e ; 6 ) y + ^ =  - ^

29. а)(л +  1 )^  = (у +  6)&г; б )у '+  ^ =(л +  1) ,̂ у(2) =л+1 2
30. а) (4л  ̂ -sin3y)^7y =  0;б ) лу' +  5 у = 1 0 л -4 , у(1) =  1.



Задание 5. Найти общее или частное (если указаны начальные условия) решение 
следующих дифференциальных уравнений второго порядка:

Вар.
1. а) у" + 4у = 0; б )у "-1 0 у '+ 2 3 у  = 0, у(0) = 3, у '(0 )--4 ;

б )  у" + 3у' + 2у = 0; г)у" + у' = (2л -1)е".
2. а ) у " - у ' - 2 у - 0 ,  , -ц  у '(0 )-7 ; б)у" + 23у = 0; в) у" + 4у' + 4у = 0; г) у" -  2у' 4- 5у = 10 cos 2л.
3. а ) у " - 3 у ' = 0; 6 ) у " -3 у ' + 2 у^ 0 , у ( 0 ) -2 , у'(0) = 3; 

а) +1 Зу -  0; г) у" -  2у' -  8у -12 sin 2л -  36 cos 2л.
4. а)у" + 7у' = 0; б ) у " " 6 у ' + З у -0 , у(0) = 3, у'(0) = -2; 

в) у" + 2у' + 5у = 0; г) у  ̂-  12у' + 36у = 3stn Зл.
5. а ) у " -Ю у ' + 2 5 у -0 ; б)у" + у '- 2 у  = 0, у(0) = 4, у'(0) = -2; в ) у " -2 у ' + 10у = 0; г ) у " -3 у ' + 2у"(34--12л)^"*.
6. а) у" + 9у = 0, у (0) — 2, у '(0) = 3; б) у" + 2у ' +1 7у = 0; 

в) у" -  у' -  12у -  0; г) у" -  6у' + 10у = 51е"^.
7. э)у" + у '- 6 у  = 0, у(0) = 6, у'(0) = -1; б)у" + 8у'+16у = 0; в) у" -  4у' + 20у -  0; г) у" + 49у = 2 cos Зл -  5 sin Зл.
8. а )у "-1 2 у ' + 3 6 у -0 ; б ) у " -4 у ' + 5у = 0, у ( 0 ) -2 , у'(0) = 1; в) у" + 2у' — Зу = 0; г) у" + бу' + Юу = 74 .
9. а)у" + З у '-0 : б ) у " - З у '- г 4 у - 0 , у (0 ) -4 , у'(0) = -2; в) у" + 1бу = 0; г) у" -  Зу' + 2у = 3cos л + 7 sin л.
10. а) у" -  6у' + 8у = 0; б) у" -  6у' + 9у = 0, у (0) = -3, у'(0) =- 2; в) у" + 4у' + 5у = 0; г) у" + 100у = 72с*^.
11. а) у " - 2 у '  + 10у = 0; б) у"-6у'+9у = (48л+8)^

в) 4у" -  8у' + Зу -  0, у (0) = 4, у'(0) = 3; г) у" + 8у' + 16у = 0;
12. а ) у " - 3 у '- 1 0 у  = 0, у(0) = 7, у'(0) = -3; б)у" + 1бу = 0; в) у" + 10у' + 23у = 0; г) у" -  5у' + 6у = 3 cos л +19 sin л.
13. а)9у" + 6у' + у = 0; 6 ) у " - 4 у '-2 1 у  = 0, у(0) = -ф  у'(0) = 6; 

в) у" + у  = 0; г) у" + 36у = 2 + Зл -  л^;
14. а) у" -  6у' + 9у = 0, у (0) -  3, у '(0) = 2; 6) у" + 4у' + 8у = 0; 

в) у" + 6у' -  7у = 0; г) у" -  у -  -4cos л -  2sin л.
15. а ) у " - Ю У  + 2 1 у -0 , у (0 )= 2 , у'(0)^3; 6 ) у ^ 2 у 'т - 2 у  = 0; 

в) у" + 4у' + 4у = 0; г) у" + 2у' -  24у = 6 cos Зл -  33 sin Зл.
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16. а ) у " + 6 у '+ 9 у - 0 ; б)у"ч-10у' + 29у = 0, y(0) = 6, y'(0) = -3; в) у" -  8y' + 7y = 0; г) у" + 6y' ч-1 Зу = -5 sin 2л.
17. а)у"+2у'ч-'26у = 0; 6)у"ч-4у = 35тЗл-2со53л.в)у" + у '- 1 2 у = 0 , у(0) = 6, у'(0) = -5; г)у"^14у' + 49у = 0;
18. а ) ^ " - 7 у '- 8 у  = 0; б )у "ч -4 у 'ч -4 у -0 , у(0) = 2, у'(0) = -4; в) у" + 4у' + 13у ^ 0; г) у" -  4у' + 29у = 7 sin 5л.
19. а ) у " - 3 у '- 4 у = 0 , у(0) = -1, у '(0 )-3 ; б)у" + 6у' + 1 3у-0; в) у" + 14у'ч-49у-0; г ) у " -4 у ' + 5 у = 2 ^ ^ .
20. а) у" -  8у' + 16у = 0; б) у" -  10у' + 16у = 0, у (0) -  -7 , у'(0) = 3; в) у' ч- 25у =0; г) у " + 16у -  8 cos 4л.
21. а) у" -  Зу' -  18у -  0; б) у" + 2у' + 5у = 0, у(о )- -3, у'(о)= 6; в) у" -  16у' ч- б4у -  0; г) у" ч- 9у = (2л -  5) ^ .
22. а) у " - 2 у '- 1 5 у - 0 ,  у (0 ) -4 , у (̂0) = -5; б ) у " -6 у ' + 34у = 0; в) y " - i8 y '  + 8 iy = 0 ; г) у "-1 2 у ' + 4 0у-3 < ?^ .
23. а)у" + бу'ч-25у=0; 6)у" + 2 у '+ у  = 0, у(0) = 5, у '(0 )= -4 ; в) у" +- 4у' -  12у -  0; г) у" + 4у = 2sin 2л + 3 cos 2л.
24. а) у" -  6у' ч- 8у = 0, у (0) -  -4 , у'(0) = 3; б) 4у" + 4у' + у = 0; в) у" ч- Юу' + 26у ^ 0; г) у" ч- 2у' ч- у = 4 е ^ .
25. а)у" + 81у=0, у (0 ) -9 , у'(0) = -8; 6 )у "-8 1 у  = 0; в) у" + 18у' ч- 81у = 0; г) у" -  8у' + 12у = Зл  ̂ + 5л -  1.
26. a ) y " - iS y '  + 8 2 y -0 ; б ) у " -5 у ' + 4 у - 0 , у(0) = 4, у '(0 )^ -5 ; в) у " - 4 у '  + 4 у -0 ; г) у" + 8 у '+ 2 5 у - !3 й ^ .
27. а ) у " - 3 у '- 4 у  = 0, у(0) = -3, у'(0) = -4; б ) у " -6 у ' + !0у = 0; в) y " -2 0 y ' + i00y = 0; г) у " - 9 у '  + 20у = 3 с " ^ .
28. а)у" + 8 у'ч -2 5 у-0 , у(0) = -10, y'(0) = 13;6)9y" + 3 y '- 2 y - 0 ;  в) y " - i8 y '+ 8 1 y  = 0; г) у "+ 2 у ' + 37у = 5л  ̂ -1 .
29. а ) б у " + 7 у '- 3 у ^ 0 , у(0) = 7, у '(0 )= -6 ; 6 )4 у " -4 у ' + у = 0; в)у" +100у = 0; г) 6 у " - у ' - у  = 9 е ^ .
30. а)у" + 12у' + 36у = 0, у(0) = 8, у '( 0 ) - -1 0 ;6 ) у " -3 6 у  = 0; в) у" -  !2у'ч- 40у = 0; г) 2у" ч- 7у' + Зу = 4созЗл.
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Задание 6. Исследовать сходимость числовых рядов ^  :

Вар. a) Un б) Un Вар. а)ип б) О,
1. 2 " -я! 1 5. З и У + 4 я

я^ я^/я 2 "
4 1Я  +1

2. з " - У ^

я!

1 6. 7я +  1 Я
(я +1) 1п(я + 1) 5^ 5 я ^ + 2

3. 4 " 2я +  1 7. Зя + 2 

(я + 1)!

1

(я +  2)! я ^ + 3 Я^Уя
4. я Р + 1 1

(я +  4) Уя

8.
(я +  2)" 

й"

я

4 " л У + з
9. я ( я + 2 ) 2

я + я 20. 3„+) 4я +  1

4^ я +1 7 "  -я^ я ^ + 2
10. 5 " 1 21.  ̂ "  ̂ 1

Уя - я! Уя^ ч- 2я 5^ -я^ (я + 2 )!п (я + 2 )

11. 4 " -я^ 

я!

Зя +  2 22. З^ У я + 1 2я + 7

я ^ + 6 (я + 2 )! У я ^ + 3
12. 2 " я ' 23. я + 3 1

5 "(2 я  +  1) я ^ + 5 5^ 4я +  Уя

13. 4я +  3 1

(я +  1)!п^(я +  1)

24. 5^ я + 2

6 " 4 "(6я  + 5) я ^ + 3

14 ^.+t я

я ^ + 2

25. 2"+' 1

(я +  2)! я -(я  +  2)! (я +  1)!п^(я +1)
15. Зя +  7 5я + 1 26. й^+7и Зя +  2

йУи + 18" я^ Уя 6 "
16. я +  7 2я +  1 27. Vn  - 6^ я

(я + 1)! я У я + 3 (и + 1)! (2я + 1) (Зя+ 2)

17. 4" я + 1 28. л У + 4 1

7 "(Зя  + 1) У я ^ + 5 2 "
З /б  ф l/и ^3

18. я ^ + З я  + 1 

4 "

1

6я + У У

29. я^ + Зя + 2 я + 3

7^ (я + З)^

19. 5я + 3 я + 6 30. 2 "У ^
(я + 3)!

1

6 " и У + 1 я ^

12



Задание 7. Найти область сходимости степенного ряда ^  я„ (л -  х<))" :
Й=1

Вар. 1 2 3 4 5
Я ' 2я +  1 2 "  - Я я я +1

J ' я ^ + 4 4^ (2 я -1 )3 4^

1 ^0 1 4 2 5 -1

Вар. 6 7 8 9 t 10
я +  3 Зя +  4 я 2 я -1 я +  3

я ^ + 3 (я + б)*̂ (Зн +  1 )-4 " 3 " - ( я + 1 )

!

2^

JCQ 3 -3 4 з ! *6

Вар. I 11 12 13 14 15
! 4л + 1 я я ^ + 3 8 я + $ я

1 я ^ + 3 (я + 2 ) -3 " 3"л/^ я -4 " 4 я ^ - 3

L  2  " 4 4 1 4 2

Вар. 16 ! 17 18 19 20
я ! 2я — 1 2я + 1 я я

(Зй +  1 ) 5 " 1 4" я ^ + 4 (6я+1)^ и ^ + ^ я

XQ 4 4 5 3 4

Вар. 21 22 23 24 25
З я + 2 я +  4 5 я + 3 2 л + 5 я

я - 3 " я - (я ^ + 1 ) я -4 " (я +1) * 4^ я ^ - 2

XQ 4 2 5 1 -5

Вар. 26 27 28 29 30З я ^ -2 Зя + 2 5я + 1 я 2я + 7я^+1 6 ^ 3 " 7"(Зл-1)
хо -2 4 3 4 -3

13



Решение типового варианта контрольной работы Ns 2 

Задание V.
При нахождении неопределенных интегралов следует использовать таблицу инте 

гралов основных элементарных функций, свойства интегралов и формулу интегрирова 
низ по частям. Найти неопределенные интегралы;

1. jj 18х^ + —  -  ^/х^ -  !<& =  18 J x '^  +  10 -  j x ^ a fx

-  12 [x "^dx -  - x^ -г lOlnjxj
J 6 ^

05+t -4+i

- + 1
12 - 4 + 1+ C

=  3^^ + 4 .  +  c  = 3 ^  +  )Olnl
S ^3 '

5 5Г 3 3 ^— x * v x  ч— г- +  (7.

2.

и =  1пх, ^M =  (lnx)'dx^

1^  dx _  Г ^  ^

^ x ^ '   ̂ x^ - 3  3x^

= ------- - In X5x'
rj 1 j ^  _ In X 1 ^  _ In X 1 5 In X + 1

3. J(8x + 6)sin3x<^x: ы =  8х + 6, ẑ/ = (8x +  6) ' ^ = 8n^
r 1<7v = sm3xr7r, v = js m 3 x a lx = — cos3x8x + 6

' " l l

8x + 6

cos.
r 13x — j*l -^ c o s 3 x  j- 8 <7x = -  3x + jcos3x<A

cos3x + — sin Зх + C. 3 9
4. J(3 x -4 )e м = 3x -  4, = (Зх -  4)'<7x = 3rĵ

i
y=j^g 3

= -(3x - 4 ) -  ^ 5 ^ з ) - З й Ь ;  = - 5 ( З х - 4 ) <

+  1 5 j e ^ ^ ^ - ( - 1 5 x  + 2 0 ) ^ ^ ^  - 7 5 c "^ ^  + C  =  ( - 1 5 x ^ 5 3 ) ^ ^ ^  +C ^

=  - 5 ( З х + П ) б - ^ + С .

-jt7 5
)C +
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5. jin (л + S)rir- м = in (x + 8), - 1
-firx + 8 

v =  j<ir =  .y
x - in(x + 8) -  f—- — rir: 

-*л +  8

x - in (x + 8) -  rir = x - in (x + 8) -  jj 1 -  — j ̂  -
= x - in (x + 8) -  } fir + 8 f— = д - }n (x + 8) -  x + 8 in (x + 8) + C  =  ̂ -*x+S= (x+ S)in (x  + 8 ) - x  + 6\ x + 8>0.

Замечание f. При интегрировании нелраеольнь/х алзебраоческох фобеа вида

— надо предварительно выделить целую и дробные части.
ох + fi ̂ гбх + 13 , г1бх + 3) + 12 , гЗ(2х + 1) + 12 гб
б. — —- — fir =  х----- - X - -----—  . ...— — fir =  Зн2 x + l 

=  j3fir
r 12fir

+ f.....7

2x + i = 3x+6ini2x 2x + l 122 x + l Lie =

Забзлие 2. Пусть: я =  2; 5 =  3; с = 3; XQ =  2; у^ =  Ц / =  2; ж =  3.

Тогда z =  2 x ^ + 5 x ^ y + 3 x y ^ -4 x y + 1 3 y  + 3, 4(2;1), я =  (2;3).
1. Находим частнь/е лрооззобнью первого и второго порядка z = /(х,у). При 

дифференцировании функции z по х переменная у временно считается постоянной; при 
дифференцировании z по у переменная х считается постоянной.ẑ . = бх̂ " + Юху + Зу^ -  4у; z^ = 5х^ + б х у -  4х ч-13;z ^ = 1 2 x  + 10y; x ^ = 1 0 x  + 6 y - 4 ;  z^,. =бх.

Вычислим значения функции и ее производных в точке А (2;1).z(24)= 2 -2 ^ +  3-2^-1 + 3- 2 -1 ^ -4 -2 -1 + 1 3 -1  + 3 = 16+ 20+ 6 -  8 ++ 15 + 3 = 32,^ (ф )= (6 х ^  + 10ху + 3у^ -4у)[ = 6-2^ +10-2-1 + 3 -1 -4 -1  =
) 4= 24 + 20 + 3 -  4 = 43,

z^(y4) = (3x^ + 6 х у -4 х + 1 5 )^  = 5 - 4  + 6 - 2 . 1 - 4 - 2 + ^ 5  = 20 + 12 -  

- 8 + 1 5 = 3 9 ,z ^ (^ )  = (12x + 10y)l^ =24 + 10 = 34, z ^ (4 )  = (^0  ̂+ 6у -  4)^ = 20 + б -  4 = 22, z ^ (^ )  = (6x)j^=12.
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Эласп?ичм)сяты функции z по переменным х и у в точке А равны: 
252 -43 = 1,65;

У 52 39=0,75.
При jc =  2 эластичность функции z положительна, A,.(z(,4)) =  1,65, Это значит, что 

если л возрастет на один процент, то есть станет л =  2,02, то функция увеличится 
приблизительно на 1,65%. При увеличении у  =  1 на один процент функция z возрастет 

примерно на 0,75%.
2. Составим матрицу Гессе функции z в точке А и вычислим ее определитель

Х-4)) 734 22 '

" 2 2  12
/7(zt) = 

det77(/t) = 34 22 

22 12
34 -12 -  22-" =  408 -  484 = -7 6 .

3. fpadueam функции z в точке А -  это вектор

^гяя^=(.?х  (yl); ẑ , (^)) =  Zx + Zy (/1) - у.

В данном случае grat? z (н!) =  43 - Т + 39 - J  =  (43; 39).

4. Проасеобная функции z =  /(л, у) в точке А по яалразлению вектора а =  (/ ;т ) 

вычисляется по формуле

- =  Zx (X) - cosor +  z ' (71) - cos /?,
Эй

где направляющие косинусы cos я  и cos /? вектора о соответственно равны:? л. ? "cos я  =  ; cos р  =  — .
?я^

Для вектора <3 =  (2;3) в силу предыдущих формул получим

со$я =
"У4"+ 9 л/13

Тогда

= 0,555; cosy?
V 4V 9 V l3

: 0,832.

V is  v i3

86 + 117 203 56,302.
З я  J13 V l3  V i3  J l3

Так как производная положительна, то в направлении вектора я , при прохождении 
через точку А функция z возрастает..,
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Задание 3. я =  0,25; Й = ОД 0; с =  0,40; -13; р2
t  Стоимость всего товара равна А  =  = 13% +  2 6 у , а затраты на произ

водство этих товаров составляют С  =  0,25%^ +  0Д0%у +  0,4 0 т А  Следовательно, функ

ция прибыли имеет вид 77(%, у) = А -  С  =  13% + 26у -  (0,25%" +  0Д0%у +  0,40у").
Исследуем функцию прибыли на локальный экстремум. Находим частные произ

водные 77(.(%,у) и Л(,(%,у) и приравниваем их нулю. Получаем систему линейных 
уравнений Г Л^ (%, у) ^ 13 -  0,5% -  ОДу = О,[ л ;  (%, у) ^ 26 -  0Д% -  0,8у -  0.

Решаем эту систему(0,5% + 0Д1у = 13, Г5% + у -1 3 0 , fy = 130-5%,
jo,l% +  0,8y=26. ^ ( % + 8 у -2 6 0 . ^ {%  + 8(130-5%) =  260.-39% = 260-8-130, 39%-780, % = 20, у = 30.

Точка А (20;30) -  стационарная тонка функции Л(%,у). Покажем, что при х -  20, 
у - 30 прибыль будет максимальной.

Находим Л ^ - - 0 , 5 ;  ЛД, =  -О Д ; Л ^ = - 0 , 8 .  Составим матрацу Гессе для 

функции Л (% ,у) в точке А

Л(у!) =
4 у/"

Л

0,5 -о д
л :„  л : , . , Г 1̂ -о д  - о , 8^

Так как det Л (^ )  =  0,5'0,8 -  ОД  ̂ ^  0,40 -  0,01 =  0,39 > 0 и элементы матриць! 
Я(А), стоящие на главной диагонали, отрицательны, то точка А является точкой макси
мума функции Л(%,у).

Л ^ ( 2 0 ; 3 0 )  =  13 - 20 +  26 - 30 -  (0,25 - 20^ + ОД - 2 0 '3 0  + 0 ,4 '3 0^ ) =
-  260 +  7S0 -  (ТОО + 60 + 360) -  520 (ден. ед.).

Таким образом, чтобы при заданных ценах pi и р2 получить наибольшую прибыль, 
надо произвести 20 единиц товара первого вида и 30 единиц товара второго вида.

2. Предельная стоимость товара первого вида равна pi -  13 (ден. ед.), а предель
ные издержки на его производство составляют (Л) -  0,5 - 20 +  ОД - 30 =  10 + 3 =  13 
(ден. ед.). Предельная стоимость товара второго вида р2 =26, а затраты на производство 
СТ (Л) =  ОД - 20 +  0,8 - 30 =  2 + 24 =  26 (ден. ед.).

Таким образом, по двум видам товаров их предельная цена совпадает с предель
ными затратами на их производство.

Задание 4, Найти общее или частное решение дифференциальных уравнений. 
Пример 1, Проинтегрировать ДУy'-sin"*% = y ln y  <̂ > sirE% --^ = y ln y  <=> s in ^ % -Jy -y ln y d ^ .

<Л
Разделим переменные и проинтегрируем обе части равенства

(Ум

sm^% Гy l n y  ^ s i n ^ %  f y l n y  Б  ^  В  АП  И ^ ^ % Е  К  Л  ^
In [In у] =  -cTg% +  С  - общсг{ Г О ^
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Пример 2. Найти частное решение ДУ (2л + 1) ф  -  (у +  4) -  О, удовлетво
ряющее условию у  (4) =11.

Разделяем переменные(2л +1) ф  = (у + 4) ибс ф  __ б&С г<2(у + 4)__1 <-ф2л + 1) у + 4 2л+ 1 у + 4 2 2л+1In }у + 4] = — jn }2л + lj + hi ICj, О + С  -  Vcon.sT =+ hi]у  +  4j

=  !n jc -У*2лч- lj —> у + 4 =  С У 2 л + 1  => у =  C-V2л +1  - 4  - общее решение данного 

уравнения.
Определим постоянную С так, чтобы выполнялось начальное условие у (4) =  11.11 = Сл/2 4+7 -  4, 1! = ЗС -  4, ЗС = 15, С  = 5. Получаем частное решение дан

ного уравнения в виде у =  5л/2л"+1 - 4 .

Пример 3. Найти частное решение ДУ у ' + ^  =  — -  4л, удовлетворяющее на-л л
чальному условию у(1) =  4.

Находим общее решение исходного уравнения с помощью замены у = и (л) - v (л), у ' = и'(л) - v (л) + и (л) - -у'(л). Подставляем эту замену в уравнение

, , Зм - v 2 .и - т + м ' v + ------ - = —  4л,л л
' < ' З И  2 „и - + + м т ч----- = —  4л.

Функции v (л) и м(л) определяем из условий

, 3+  ̂
т + —  = 0, л

, .2
и т = —  4л. 

л3v ^  3 ^  , ,
—  —  = ------- +Л  V Л, 3v ̂ -  0 .  л О }п }л[

= tn )+1 = In у = -
1

м'-я = ---- 4л, м' л
1 2 4л, м' = 2л - 4 л \  ^н=(2л^-4л^)йбс,

м= [(2л^-4л^)йбг =  — л ^ — л ^ + С .
^  ^ 3 5
Общее решение ДУ имеет вид i f2  з 4 з х Ф З  5 ^

у  =  -^ " + " - — л^, С -УсонлГ . л ' 3 5
18



Определим С из начального условия у  (!) =  4.

, ^ 2 4  ^  , 2 4 6 0 -1 0  + 12 62

3-,., 3 5 3 5 15 15

62 2 4 2
Искомое частное решение имеет вид у  =  .— . + -------% .

15л^ 3 5

Задание 5. Найти общее решение следующих ЛОДУ:1) ^ " + у' — 56у = 0; 3) у" + 16у' + 64у -  0.
2) у " -  16у ' + 68у =  0;

Найти общее решение ЛИДУ:
4) у " - 4 у ' +  3у =  5ле"^', 7) у " - 6 у ' +  10у =  3 с о з л -4 з т л ,

5) у" -  4 у ' + 3̂  ̂=  (8л -  4) , 8) у " + 25у -  cos 5л.

6) у " -  6у ' +  9у -Решение. Пример!, у " + у' -  56у = 0.
С помощью замены у  = приходим к характеристическому уравнению

А " +А  - 5 6 - 0 ,  

1 + 15 
о

0  =  1 - 4 -  (-56) =  1 + 224 = 225,

2 " '
1-15 — 8, А- 1 +  15 7.

Общее решение ДУ есть: 

y - C j e " ^  +  0^ 6^ ,  где Q ,  С 2 -VcofM/.

Если надо выделить частное решение, удовлетворяющее начальным условиям, 
например, у (0 ) = 5; у '(0 ) -  -10, то находим у '(л),

у '(л) =  - 8С ^ " ^  + 7 С з е ^ .
Далее составляем систему уравнений для нахождения С? и 6У

^  (0) -  5, fCi + Сз = 5, ^  {Сз -  5 -  q ,

y '(0 )= -1 0 .^ { -8 C i + 7С 2 = -1 0 .^  ( - 8С 1 +35-7C 'i =-10.

Щ , = з - с , ,
1 ^  Cj =  3, C 2 =
( -1 5 C i= -4 5 .   ̂ ^

Частное решение имеет вид у

2.

^ „7.x ̂j g  + 2е

Пример 2. у "  -  16у ' +  68у  =  0 .

А ^ -1 6 А  +  68 =  0, ( А - 8 ) ^ + 4  =  0, ( А - 8 ) ^ = - 4 ,  

A - 8 = + V ^ 4  =  ± 2 p  At2 = 8  +  2p и  =  8, ^  =  2.

Общее решение данного уравнения запишется в виде:

у  =  cos 2л +  С^е^^ sin 2л, где С у С з  -  V  сопуД
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Пример 3. у" + 16у' + 64у = 0.
^ ^ + 1 6 ^  +  64 =  0, (А + 8) ^ - 0, ^t,2 - " S .

Общее решениеу =  где С ),С з  -Пример 4, у" -  4у' + Зу = Зле"**. Общее решение исходного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами имеет 

вид: у = у(х)ч-уЩл), где у(х) - общее решение соответствующего однородного ре
шения, уду:) - частное решение неоднородного.у(л) -  ? у" -  4у' + Зу = 0, -  46 + 3 = О,
у(х) —. С] + С 2У ) ( у , — V cowr.у^(х) = ?, /(л) = 5хе"*, Р](л) = 3л, а: = --!,

Будем искать у*(х) в виде уф(л) =  (ал +  6)е""^, где а и б -  неопределенные 
пока коэффициенты, подлежащие вычислению. Найдему* (л) = ае"* + (ах + 6)е"^ - (—1) = е "^ (а - ах -  6),у=)= (л) = -е "^ (а  -  ял -  б) + е"^(-а) = -е"^ (я  -  ах -  6 + а) -  = (2а -  ал -  б).

Подставим у^, у  ̂ , у* в исходное уравнение

Получим— е"*(2а — ял--б) — 4е"*(я — я х --б) + Зе"^(ах + 6) = Зле"^.
Сокращаем на е "*  и приводим подобные - 2 а + а х + & - 4 а  + 4ал + 46 + Зал + 36 = Зл,Зал -  6а + 86 = Зл.
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х

y  ̂ -4 у *  + 3 у*= 5 хе

3

— а = —а = ------ = —8 4 4 8 32
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Пример 5. У  - 4 / +  Зу ^ (8л -  4)g".у = у(л) + уЩл).у (л ) -  С у " ' +  ту. соответствующее однородное ДУ осталось тем же.

Ищем частное решение ^  (л); / (л ) =  (8 л -  4) У .  (л) =. 8л -  4,

ог =  1= А], поэтому

у ^ (л ) = л (е л + 6)ё^ =  ( т ^  +  6л)е^,

у^ (л) = ( 2 т  +  6)^^ +- (ж ^  + 6л) (ж ^  +  2 ж  +  /ж + 6),

у^ (ж) =  е * (ж ^  +  2ал +  6л + 6 + 2 ж  + 2й т  6) = + 4дл +  6л + 2й +  26).

Подставим выражения для у^, у̂ , , у* в левую часть исходного уравнения 

+ 4ж +6л -т  2я; +  2 6 ) - 4 У  (ж ^  + 2 ж  + 6л+ 6) +  3 ( ж "  +6л) -  

=  ( 8 л - 4 ) У .

Сокращая на и приводя подобные, будем иметь-2 т : + я -  6 -  4х -  2.
Приравниваем коэффициенть; при одинаковых степенях хл -  2я = 4, ) fa: = -2 , л°  ̂ -  6 -  -2 .j [6 -  <л + 2 -  0.Частное решение ут(л) = -2л^е'^.
Общее решение исходного уравнения имеет виду (л) = -  2л^е^, C j,C 2  "  УсомЩ.ПрЛА̂ ер 6. у " - 6 у '+ 9 у  = 4 е^ .

У =  у (л )+ у У л ) .у(х) = ? у " - 6 у ' + 9 у - 0 , А ^ -6 А  + 9 - 0 ,
(А -3 )^  - 0 ,  - 3 ^ - у ( л )  =  С ^ ^  у Т ^ л е ^ .

у^ = ? /*(л) ^  4 - 6^(л) = 4, а; = 3  =  Jq =

y-h (л) =  л^ - ̂  .

у* -2 х< зе ^  +  3 ж ^ с ^  =  =  й е ^ (2 л  +  3л^),у & = я %? (бл + 9л + 2 + 6л) = й е ̂  (9 л ̂  +12л + 2), 
у^ — бу^ + 9у* — 4й ,яе^(9л^ +12л+ 2 )-6 й е ^ ( 2 л ч -З л ^ ) т -9 й ^  -л^

Сокращая на е^ ' и приводя подобные, получим 2й =  4, <з =  2. 

Следовательно,

у^(л )=.2л ^ е ^ , у ( л ) = е ^ ^ ( ^ + С 2Л + 2л^), C j,C 2 - V c o w P



Прымер7, y " - 6y ' + 10y =  3 c o s x -4 sm x .  

у - у ( л )  + у^ (л:).у(х) = ? у" -  6у' + Юу = 0, -  6  ̂+ 10 = 0,
6) =  36 — 40 =  -4, ^1 2 =  -  "" ^ , / — V ^ I  — л-шилмя сбмяп^я,

% t 2 = 3 ± f ,< 2  — 3 ,/ ?  =  i-

y (x ) -C ]C ^ ^ c o sx  + C2e^^sinx, C ^ C 2 " V c o ^ 6

у з (x) — ? у (х ) -  3 cos х — 4 sin х уз (х) -  я cos х + 6 sin х, а и б -  пока неопреде

ленные числа.

у* (x) =  -% s in x  +  6 cosx, уз (x) =  - o c o s x - 6 sinx. уз -  буз + Юуз =  3cos л -  4 sin л,

-  я cos л -  6 sin л + 6 й sin л -  66 cos л +1 Ой cos л +106 sin л ^ 3 cos х -  4 sin х.

Приравниваем коэффициенты при cos л и sin х .

cos л 

sinx

- - й - 6 6 + 1 0 я -3 ,1  ^ 9 й -6 6  = 3, ^ З й -2 6  =  1,

- 6 + 6й + 1 0 6 - -4.J ^6я + 9 6 - -4 .  j6a + 9 6 - -4 .

1 + 26

6-
+  26

1 +  26

" 3 '

1 +26

=>

+  9 6 - - 4 .  2 +  46 + 96 =  -4. 1 36= -6 .

Частное ретенне уз (л) = —  cos л -  — sin л.
Общее рентное данного уравнения имеет вид

у  = Ci<P* cosx +  s in x  +  —  созл -  —  sinx, С] .С ? -  VcowO39 13 I ^Пример 8. у" + 25у = со$5л. у -у ( л )  + уз(л).у (л ) -?  у" + 2 5 у -0 , ^ ^ + 2 5  = 0, 6 ^ --2 3 ,^ 2 = ± V ^ 2 5  -+57"; сг = 0, Д = 3.
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у  (л) =  Cj cos 5 л 4 Со sin 5л, C ^ C ^ - V

у^ (л) =  ? Д^(л) =  1 - cos 5л +  0 - sin 5л ̂  у^ =  л(я cos 5л 4  б sin 5л), 
а и Ь -cons?

у^ =  (я cos 5л 4 б sin л) 4 5 л ( -я  sin 5л 4 б cos 5л),

у* - 5  ( -a s in  5л 4  б cos 5л) 4  5 ( -я  sin 5л + б cos 5л) 4 25л (-я  cos 5л -

-  bstn 5л).

Выражения для у*, у * подставляем в исходное уравнение

y^ +25yp=cos5.x.

10 ( -я  sin 5л 4 A cos 5л) -  25л (я cos 5л +  5 sin 5л) 4 25л (я cos 5л 4  б sin 5л) =

=  cos 5л.
Ю ( -я  sin 5л 4 A cos 5л) = cos 5 л.

Приравниваем коэффициенты при sin 5л и cos 5л.соз5л] 106-1, 1 j A -ОД,
s in 5 % - i0 n  = 0.j " ] я  =  0.

Частное рентное у^ (л) =  ОДл sin 5л.

Общее решение
у  (л) = С) cos 5л +  С 2 sin 5л + 0,1л sin 5л, С ; , С 2 -

Задание 6.
Примеры. Исследовать сходимость числовых рядов У  :

а)
3'

^ и„ 4 i)- и! Зл  ̂ + 4 ^ 4  7, 6)
1

(л 4  3) 1п^(й4 3)
; е) и,, =

7 . 4 1

(и 4  3)т/й 4 3

Я ^4 б
а ) Х

Рещенаа 3" 3 Зг 3̂  34 ——  -j- — ———ь.
^ ( ^ 4 1 ) - й !  2-1. 5 -2  10-6 17-24

4 ...

Здесь
3" ,я+1 ,?н-1(й"4%)-н! 3̂ +}

((н 4  1)^ 4  1) - (и 41)! (й^ 4  2й 4  2) - (й 4  1)!

л!- (эн-факториал) = 1- 2 - 3 - ...-и; (и 4 1 ) != й ! (й 4  1). 
Здесь удобно применить признак Д'Аламбера.
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Реи/еяме,
а) Дан степенной ряд

X
7?-!

5я + 2 

(л + 3) - 7"
- ( л - 4 ) " . (15)

Найдем интервал его абсолютной сходимости. Для этого применим к ряду из модулей 
признак Д'Аламбера

5я + 2 

(я +  3 )-7 "

5я + 7 
(л + 4) - 7

[Л+]

ч̂-1

Н т ^77+! (л)

^й(л:)

, (5н + 7 )-}л -4 )"^ -(и + .3 )-7 "
=  Н т ------- — L--------------— ----- —"->°э(я- + 4 )-7 "^ -(5 я  + 2)-1л-4)"(5и+7)(я + 3) к - 4 }  ,, ]л -(и + 4)(5л + 2) 7 н-чюэ 7

л -  4
L— 4 х

7

 ̂ л - 4Если — - <=> л - 4 < 7  < = > -7 < л - 4 < 7
7 ' ^бится абсолютно.Если ^  > 1 !л -  4} > 7 т.е. ^ ^ ^ о
7 ' ' л - 4 < - 7 .

- 3 < л < П ,  то ряд (15) схо-

л > П ,

л < - 3 ,

т.е. л € (-со ;-з )  кл ( П ; + со), то ряд (15) расходится.

{л"4]
Если L -— I  =  j ^  1л-4} = 7 <=> л = 4 ± 7, то признак Д'Аламбера ответа не дает.

расходится поведение ряда

Исследуем поведение ряда (15) на концах интервала сходимости, т.е. при л =  -3  и л =  И .

5л + 2
< я " — —1 ) л  =  -3,

Так как Hm

X  М " ^ 4 = Х  (-Ц "
=  lim ^ 5 ^ 0 ,  то ряд расходится.н—> С 0 Н  +  3

л + 3

3  х = , , . Х - ^ ^ ( Н - 4 ) " ^ Х
Л ) (я + 3 ) .7 "  i i  (я +  3 ) .7 "  ^  и +  3

ряд-расходящийся, т.к. его общий член не стремится к нулю при и -4  <ю (не выполняет^ 
ся необходимый признак сходимости ряда).
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Таким образом, областью сходимости степенного ряда (15) является интервал -3 < х < 1 1 . °° 4л;2__1
б) Рассматриваем степенной ряд вида У  — i----(х  +  6)^, (16)й=) и ^ + З
Составляем ряд из модулей и применяем признак Д'Аламбера-г-1 4и^—I ] -Е  -1 Г 1 :Ч л  + б! .И +3Мм+1}im (4(л +  1) ^ - 1)-!х + б Г ^ '- ( и ^ + 3 )  , .

!im —  .... — — ------------— -  ^  1_х: +  6] х
^  ((л +  1 )4 + 3 ) - (н 4 -1 ) . [%  +  б1"

х Hm — — —— = 1л+-б1-

Если jx + 6 ]< l - 1  <  л -г б <  1 -  7 <  х < -5, то ряд (16) схобится абсолютно.

Если ]х + б[>1, т.е. хе(-оо;-7)^ (--5; + сс),торяд(16)рйсхобится.
При % =  -7  и х = -3  нужно дополнительное исследование.

1) х = - 7. Е
M=i U +3

(17)

2) х = - 3.
^  4л^ -  [
^  4 1 ' я +3

(18)

^  1
Е  -Y.
м=1 Л

Очевидно, ЧТО ряд (18) СХОДИТСЯ по признаку сравнения с рядом

!. (4й ^ - 1)я^
iim — у——  ; ------------- ^
й - ^ я ^ + З  я  ̂ "->=° ^ ^ +3

= 4.

Значит, ряд (17) схобится абсолютно. Следовательно, областью сходимости степен
ного ряда (16) является отрезок х  е [-7 ; -  5].
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ЯРД^Ж ЧЕС^ЯЯЗДЯЯГЯЯДЯЯВТ'ОРОГОСЖ СГЯДЗанятие б.Функции нескольких переменных.
1 .Область определения функции z=f(M). Части ью производные, производная по 

направлению, градиент функции.
Теоретические сведения.

Если каждой точке А/ из некоторой области D  соответствует некоторое число z из 
множества f  с: то говорят, что z есть функция от М. Если точка М имеет две коорди

наты A f(x,y), то z = / (x , у)-функция двух переменных. Функцию трех переменных 

обычно обозначают так: м =  / (x ,y ,z ).  /)(/) - область определения (существования) 

функции, Щ / )  - область значений функции.

Частными производными функции z ^ / ( x ,y )  по х и по у соответственно назы

ваются пределы отношений вида:
A^z / (х  +  А х ,у ) -/ (х ,у )  dz , ^

А*->о Ах Ах дх

,. A z  у"(х,у + А у ) -/ (х ,у )  &  ,
ttm - А -  ̂  hm  ̂  ̂  ̂ ^  ^  У  =  /'(х,у).

Ay At—>0 Ат С)-'

При нахохщении частной производной по одной переменной другие переменные счи
таются постоянными, поэтому все правила и формулы дифференцирования функций 
одной переменной применимы для нахождения частных производных функций любого 
числа переменных.

Производной функции и - /(x,y,z) вточке М„(^,,у„^^)внаправлении векто

ра л ^(7,м,м) называется предел

ц AzA W J ^  Зм(А^)]М„М[ дя '
Эта производная находится по формуле

^  . cosa; +м(,(А-^,) - cos/? +  - cosy,

cosar - - / -, cos /? = - cosy: # 7у У + й Т + и
где cos сж cos/?, cos у  - направляющие косинусы.

{Градиентом функции M =  M(x,y,z) называется

ж" + п
вектор координатами

Частные производные по л и у  от частных производных z((x,y), z',(x,y) называ

ются частными производными функции второго порядка и обозначаются

28



Аудиторные задания.
1. Найти и изобразить области определения следующих функций:

я) ^"Уу^-""2х+4^,. й) 2  =  1пл +  1лсозу.

2. Найти частные производныеa) z ^ (5л̂  + л у - 1)(2у-4л-г 3), ^)z = л^у+ созл -  ЗГ§л-1пу + 5 ,с) z -  sin̂  xcos3y, т/) z = 1п(2л̂  -  4y + 6),e)z = ла 3 y+ 2л — згу -  4
3: Найти полный дифференциал функции, если:a )z  = in;g-^L, .6л Ал + У
4. Найти производную функции z = л  ̂-  2л*у +  лу^ +1 в точке Moft 2̂  в направле

нии вектора М^М,, где Мф4; 6). Найти градиент функции в точке М;.

5. Найти производную функции м -л ^ -З у и  +  7 в точке АУ,(1;2; - 1) по направле

нию к точке А/Ь (7; 4; 8). Найти grm i м( М .).

Индивидуальнь}е задания.
1. Найти частные производные и полный дифференциал функции.

! 1.1 2.1 3.1 [4.1

I Z =  (7g(x/).

!

АZ ^  C O S —r— —
х

2л -
z = rg

л

z = !п(3л^ -

2. Найти производную функции в точке Мо в направлении вектора А-ф,А/,; градиент 

функции в точке Мс. _______ ______________________ __ ____ _1.2 А& м -  1п(л + 2zМ.(!;2;1),М,(-2;3;5).
3.2

2 3 б .2.2 у Z лм -------- ,л у  х^ ( -1 ;Ц 2 ) ,^ ( 8 --1 -4 ) .
4.2м"8*-^л + у + z, М.(3;2;1),А^(5;8;4).

Решение munosoeo еарпаета.
1. Найти частные производные первого порядка и полный дифференциал функции

- Z =  ig(3^ ч-5у).
2. Дана функция u=x-t-y2-z3 и точка Мо(*7;2,'А). Найти производную функции в точке Мо в 

направлении вектора А ^ , где МфЗ; -4; 2).
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Решение.
1. При дифференцировании данной функции по переменной х вторая переменная 

у считается постоянной. Применяя правило дифференцирования сложной функции, 
получаем:

1соэ (̂.зг + 5у) < (.г +  5 у)' -
1cos 1 +5у) -Зх'

1
.(F  +3yY

1
-5. ̂ cos"(x^+5y)  ̂ cos (̂x  ̂+ 5y)

Полный дифференциал функции двух переменных находим по формуле
Зх̂ лбс + 5/у

& - + z' - <7у -  -cos"(x + 5у)
2. Находим частные производные функции в точке №  

к; =4, и;.(1,2,-ц=1./, = 2у, и/1, 2 ,-1 )-4 .
^/1, 2,—7) = —3.

Находим координаты вектора т-д,м, = (2, - 6.3) и его направляющие косинусы

lA / A / i-V 4  + 36 +  9 =  7, cos<^ =  — , cos/  = — , cosy =

Тогда искомая производная будет равна Зи(А/) , 2  , , б ,  ̂ 3 2 - 2 4 - 9  3!ди 7 7 7 7 7
Так как производная отрицательна, то функция в данной точке в данном направлении 
убывает.
Градиент функции в точке (7:2; -7) равен gra<7z;(l;2;-2) =  (1;4;-3).

2. Экстремум функции двух и трех переменных (локальный, условный). 
Теоретические сведения.

Функция и =  /  (М ) имеет локальньЮ максимум (минимум) е точке Мо, если суще

ствует окрестность 77(Мо) точки Мо такая, что для любой точки М  е А '(А / )  выполняет

ся неравенство / (М) < / (М^) (/(АТ) > /(АТ,,)).
Точка А%? называется точкой экстремума функции, а значение функции в ней - 

экстремальным значением.
Теорема 1 (необходимые условия локального экстремума функции двух пе

ременных). Если непрерывно дифференцируемая функция м =  / (х,у) в точке. 

А/(Щ)7 З'о) достигает экстремума, то ее частные производные по х  и по у в точке А/, 

равны нулю: / / л ^ у .)  = 0 и /((х.,у.) =  0 .

Точка А /  называется стационарной точкой функции и=./'(л„у), если

б?м(А/) =  0 .
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Теорема 2 (достаточные условия локального экстремума функции двух пере
менных). Пусть точка M ^ x ^ y J -  стационарная точка дважды непрерывно дифферен

цируемой функции ?./=./(х,у). Тогда, если:

а) '4 ( -Х о 'У и > 0  и А , -
< ( V o ) >  0, то точка М(,(^,Уо) - точка

локального минимума;

б) <х(*с,У„)<0 м А, - > 0, то точка ТА) - точка

локального максимума;
в) А,, < 0, товточке .M^,(x„,yJ экстремума нет;

г) А, =  0, то экстремум может быть, а может и не быть. Нужны дополнительные ис

следования.

Аудиторные задания.
1. Исследовать функции на локальный экстремум:1) . z -  х̂  -  ху + у  ̂-г 9х -  6у + 20.
2) . z = y \ Z x - y " - x  + 6y.

2. Найти условные экстремумы функций:t). z"2x^ + y --( !.-x ) , ёслм х + у = 2.
^  1 t2). z = — + — если х + у = 4.X у

Индивидуальные задания.
1 .Исследовать функцию z =  / (х,у) на локальный экстремум. 

2. Найти услоеный экстремум функции z = / ( х , у ) .

Вариант 1. 1. Z " y V x - 2y ^ -x  + 14y-2. 2. z = — ч— ,еслих + у = 2. 
х у

Вариант 2. 1. z - x J y - д ^ - у  + бл-З. 2 .z==x^ +  лу + у^ - З х - 4 у  +  10, 

бслмх +  у  =  4.

Вариант 3. 1. z -Зх^ + 3у  ̂-9ху + 6. 2.z=  — -  — 4 x - y = L  
X у

Вариант 4. 1. z -x^  + 8у  ̂ -бхуч-3. 2. z = х  ̂л у \  Зх + 2у = 6.

Реше^де таяоеоао сараалта.1. Найти экстремум функции z = Зх" -  2х^у + у  -8 х  + 8.
Чтобы найти точки, в которых возможен экстремум, составим и решим систему уравнений:

:0,

о /

6х—2 -Jy -  8 — 0,
— ^ + 1  = 0, } б х - 2 х - 8  = 0, х = 2, х = 2, у = 4.
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Значит, экстремум возможен в точке А/(2,4), то есть точка 47(2,4) является стацио- 

. - нарной или критической. Чтобы исследовать характер экстремума, находим частные 
производные второго порядка данной функции в полученной точке.

- 6 ,  z l = -
1

V 7

z"(2;4) = 6, z" = — z"  ="  ̂   ̂  ̂ -Tj; 2

Вычислим определитель

2
2 -4 -2 8

! 1
-  =  ̂ -> 0 , значит, экстремум в точке А7('2,4) существует. Так

2 8
как z^(2;4) =  6 > 0, то точка М (2,4) - точка локального минимума и 

z ^ = z ( 2 ; 4 ) - 3 - 4 - 2 - 2 - 2  + 4 - 8 - 2  + 8 =  0.

2. Найти условный экстремум функции

. ? " - ^ - у ^  + 4 т - 4 у  +  7, зслм л + 2 у = 4 .
Из уравнения связи выразим переменную .х^4-2у  и подставим в выражение для 

функции. Получим функцию одной переменной у. z = -(4  -  2у)  ̂ -  у  ̂+ 4(4 -  2у) -  4у + 7, z(y) = 4у -  Зу ̂  + 7.
Находим ее первую производную, приравниваем ее к нулю, получим точку, в кото* 

рой возможен экстремум:z'(y) -  4 -1 Оу, 10у = 4, у -  0,4; х = 4 -  2 - 0,4 = 3,2.
Так как z"(y) =  -1 0 < 0 , то точка 47(3,2; 0,4) - точка условного максимума и z _ ^ z ( 3 ,2 ; 0,4) = 7,8.

Занятие 7. Неопределенный интеграл.
1. Непосредственное интегрирование. Замена переменной.

Теоретические сведения.

Определение 1. Функция 7%х) называется лерзообразиол от функции /(.т) на 

данном промежутке (я,6), если F '(x )  = на этом промежутке.

Если у данной функции существует первообразная, то эта первообразная не явля
ется единственной. Две различные первообразные от одной и той же функции отлича
ются друг от друга на постоянное слагаемое.

Определение 2. Неопределенным ынтезрапом от функции / (л ) на некотором проме

жутке (а, б) называется множество всех первообразных этой функции на этом промежутке и 

обозначается j/(x)n$c, то есть j y (.т)<А =  F (x )  +  С, где С - произвольная постоянная.
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Нахождение неопределенного интеграла от функции f(x) называется днтезрмроеэ- 
нием данной функции. Эта операция является обратной бофференцнроеанаю.

Простейшие методы интегрирования включают в себя нахождение неопределен
ных интегралов с помбгцью основных правил интегрирования и таблицы интегралов, ин
тегрирование путем внесения производной под знак дифференциала.

Основные правила интегрирования.

1. ^ф"(л)&:-Д  ̂ У *(л )^,Д -СО М Л  {(/(*) ± g-(^)№ ^
3. Всякая формула интегрирования сохраняет свой вид при замене переменной интегрирова
ния на любую дифференцируемую функцию от нее, то есть если ^/(л)(3л =  f  (л) +  С, и

и = %(л) - дифференцируемая функция, то j / =  ^(м) +  С.

Таблица интегралов.1 нч-11 л " < & = -^  + С ,я у ^ 1 . J л + 1 2. f ^  = h x  + C.л3. [ д ^ - - ^ -  + С .  -* 1пд 4 + С  .5. jsin л<̂ х -  -cos л + С . 6. j*cos лй& = sin л + С.7. f йбг2 %̂7-У + С.-*COSX 8 г<%к- -  + - 'з т л9 г 1 л ,  2= ЯГС^ + С . **Д+Л Я Д 10. г ^!—— + С.  ^  + л11. г 6&Г . Л ^—р—...— =arcsm—+ 6.^ л ' - л '  я 12. г л!х . ^  —f—  ̂= arcsm л + С.13. Г гйг 1 , , д + л,  ^^ ------ [ + с .*^д—л 2д д — л 14. Г ......-  1п [ Л + ^Л  ̂± Д̂  j.
: Из третьего основного правила интегрирования вытекает, что все интегральные
.формулы 1 - 1 4  остаются справедливыми, если в них вместо переменной х подставить 
некоторую дифференцируемую функцию от х. При этом для сведения рассматриваемого 
интеграла к табличному интегралу иногда достаточно представить дифференциал 
ло одной из формул (операция ^поднесение под знак дифференциала):1 1
; З.д!л=<7(л + й), 2.о[т=— ^(аж), З.^х — бфал +  &).i д я
Примерь!. Найти неопределенные интегралы:+ 4  + "  1=4 ^ - 2 ^  +

[д^=4- ——  2-—л  ̂+ 2 -^ —+ л+ с = л̂  -  —х/л̂  — -̂ + л + с. i J J 4 5 . - 2  5 л̂
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' f i  f =  l i n }4^ + J l 6 ^ + 9 {+C.V i6 ^ + 9  4-!^(4д)2 + з2 4
3- ""^ " l)^ ^ (2 x-  i) = -^-(2jc-1)"^ + C :

1

8(2jc-t)'
+ C.

4
^sin^6% 6-*S!n^6^ 65. j*COS(̂  ̂+ Tc)(4  ̂ + t)&: — j*COs(^ + + x) = sin(^  ̂+ Д*) + <7.

Й&
6j. i;

d (x + l)  1 x + 1
7=̂ - +  C.

2x +  3""-!(^ +  ^  +  2 " ^  ^  V2

После выделения полного квадрата в знаменателе и поднесения под дифферен
циал воспользовались табличным интегралом 9,

В последующих примерах будет применен метод внесения производной под знак 
дифференциала. Он основан на использовании формулы <д'(х)<Ук =  т/(у?(х)), из кото

рой, в частности, следует, что;

2 2 3 .3

=  (inx)'o!xr -  ^(inx),
%

COSJtGfx = (sinjc)'r& =  6/(sinx),sin =  -(соз^УйУ =  -^(cosjr),

— = (/дзфобс -  ^ —у  ' =  -(с^')УУж * -сУ(сГДх),cos X sin дг

---- -  {arc(gx')7& -  af(6yc/gx),i+% " - y ^ —  ̂-  (arcsin л)'а&с -  ^(arcsin x),
V i - F

Примеры. Найти неопределенные интегралы:

t . jx S A  + x ^ A  = -  j(4+  И)2(4  + И)'<& = Г  j(4 +  x 4 ^ ( 4 + хН = - ( 4  + х^^ + С  =

2J;

4

3J. . з

^У(4  + х 'Т  + С.

&  _ r(in(x + l))'dx _ ffV(h(x +1))
= f(% + l)ia(x+I)  ̂ )n(x+l)  ̂ 1п(л+1)rZr r(arcsin л*')'ябг ^/(arcsinjt)

arcs m 4УГ

= )niln(x + ))[+ C

-in ! arcsine }+C.arcsm.r arcsmjf
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Аудиторные задания

Найти неопределенные интегралы

i . j h V 7 - 8 4%
<7*, 2. jj

л/5*^+4 З х - -4
3. j]

(2 + 4 * ) "  ^

4. 3. fVsin *соу vJ*. 6. i 7. ! — ...
 ̂ **  ̂ x **sm(l —3x)

s j - , 9 Ю. П . 12. f-- ' f i r ,  ^4 -! ; i  -,2 J2*^ + 6 *  + 4 '2 5 + x Vi ^ " * + 2 3
-A*.

Индивидуальные задания.
Вариант 1 Вариант 2

L ii

1

^ 4 V  +4  3V '4 i8

1. j №

2 .

1 s W )

2*

4. j(2 sm (l-8 *) + 6 ^ ^ 1 ^ *,  

3. jsinxcos^ Хй'хз

+ (3* + 3)  ̂ <̂T.

V ** + 4* + 20 

cos^(3* + 2)

 ̂V l - 2 * '  2*^ -  4

6___
(7 *^11 )"

5. J s in x c o s "^ *^

. j

?4:

( * - 2 )

sin "(3 *r+  2)

Вариант 3

2 л / 7 - 4 7* ^  + - '^ -  ж,
7 7

2 .
1

<7x,
V 2 * ' +  4 3*^ + 4

4. j (2 s in (4 -5x ) +  8 e ^ ^ )& ,--.—
5. К/атлсозлак,

co,V(3 +  7-V

Вариант 4

. j { 4 7 7 +

2 J

3 2*^

1

%3tr,

vV4-,V ' 3*N -1

4. j(3sm(4 -  6x)+

 ̂ j-cos*;^

/sin" *

6. jV l+  ln(* + 4)

7. f -  - ^ - '.
^gin '(7-4*)

абс
*  +  4"
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Решение гнылоеозо варианта. 
Найти неопределеннь!е интегралы:

Пример 1.

. г—  у З  s 2 2+0.3
j(6^x^ -  4-у=^)й& =  6 Jx-tAt — 4 jx^ — б— —  4 ^  ̂ +  С  ;

12 г у  8 = — Ух - 
7

Пример 2.

— ^ х '' x^Vx +  С  =  — х
7 5 7

7

2
12 з /— S 2

У х ——х у/х+С.

1 -  Зх = д Зх = 1 -  г
1 -г  ^ ^

3 3

[е^Г = - 1 ^ + С -  
1 J 3

 ̂ i-Зу ,+ С.
Пример 3.

г ^ ̂ C O S ^ ( 6 x - l )
Пример 4.4п(х + 7)

бх -1  -  г, 6х = Г +1 г + 1 , сА
X =  i— —, 6РГ- —б 6 1 г 6?Г 1 +-. 1

" -  [— у - - -Г^г +  С - y / g (6 x -  1) + 6. 
6 -*cos f 6 б

х +  7 ббг =

1п(х + 7̂  — г, <7? -  (1п(х + 7))'dx = А;

x V 7

=  f ^ - L  +  c ^ i ) n ^ ( ^  +  7 )+ C .
J о 1 .

2. Интегрирование по частям.

Этот метод интегрирования основан на использовании формулы 

^й(х)<7к(х) -  n(x)v(x) -  j"t-'(x)^/(x) й,?П ji^A-' =  MV -

где u^u(x) и ^ффнепрерывно дифференцируемые функции.
Применение формулы целесообразно, когда под знаком интеграла имеется произ

ведение функций разных классов. В некоторых случаях формулу интегрирования пс 
частям приходится применять несколько раз.

Примеры. Найти неопределенные интегралы.

1. jltix<%t =

-х(1пх-1) + С
2. J(2x + l)cos3xd!x;

ЙМ =  — -  xlnxX -  x —  = x-* Xv = x
м — 2x + 1, <7и =  2<TvA' =  cos3x<7x, v-^-sin3x3 2х + 1 .sin3x—  jsia3x<TT =

^ ^ sm3x +  — cos3x +  C. 3 9
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3. jx^sitix<Tx- м =  x^, — 2xdx= v = -co sx
с/и =

: - x  cosx + !
и = х ,Jv  = co sx ^ , x = sinx = -x^ cosx-+ 2xsinx+ 2cosx + C.

2^xcosx^c^ 

x^cosx + 2 (xsinx- js in x ^ )^
Аудиторные задания.

Найти неопределенные интегралыl .j( l-3 x )fn (4 x )^ , 2.J(2x + 3)cos5x^r, 3 .J(l-x ')sin xd ^ , 4 .J(5 x ^ + i)g "^ .
Индивидуальные задания.

Найти неопределенные интегралы:

Вариант 4 1. j(3 -  л) sin 4,кГг. 2. j(x^- 4)cosx<2r. 3. Jxtn(2̂ )<7̂ .

Вариант 2, 1. j(t- x)co^2x&. 2. J(3 -x")stn A'fTt- 3. j(x + 3)tnxdx.

Вариант 3. 1. j"(x-2)sm3.K'&'- 2. j.P cos Л&-. 3. jin(] -  Зл)<7ж.

Вариант 4. 1. + 2х + 3)е'"сб: 2. j(^ + 6)COS^^Y. 3. j"}n(x-i-I)t7Y.

Решение /лнлоеозо е ар нанта
Найти неопределенные интегралы, применяя интегрирование по частям.

Пример 1. j и. = 2л + 7, с/м -  (2л + 7)'tTx 2 А
М 2л +7 )зш л <& - г .  =
-* ^ - з ! п л ж ,  sm xm :-"-co sx^ -(2 x  + 7 )cosx- j*(-cosx)-2& = -(2x+7)cosx + 2j*cosxtic == -(2% + 7)cosx + 2smx + C.

Пример 2.^п(3л -  6)<7л - м = !п(3л -  6), <7м

= & ,

Зй&сЗ х -б
н - х

= x ln (3 x -6 )- j Зх
j(!+  ^ ) & = x ln ( 3 x - 6 ) -  j - - ^ t ^  =  x in ( 3 x - 6 ) -  -Ту  ^ <7л

З х -  6 (х -  2) + 2
-6&С -

л - 2х)л (З х -б )- jj 1 + — jd!x = х !п ( 3 х - 6 ) - х - 2 j^ ^ - - —̂  = xla(3x--6)х - 2 ,-л-  2М(х-  2) + ^иж х ж  х -  2 > 0. х - 2
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Занятие 8. Определенный интеграл. Формула Ньютона-Лейбница. Вычисление площадей плоских фигур.
Теоретические сведения.

Пусть функция определена на отрезке [яУ ]. Разобьем произвольным образом этот 

отрезок на л частичных отрезков [л,.^, л, ] точками я =  л  ̂< л, <  л  ̂< - -  < л„ = & На 

каждом из отрезков выберем произвольную точку : л^, < у  <  л̂ ,/ =  1,п и составим так 

называемую пллюарапьлую сумму функции /(л ) на отрезке [я,&]:У , = ̂  . cde Ал,. = л,- -  л,_,.
<'Ы

Определение. Олребелелльж лнлтезралом функции /(л) в пределах от л =  я до 
л =  & назь!вается предел интегральной суммы

д А
iimc,, =  Пт]Ру"(^,)Ал^ = ^ тахАл,. —>0.

Если / (л) непрерывна на отрезке [яУ ], то этот предел всегда существует независи

мо от разбиения отрезка на частичные отрезки длиной Ал,, и выбора на них точек у.
Таким образом, функция, непрерывная на отрезке, интеарлруема на нем.

Основные свойства определенного интеграла
а ^! j  у(л)яА = -  j y  (-х)л!х,
Д ^

2. jy(x)tA; -  О,

А  ̂ А
3. ^У(л)бА- ^У(л)^А+ ^У(л)^А,

A A A
4. j c y y )  + У (л ) 'л А =  ]*у(л)У- +  {.У(л)бА-,

А А5. Jc/(л)йА "  я j y (л)Уу, с -  СЯАМА.
6 А

6. Если У (л )> 0  (у (л )<0 )н ао тр езке [яу ],то  ^У (л )яАА0 (^У (л )яА<0 ).

А А7. Еслиу(л)>$?(л)ле[аУ] я<Ь , то jy(x)tA> ^(л)бА.
8. Если подынтегральная функция интегрируема на отрезке [я у ]  и для этого отрезка

А
справедливо неравенство и? <  у  (л) < З У , то w(7? -  я) < ^у(л)^л < ЗУ (Л - я ) ,  где м  и

ЗУ - наименьшее и наибольшее значения функции у  (л) на отрезке [яУ], соответственно. 
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9. Теорема о среднем. Если подынтегральная функция непрерывна на отрезке 
[л, б], то существует такая тонка с- s  (я,б), что справедливо равенство
а

10. Если, У(х) непрерывна и <P(x) =  j/(;)<%, то справедливо равенство

Ф'(дг) ^  /(%), то есть производная определенного интеграла по переменному верхнему 
пределу х равна подь:нтегральной функции при тем же значении %.

Геометрический смысл определенного интеграла. Если У ( х )> 0  Ухе[щ б], 
то определенный интеграл вычисляет ллощаОь кросолонейной трапеции, ограниченной 
пиниями у =  у (%), у ^  О, х = а, х ^ б. И эта ллощддь равна

Правила вычисления определенного интеграла.

1. Формула б/ьютона - Лейбница. Если у  (л) непрерывна на отрезке [о, б] и б"(х) 

- какая - либо первообразная функции У(х) на этом отрезке, то справедлива формула
л
j/(x)a^  -  7 '̂(б) -  7^(а) - формула Ньютона -  Лейбница.

2.Замена переменной е определенном интеарале. Пусть функция у (х ) непрерыв

на на отрезке [а,б], функция х ^ дифференцируема на отрезке [<ау/?], причем для 

любого г е [су/2]: %?(г) е [а,б], =  а, %?(/?) = б, то

jy(x)c6r -  }У (ф (ф )^ '(Ф ^ - формула замены переменной.

3. Интезрмроеаннело частям. Пусть функции и =  и(д),1? =  х{л) дифференцируе

мы на отрезке [я,б], тогда справедлива формула
/5 Л
^Цх)ф.'(х) -  M(x)p(x)j^, — Jv(x)^M(x).
 ̂ а

Аудиторные задания.
Вычислить определенные интегралы

3. 4. jxVxT-iaby
о з

7. Вычислить площадь фигуры, ограниченной заданными пиниями:я)у = 4 -- х \ у  = 0; б)ху = 6, хч-у--7  = 0.

1. }} 2х^ +--^- }кбг, 2. )-^2Цх,
;-!пх

X

2ЙЗ
5.j*xstnxa6c, 6. j

х^ + 4
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Индивидуальные заданий.
1-2. Вычислить определенные интегралы.
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями.

Вариант 1.
1.^(3х^--^)я&с, 2.j-..З.у^ =  1-х, х ---3 .

} -х t x V l- ln ^ x
Вариант 2. 9 дг

1. ̂ (4л/х +  6х^)б&, 2.J(x + l)cosx7x, З .у  = 6х —х^,у =  0.
4 0 '.

Вариант 3. 46 , я
1. f-y====. 2. f ( x  +  2)sin— бТг, 3. т * " 3 -  2 х -х ^ ,у  - 0 .

1 ^  +  9 2  2

Вариант 4.
 ̂ 1 3 ^

1.[Зх'(1 +  -^ )Д х ,  2 [  , ,3 .у  =  ̂ , у  = 2 х '. 
J 6л ^ s ln x

4Решение яшпоеоао варианта.
Примеры.
1. Вычислить определенные интегралы, я) j(\/x-1)<Тх = j(x^ -1)б& = (—х  ̂ -х ) ^  = (—-2̂  - 8 ) - ( — 1)- 

=  1 2 -8 -0 .7 5  + 1 =  4,25.

75

i )  Г
Л  " "
7"

= -  /)

- 7.x =

x = stnr, 7х = со$г7г

^ -7з _яг
л -  2 ' " 4 '  * " э Г ' " Т

-  !— Г " -  (-
2 SH1 Г 2 sin г

2 -  -(Ш ^— + — )+  (c/g--" + — ) = - ( —^ + — )+  (1 + — ):
^ ^ 3  3 ^ 4  47 32 4

1 -  — - 4 = - 0 Д 6 1 .
12 J3

с) 7 =  Jxlnx^x. Применим формулу интегрирования по частям.

М =  In X,

7 =

ям = —
X

х '
=  ( y ln x )

 ̂ J " ^ T " T '  Т  4

f! % V =  —
2

=  е4 39,10.
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2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у  =  -.if +  4т* и прямой у  =  0. 

Найдем точки пересечения параболы и прямой. Для этого решим систему уравнений

f у =  + 4л, j -л^ +  4л =  0, [л ̂  0 или л = 4,

( у  =  0, {  у  =  0, ( у  =  0.

Значит криволинейная трапеция ограничена снизу осью О л , сверху параболой, при 
этом ле[0;4]. Значит

4л-л^)<%т 4
О

9 6 -6 4

3
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Занятие 9. Решение дифференциальных уравнений (ДУ) первого и второго порядков
1. ДУ с разделяющимися переменными. Линейные ДУ первого порядка.

Теоретические сведения.
Определение. Обыкноеенньяи дифференциальным уравнением (ОДУ) называется 

уравнение F ( * ,y ,y ' ,y " ,.. . ,y ^ )  = 0,
связывающее независимую переменную л, неизвестную функцию у  и ее производные 

у у у ", . . . ,у ^ . Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей 

производной, входящей в это уравнение. Решенном ДУ называется функция у  =  <р(л), 

которая при подстановке в уравнение превращает его в тождество.
Процесс нахождения решений дифференциального уравнения называется интег

рированием ДУ.
Для дифференциального уравнения первого порядка, разрешенного относительно 

старшей производной

/  = / ( *,  УД (1)
задача Коши формулируется следующим образом: для заданного начального условия 
у(ло)^уд найти решение уравнения (1), удовлетворяющее заданному начальному ус

ловию.
Определение. Функция у  =  цДл,С), где С  - произвольная постоянная, называет

ся общим решением ДУ(1), если выполняются следующие условия:
1. для любых значений произвольной постоянной С  функция у  =  цДл,С) является 

решением уравнения (1);
2. для любого нзчаяьноао услоеня у(лу) -  yQ существует единственное значение 

С  =  Со, при котором функция у  =  ц/(л,ДД удовлетворяет заданному начальному, ус

ловию.
Общее решение, записанное в неявной форме, называется общим ннтезралом 

уравнения. Частным решением (интегралом) ДУ называется решение, полученное из 
общего решения (интеграла) при конкретном значении постоянной С.
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Уравнение вида

7t (л) * +  <Pt (^) - %  (У №  =  О
называют уравнением с разделяющимися переменными.

Уравнение вида

Л И < &  +  № ^  = 0 ,й (л ) * 0 , / , ( у ) ^ 0
<д(л) А ( ^ )

назь}вают уравнением с разделенными переменными (при а!л стоит функция, которая 
зависит только от л; при Ji- стоит функция, которая зависит только от у).

Общий интеграл уравнения с разделенными переменными имеет вид

ф  =  С, ^ ( л )^ 0 ,  / ,(у )^ 0 .

Пример. Найти общее решение ДУ

Решение. Так как у ' -  , тогда умножим обе части уравнения на А . Получаем
<з!х

у^(1 +  л)ф* -  л^(у -  t)^r.

а) Считаем, что л #: 0, у  ̂  С,л =^-Ду # !,  разделим обе части уравнения на у - 1

Уи 1 +  л,тогда
у  — 1 л +1 

Интегрируем обе части полученного уравнения:
1

f(y + t + —— -)<Ун'-  [(л - 1 Ч---- — .
Н -1  л + !у -  i  ̂ л + Д

Получим общий интеграл исходного дифференциального уравнения в виде
3 2 'V д;—  + у + tn I у -1  j= -  л + tn ] л ч-! j +С.

б) Проверим, являются ли решениями ДУ значения л =  0, у  ̂  0,л =  -Д у  =  1. Под

ставляем эти значения в исходное уравнение.

Если л = 0, то получаем равенство у* - у ' =  0, которое не является тождеством, 

значит, л = 0 -  не является решение ДУ. При л -  -1, получаем, что ^  0 и уравнение 
превращается в тождество 0=0. Значит, л =  -1  -решение ДУ. Если у  =  0, то ф  = 0, от

уравнения остается 0 - л "  (не тождество, у =  0 не является решением). При у  -  i по

лучаем верное равенство 0=0. Решения л =  -1  и у  ̂  1 нельзя получить из общего ре

шения ни при каком значении произвольной константы С.

Omeem: общий интеграл - + ,х + + in i с  особые решения л= -1  и у  = 1.
2 л + 1
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2. Линейные ДУ первого порядка.
Теоретические сведения.

Определение. Уравнение видаУ* + р(.*)У = (2)
где у(х) и q(x) - заданные функции, называется линейным дифференциальным 

уравнением 1-ого порядка относительно у  и / .

Для решения уравнения (2) применяют подстановку у  =  м(л)х(х), где и (л), v(x) - 

неизвестные функции от х . Тогда уравнение (2) примет вид
M'v +  Mv' + p(x)MV = <y(x),

(Tv +  (((v' +  д(х)х) -  ^(х).

Выражение в скобках приравнивают к нулю, то есть
v' +  y(x)v =  0, (3)

Тогда из уравнения (3) находим функцию v(x), а функция и(х) определится из 

уравнения м'(х)т(х) = <у(х).

Зн э
Пример. Найти общее решение уравнения у  +  ̂ ^ х  .

х
Решение. Применяем подстановку у = у ' = мУ + м '̂, получаем 

мт+-мр + —  ^x **=>M v  +  n(v + -— ) =  х , решаем последовательно два уравнения:
X X

f , 2
i ; + - — - Q H M V  =  X .

X
(Tv 3v (Tv 3<Tx f<Tv гЗ(Тх

}n jv }= -3 !n [x l ,
1

(Tx X " V x '  ̂ V  ̂ X x^

tt n к ж у M =
y

fx'(Tx =  ̂ + C .  
 ̂ 6

Умножая ^(х) на v(x),получаем общее решение данного уравнения

/ + Q  =^>у = С  "  V С̂ И.!Г.
3. Линейные однородные дифференциальные уравнения (ЛОДУ) 

с постоянными коэффициентами.

Определение. ЛОДУ 2-ого порядка с постоянными коэффициентами р ы q назы
вается уравнение вида у" + ду' + %у = 0. (4)

Решение уравнения (4) будем искать в виде у  =  . Получаем

или

(5)
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Уравнение (5) называется характеристическим уравнением. Общее решение уравне
ния (4) имеет вид:

если А,

2. у  =  е**(С,+С2.х), ^сли й, = й з= й ;  (6)

3. у  ̂  (С, cos Дх +  Q  sin Дл), если й, 2 = or ±  Z/T

Примеры. Найти общие решения Л ОДУ:
1 .у " - 7 у ' +  12 у -0 ; 2 .у "-1 0 у ' + 25у =  0; 3. у " - 8 у ' +  2 0 у -0 .

Решение. Для каждого случая составляем характеристическое уравнение, находим его 
корни, выписываем соответствующее общее решение:

1. й^ -  7й +12 = 0, й, =  3, й̂  =  4 ==> у ^ + € 2̂ ^  ̂ (первый случай формулы (6)).2. -  Юй + 2$ ^ 0, й] = 5, %2 = $ => у = + Q x c" ' (второй случай формулы (6)).
3 .  / Р -8 й  + 20 = 0,

D  -  (-8)^ -  4 - 20 -  64 -  80 -  -16, V o  -  J I l 6  =  V l6  - V ^ l  -  4/, значит

, 8  — 4/ , 8 + 4/ - ^
^  ^ — —  ̂ 4 - 2 д Й 2 = — ^— ^ 4  + 2/. Значит, получаем третий случаи формулы (6),

где сг=4,Д  =  2, то есть общее решение имеет вид у  ^ C y ^ c o s 2 x  -i-CgC^sir^x.

4. Неоднородные линейные ДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами со
специальной правой частью.

Теоретические сведения.

Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное уравнение второю порядка 
с постоянными коэффициентами:

у" + ру ' + < ?у -/ (х ). (7)

Теорема (о структуре общего решения уравнения (7)). Общее решение урззяе- 

ния (7J есть сумма общеао решения у соотеетстеующезо ему обноробнозо урасне- 

яия и частнозо решения у. необяоробноео ураенения (7); у  -  у  + у * .

Пусть правая часть уравнения (7) имеет вид:

/(л) = (у, (x)cos Дх +  йн (х) sin Д х ), (8)

где Д,(х),(у,(х) - многочлены степени я ме ? ,  соответственно, с действительными ко

эффициентами; сд Д е Д . Тогда уравнение (7) называется линейнь/м необноробньш 

бифференциальньш ураенением еторозо лорябка с лостоянньши коэффициентами со 
специальной лраеой частью. Частное решение у, такого уравнения находится методом 

неопределенных коэффициентов.
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Рассмотрим частные случаи функции (8):
1. / (х ) =  ДДл),аг =  0,Д =  0. Тогда частное решение ^  уравнения (7) будем искать 

в виде:

7?Дх),бсли А ^  0 м ^  0; 

хР„(х),если ^  =  0 млм A i= 0 ,  

х^7^(х),сслм А, = А  ̂=0 ,

где Д,(х) = Д, +  +... +  Д х "  многочлен степени л , коэффициенты которого

Д д  =  0;и подлежат определению, Д и А ,  корни характеристического уравнения.

Подставляя в уравнение (7) и приравнивая коэффициенты при одинаковых

степенях переменной х, получим систему из + уравнения с (/? + !) неизвестным 

для определения коэффициентов Д  J  = 0 ;я .

2. / (х ) =  с^Д,(х), Д =  0. Тогда частное решение у, уравнения (7) будем искать в
виде: < Р ' 7 Д ( х ) , А  , и

х^б^^(х),бслм Д =  А̂, =а;.

3. / (х ) =  (ДДх)соз/?x + Q,„(x)atn Д х ). Тогда частное решение гт уравнения (7) 
будем искать в виде:

f б^(Д Д х)со5Д д  + Д/х)зт/?х),б<гли А ^ ^ гх  +  ̂ Д;- хР"' ( (х) cos Дх + Д,(х) sin Дх), еслм Д  ̂= сг + /Д ,
где и = тах{ж ,п } .коэффициенты многочленов Дд'х).7Дх) подлежат определению.

у Д х ) - -

Пример 1. Найти общее решение неоднородного ЛДУ Д' -  г ' -  2^ =  4хе^. 

Решелое. Как известно н =  г + у * .  Найдем общее решение соответствующего одно

родного уравнения щ : -  у' -  2у =  0. Для этого надо составить характеристическое

й ^ -А  — 2 = 0 ,  =  А  ̂=  2=^ у  =  +

Найдем частное решение неоднородного у * . В нашем случае 

/  (х) =  4хаД и =  0, поэтому ищем частное решение в виде щ, =  (',4x+F)cP  

Дифференцируя два раза и подставляя производные в исходное уравнение, получим: 

2xte* +  (^ х  а* -  (^ х  +  -  2(Щх +  =  4хе".

Сокращаем обе части равенства на сД приравниваем коэффициенты при одинаковых 
степенях х ,получимИ -2 / (х -2 Л  = 4х, - 2 ^  = 4, ^ - 2 Л  = 0; ^ = Л =
Таким образом, частное решение неоднородного уравнения у* =  -(2х+-1)<Д. Общее 

решение ц-- =  С щ ^  +  Сщ "'' - ( 2 х  +  l)e^,C,,Ci е Я.
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Пример 2. Найти общее решение уравнения у" +  у  =  л sin л.

Решение, у  ;у" +  у  =  О ==$- + 1 =  0, А; =  ± ; , то есть от =  0, у? =  1. Значит, общее ре

шение однородного уравнения будет у  =  С, со$л + C, sm.x.
Частное решение ищем в виде

у^ =  л((Ил+ Д) cos л +  (Сл +  D ) sin л) -  (л4л  ̂+  Лл)со5.т+ (Сл^ +  П х)ктл .

Находим производные у т , ут :у* = (2л4л + R)cos л -  (л4л̂  + B^)sin л + (2Ст + D)sin л + (Сл" +- 72r)cosx,
" ^34 = 2̂ 4 cos л -  2(2/4л + 7?)sin л -  (̂ 4л + Дл)соз л + 2Сзнтл + 2(2Сл + D)cosx -

-фСх^ + Д х '^пл .

Подставляем у  ̂,у^, уч в исходное уравнение, приводим подобные, получаем 2У4созл -  2(2Дл + 8)$)пл + 2 С э т л +  2(2Сл + D)cosx -  лз)пл, 
приравниваем коэффициенты при cos л, л cos л, sin л, лэтл. Получаем систему че

тырех уравнений для определения неизвестных коэффициентов:2^ + 2D = 0, 44С - 0, ^ iD  = - ,-2Л  + 2С = 0, 4It*н*f ^  = 0,С  = 0.
л 1

Поэтому У * - — ^ - C O S X  +  - ^ s i n x , y  =  С , С 0 5 Л  +  С 2 5 Ш Л л 1 ,
— созлн- — smx. 
4 4

Аудиторные задания.

Найти общее или частное решения следующих уравнений:

1. -  Ч /  =  2 д У ; 3  /  -  ̂  =  F  -  4л +  3, у(!) =  2;

Л

2. 2л-^Г--у^пУ +  уд^ =  о, у(0) -  1; 4- у ' ' ̂  +  2л^ =  In л .

Решить линейные однородные ДУ второго порядка:

5. у " - у ' - 2 у  =  0, 7. у "+ 1 2 у ' +  3 6 у= 0 ,

6. у " +  4 /  =  0, 8. у '  +  2 у ' + Зу  =  О.

Решить линейные неоднородные ДУ второго порядка:

9. у " - З у ' +  2у =  лбГ\ *!1- у "+ 6 у ' +  9у  =  И )5тл--4со5л,

1C. у " - З у ' =  2л2 +  Зх + 4, 12. y " +  9y =  2 s in3x-cos3x.
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Индивидуальные задания.

Найти общее или,частное решение уравнений:

Вариант 1. Вариант 2.

1. (4x^-2x)<TY = sm3y(Ty;

2. у ' + - у  = ̂ ",-у(1)-1;
л X

3. у" + 2у' -  8у = 0;

4. у" -  Юу' + 29у = 0;

5. у" -  Зу' = л  ̂-  4х + 5.

1. х̂ Ту "  (У + 1)<%х = 0,у(2) = 5; 
, 4 7

2- у  — у  = х -З х  + 1;

3. y " - 2 y ' - t 5 y = 0 ;

4 .  yN -Sy ' + 25y = 0;

5. у" + 4у' = (х -  4)е*\

Вариант 3. Вариант 4.

1. (2 x "C o s2 x )d x + (4 y -"C ^ )< ^ "0 ; 1.х(4 +  у^)(Тх-у(1 +  х ^ )ф = 0 ;

2 / — - ^ - у  =  ( * + Ц 4 ( 0 )  =  6;
х + 1

2. У +   ̂ 4 (1) = 
X X

3. у " +  2 у '- 1 5 у - 0 ; 3. у" +  3 у '- 4 у  =  0;

4. у " + 1 0 у '+ 3 4 у = 0 ; 4. у" +  12у' +  40у = 0;

5. у " + у - ( 2 х  +  5 ) 4 \ 5. y"* +  3y ' =  4 s in x -6 c o sx .

Решение тыпоеозо еарианта.
Пример 1. Найти частное решение уравнения с разделяющимися переменными:( х ч -3 )4 и -( у -1 ) ^ -б , у(4) = 15.
Разделяем переменные и интегрируем обе части полученного равенства.(х + 3)ф- ^ (у - I) А ] :(х + 3)(у-' -  )̂,

^  _  йб; г (Ту у -4 X + 3 -* у -1 - ббг 

х +  3
=> tn [ у  - !  !п {х + 3) + !n j С

произвольную постоянную взяли в форме логарифма, поэтому можем записать общее 
решение уравнения в более простой форме:- tn ] у -1  tn} С(х + 3)j, у -4  -  С(х + 3), С  е 7?.

Найдем частное решение, удовлетворяющее заданному начальному условию 
у{4) =  15: 15 -1  =  С (4  +  3),7С =  14,С = 2. Тогда частное решение данного уравнения

имеет вид у  - 4  =  2(х +  3) => у  =  2д +  7.

Пример 2. Найти общее решение линейного уравнения первого порядка:

Введем замену искомой функции у  =  и(х) - v(x), тогда 

у '= м '(х )-х (х )  +  ы(х)-1?'(х).

Подставим у  и у ' в исходное уравнение, сгруппируем второе и третье слагаемые, 

решение данного уравнения сведется к последовательному решению двух уравнений с 
разделяющимися переменными.
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, , 2  л - 6и v + и(п + —у) = .....  , ^
л л

, Щ In }--21л {л), п = -^-.
v' + — v =  0, 

л
, л - 6

% ̂

<6п __ 2сУ\*v л ' ** v "л
1 _ л - 6  б & ^ Л - б  

У л  ̂ 6!л л^
и , тЛм =  (-- -  -у)й6с, ы -  j*(-i -  -2L )^  -  !n {л { +  С.л л

Общее решение исходного уравнения у  =  ы-п, у  =  ^ (Ь ) л}ч - т  С),
л" л

Пример 3. Найти общее решение линейного неоднородного уравнения второго по

рядна: У  +  6у' =  Зл^ +  2л -  4.

Общее решение данного уравнения равно сумме общего решения у  соответствующего 

однородного уравнения и некоторого частного решения у* неоднородного уравнения.

Составляем и решаем соответствующее однородное уравнение,у ; у" + 6у' -  0, + 66 -  0, -  0, ^  = "б, у = С, +
Частное решение данного уравнения будем искать методом неопределенных коэффици

ентов, его вид зависит от правой части уравнения и корней характеристического уравнения.: / (л) — (Зл  ̂+ 2л -  4)- , <л = 0 = п -1 , у* — л(ял  ̂+ 6л + с).
Находим первую и вторую производные функции

у *  =  с У  +  Ь У  +  сл,у̂  = Злл̂  + 26л + с,у" -  бял + 26.
Подставляем в уравнение, приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях л :бал + 26 + 6(3ал  ̂+ 26л + с) = Зл̂  + 2л -  4,18<ззУ + (6п +126)л + (26 + 6с) = Зл̂  + 2л -  4,

Отсюда получим значения коэффициентов 
1

я =  — ,6
25

36 '

18а = 3,

6й + 126 = 2,

2 J  + 6c =  - 4 .

Выписываем частное и общее решение данного уравнения.
25л _бд л  ̂ л  ̂ 25л

%   ̂  ̂ 6 12

л  ̂ л^ " ' ' ^ — - 
6 12 36
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Занятие 10. Числовые и функциональные ряды.
1. Числовые ряды.

Теоретические сведения.

Чыслоеым (функцыснзльнь/м) рябом называемся бесконечная сумма чисел (функ
ций), образующих последовательность:

й] + + йд, +... = - числовой ряд,

+ ... + Мд (У) + ...-= '  Функциональный ряд.

Ряд считается заданным, если известна формула его общеао члена как функция 
номера: и„ - /(л), ле У, или /(н,х), не У.

Сумма М] + ^2 +... + = 3^ называется n-ой частичной суммой числового ряда.
_ Суммой ряба называется конечный или бесконечный Н т 3^ -  3*. Ряд, имеющийЯ-^СО

конечную сумму, называется скобящимся; в противном случае -  расходящимся.

Зталоннь(е ряды.

1. Рябом бесконечной ееометрыческой лрозресснн называется ряд вида

о +  я<у + +... + <гку"̂  +... = ^  =
м=!

2. Гармоническом рябом называется ряд вида

оо, ёолм !̂ 1 > 1.

2 — ̂ ^ +  -  + - + .  
2 3

i

2 я л

3. Обобщенном аармсяыческым рябом (рябом Дырнкяе) называется ряд вида
1 [с.то&яяся, еслй р >  1,

! рж'хобйл/ся, если 0 < р  < 1.I
и=! Н

йеебхойшый признак скобымосты. Если ряд V  сходится, то его общий
и-t

юн стремится к нулю при я -е- со, т.е. iim = 0. Причем, если lim ^ 0, то ряд

Уд, - расходится; если Mm щ, = 0, то ряд может сходиться, а может и расходиться, 

оюла/поиные признаны сходимости рядов с положительными членами.
й ОЭ 60

1. Йризиаксраенеяия. Если !im (У 0; ^  , то ряды У м ^  и У х „
. =̂1

щут себя одинаково, т.е. сходятся или расходятся одновременно.
И=1
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2. Признак Даяамбера. Если существует то при /<1 ряд
М„

сходится; при /> i -  расходится; при / =  1 -  признак не дает ответа.

3. Признак ^ои/и. Если существует И т д ^ У / ,  то при /<1 ряд У  -
л->со  ̂ ,л—1

сходится; при />1 -  расходится; при / =  1 -  признак не дает ответа.

4. Иите2ральный признак ^оши. Ряд У У „  ^ ^  / (л) и несобственный инте

грал j*./'(.x) ведут себя одинаково, т.е. сходятся или расходятся одновременно.
г

2. Знакопеременные ряды.

Знакопеременный числовой ряд содержит как положительные, так и отрицатель

ные члень). Знакопеременный ряд У  щ., называется абсолютно схобящимся, если
и-!

сходится ряд, составленный из модулей его членов, т.е, У  }я„}, Ряд V  м,, называется
M=J

условно сходящимся, если ряд У  сходится, а ряд У)н„1 расходится.
п=< =̂1

Ряд, у которого любые два соседних члена имеют разные знаки, называется зна- 
кочеребующимся.

Признак Лейбница. Знакочередующийся ряд

" ^ 2  +  "  ^4 +... +  (-1 ) "  ^ +  ...= ^ ( - ! ) ^  > О,
Л-1

сходится, еспи;

1) его члены по абсолютной величине убывают ^  ^ ^2 >  ^
2) И т  0. Причем сумма 3* положительна и ^  щ .

3. Степенные ряды.
Степенными рядами называются функциональные ряды вида 

У  + ... +
и-0

или

-й о  + Я ] ( х -Л о )  +  Я 2 (л -Л о )^  + - . +  ^ ( ^ - - ^ о ) "  +
w-0

где Яо, ..., о,,,... - известные действительные числа -  коэффициенты степенного ряда.
Множество значений л , при которых степенной ряд сходится, называется его об

ластью схобимостп.
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Примеры. Исследовать на сходимость числовые ряды;

4л +1
I. У ---- — -  : 2. У . - у   ; З . У -  .

^ ( З и  +  1).л! ^ ( З л ^  +  2л1 r f  л ' 6л т )

3/v̂  + 4

Решение.

X :
2 У  2  ̂ 2^. -̂--------- ... + — .... Для исследования ряда на

^ ( З я  + 1)-/?! 4 4  7 -2  iO-6 13-24

сходимость удобно применить признак Даламбера, Для этого вь!писызаем л-ый член 
ряда и (л-ИДый член ряда (вместо п подставляем (л+4)), имеем:

(Зл ч-1)-л!' (3(л + ! )+ 1 )  - (л +1)! (3/7 ч- 4) - (л +1)!

где л.' = (эн-факториал) "  Т - 2 - 3 - (л + 1)!- л!(л + I). Тогда вычисляем предел

отношения: 14л lim
(3/? ч4)'л!

<т
2.(Зн<Н)л-)-ж ^  (Зя 4) - 7/!(/7 )- !) ' 2" ^  (3/7 + 4) (/7 '{- Г)

данный рдд схосШлкж

О < Г. значит,

^  ^  ^  ^  = l + ^ j ^ j  +  ^ - ^  t  +  . . - .  ^  данном случае применим признак Коши.

4 ^  . 1 Y
. Вычисляем предел:

4и +1 4
П т  — --------= - >  !, значит. даннь!Й ряд расходится.
' ^ З У +  2/7 3

3. \  - В данном случае применение признака Даламбера ответа не даст,
3/7 + 4 

/7̂  +  6/з +1

7/ " 1
так как М т - ^ -  =  1. Применим признак сравнения, сравним его с рядом У - у , который

сходится как обобщенный гармонический ряд с показателем степени у/ -  4 > 1. Прове

рим возможность такого сравнения. Составим отношение общих членов этих рядов. Так
. 4

+ 6/7 + 1 " Y  ' "-/"С 77̂  + 6/7 + 1

Отсюда следует, что оба ряда ведут себя одинаково, т.е. сходятся.

: 3 3̂  0 #  00.
+

Л Л

Пример 4. Исследовать знакочередующийся ряд на абсолютную и условную схо
димости. Вычислить приближенно сумму Т этого ряда, заменив ее частичной суммой 

О денить погрешность такой замены.

Х + ь
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Решение. 1. Исследуем ряд на абсолютную сходимость. Составим ряд из модулей: 

S  " 1 Г " -  исследования применим признак Даламбера:
л=1 64я + 1 _4 (н  + 1) + 1 _ 4 л  + 5

' Н̂+[ gH , t "^7+Г" '

i i m ^
(4 н + 5 )-6 " 

^  б^^(4н +1)

1 4%*t*5
— л т  — —  
6и-ис 4и +  1значит, ряд У  сходится, а ряд У  ( - 1)" схобытся абсолютно.

Й-1 И=1
Всякий абсолютно сходящийся ряд сходится и условно. Вычислим его сумму при

ближенно, заменив сумму ряда частичной суммой nepsbtx пяти членов, и оценим допус
каемую при этом погрешность. При такой замене ошибка по абсолютной величине не 
превосходит первого из отброшенных членов, в данном случае шестого члена.

4и +  1 _  5

И ^ " " б
A  2 1 _ 2 3

3 6 ^ 2 1 6  6 ^ 6 ^  6 ^

=  0,0005338 <0,001.
6°
Вычисления ведем до четырех знаков после запятой, а затем округляем резуль

тат до тысячных допей.
5 9 12 17 21

,$ й &  = -------- + -< --------—  + -------=  о,8333 -  0.2300 +  0,0602 -  0,0131 +  0,0003 =
6 36 216 1296 7776

= 0,6307 ^0,631; 3  =  0,631 + 0,001.

Пример 5. Найти интервал абсолютной сходимости степенного ряда У --------- (л +  4)".
,;=;Я+1

Решение. Чтобы найти интервал его абсолютной схобымоста, применим к ряду из мо
дулей признак Даламбера
] ^ н + 2  ] tM j З н + 5  ; ]д+](+)1   ---- — ' г  + 4] , (л); = ———— '}< + 4j ,
lim

(w + l)-7 "

я,,., ( У

(н +  2)-7"

м„ (л)

(Зл + 5)-л + 4 '(л + 1)-7" л + 4
н т  — — — !— ................. -  1-— -!. х(н + 2) - 7"  ̂ - (За + 2) - !л + 4[" 7

(Зл + 5)(н +  1) Щ +  4 Зн^ Ы +  -
x h m .......=  —Htm-

(и +  2)(3н +  2) 7 — З У 7г- {л+4} , ,
Если - - у — г <1 }л +  4} < 7 < = > - 7 < л  +  4 < 7  -1 1  <  л <  3, то данный ряд

схобшжя абсолютно.
!л +  4)

- + > 1Если л +  4 >  7 т.е.
х - + 4 > 7 ,  л > 3 ,

л +  4 < - 7 .  л < —11,
т.е. л € (-W  ;-11) kj (3;+  со), то степенной ряд расходится.
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г- х + 4  , ,
Если I— i =  1 <=> х + 4 ^  7 4 ^ х  ^ -4 +  7, то признак Дапамбера ответа не^дает.

Исследуем поведение ряда на концах интервала сходимости, т.е. при х = -1 1 и  х =  3. 
3) ^ . у (Зи +  2 ) - ( -1 1 + 4 )"  ^ (Зл +  2) 7 ^  ^ , Зл +  2

 ̂ (т? +  1)-7" ^ ( и  + 1) ^ 7 ^  тз +  1*

Так как бтм..
Эм -ь 2

]im— -----=  3 + 0 ,  то есть не выполняется необходимый признак схо-
п +  1

димостм, то ряд расходится.

4) , , з . ^ З "  + Ь ( 3  +  4)" ; у  ряд расходится, т.к. его общий член
я +  1(п +  !)-7^ 

не стремится к нулю при т? -+  со,
Таким образом, областью сходимости данного степенного ряда является интер

вал -1 1  <  х <3.

"  4я" -1
Пример 6. Найти область сходимости степенного ряда по степеням х: У — 'л"-

а + 3
Ретеине. Составляем ряд из модулей и применяем признак ДаламбераЕ
Hm

477 -1

+ 3

(4(77 + 1 ) ' - 1 ) - Ы "  - ( а ' +3)  . . ,,= }im-—— — — ---- —-------- — — = х - hm — — г -  txt.
((77 +1)" + 3) - (4тз" -1) -}х[" ' ' и - 4я' ' '

Если ] х ] < 1 < = > - 1 < х < 1 ,  то ряд схобнтся абсолютно. Если }х] > Е т.е. 

х  е ( - с о ; - ] )  ( I ; +  со), то исходный ряд расхобитсл.

При х =  -1 и х = 1 нужны дополнительные исследования.
4п — 1

77 + 3
. Очевидно, что ряд сходится по признаку сравнения со сходящим-

^  1 477-̂  - 1  1
ся рядом у  т.к. h m — 7

77̂  77^+3 /Г 77^+3

(477*̂  -  1)77̂
hm ------ , = 4.

2 )х  =  -1 :  У ( - 1 )
^4т? ' -1

. Данный ряд сходится абсолютно.
^  +  3

Следовательно, областью схобмиосты исходного степенного ряда является отре
зок х е [-1;1].

Аудиторная работа.

Исследовать на сходимость знакоположительные числовые ряды: 

т?+5  ̂ ^ ( 4, ^ 2 7 7 +  7 ^  273 ,^ 4 ^
2 - Е  "  Ь  4. у -  5. X r - r r p  6 - Е "7 -

^ 5  ^ 7 7  ^977  +1 н=)
Исследовать знакочередующиеся ряды на абсолютную и условную сходимости;

7. Х ( - 1 ) " -
277 +  l ' 8 - Е 3"
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XНайти область сходимости степенных рядов: 

(л -7 )"
2-Уп

10. Е
-(З/Д +1)

Индивидуальные задания.

Найти область сходимости степенных рядов:

Вариант 1 1. X " "  „ -
^ ^ ( ^ т  +  2 )' &  4 п '  +  1 '

Вариант 2 н! 2 .  Х 4 - - ' ( х - 3 ) " .,.=< Л'
Вариант 3 1. X ............... -  - т: . 7 - Х  ,  - ( *  +  6 ) " .
Вариант 4 ^ ' Х  2Я о (т; — 8 )  ^  &  Я ' 2 "
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