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При исследовании дифференциальных уравнений со случайными функциями часто при­
ходится рассматривать уравнения, в которых под знаком дифференциала стоят процессы 
типа броуновского движения.-Траектории таких процессов являются недифференцируемы­
ми ни в одной точке. Поэтому, методы классического анализа не применимы--к решению 
подобных уравнений и для них разработана специальная теория стохастических дифферен­
циальных уравнений. Данная теория базируется на понятиях стохастических интегралов Ито 
[1], Стратоновича [2], 0-интегралов [3]-и др. ' ■ .

Отметим, что проблемы.теории стохастических дифференциальных уравнений непосред­
ственно связаны с проблемой-умножения обобщенных функций. Такие уравнения содержат 
произведение, обобщенных на недостаточно фладкие^ункции. Поэтому решение проблемы 
умножения обобщенных функций привело к созданию алгебр обобщенных случайных про­
цессов. В работе [4] анонсирована одна из конструкций подобных алгебр, которая позволила 
с единых позиций исследовать  ̂решения:стохастических уравнений различных классов, (см., 
например, [5, 6]) с помощью решений соответствующих уравнений в дифференциалах в этой 
алгебре. При: :этом исследование. ассоциированных решений: уравнений в дифференциалах
сводится к исследованию предельного поведения конечных сумм с осреднением следующего 
вида: .

- »Ж-1 1,1 ' j
У 1 fn(Ln{tk))(Ln{tk+1) ~ Ln(t}~)y), (1)
к—0 ■ ■ 1 ;

где 0 = to < t\ < . . .  < tm = t,t € T = [0, а] С M, f n и Ln — соответственно свертки’ функции 
/ и случайного процесса L сф-образнрй.последовательностью. В работах [6, 7],.показано, что 
пределы подобных сумм в случае, когда L(t). стандартный процесс броуновского движения, 
полностью, описываются, стохастическими. 0-интегралами;вида (0) f(L(s j) dL(s), t e T, в 
зависимости, от связи диаметра разбиения и (5-образной последовательности.

Данная работа посвящепа исследованию предельного поведения сумм вида (1) в случае, 
когда L(t) — многомерный стандартный процесс броуновского движения, а функция / за­
висит еще и от времени i € Г, т. е. / = /(£,&•). Для функций, не зависящих от t, подобная 
задача рассматривалась в работе [8]. , •_ < ?
, Пусть ДП, А,:'В)i— .шолное ;вероятностное .пространство,B(t) := . (В1 (t);B2(t),:... , Br(t)), 

i €  Г, — r -мерный стандартный процесс броуновского движения [9]. >-ч u , : ;
Рассмотрим произвольную' последовательность hn > 0, /г„ —» 0, п —* оо. Для любой фик­

сированной точки I из отрезка Т имеет место представление:

t = r t + rnthn, п € N, Tt € [0, /г„), rnt & N (2)
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Обозначим

Г пн

где

Snf(t, B{t)) =  J 2  Е ^ ’ (k -  l)hn))[K(n  + khn) -  B tin  + (k -  l)/in)],
' i=1 k=1 '

1/n

Bln(t)= -J Bi(t + s)pil( s ) d s ,pjl( 0 e C ’°(R)!-.. Pln ( t )>  0, ", supppjjfi) C [0,1/n],

Cl/П

pln(s)ds = 1, i = l , r ,  Bn(t) = (B l(t) ,B l(t),...,B rn(t)),

1/n 1/n , : ‘

Уп(̂ ) 1̂ i^2ł * * * Дг) f~ ^  • *;* J  f  11 “f“ Pi j • • • Дг .“K Pr)Pn(p? Pi ? * * • ł Pr) P̂ ^Pl ds2 • • • ds?)
0 0 , , . ■ . . 

a pn — неотрицательная бесконечно дифференцируемая1 функция; носитель которой содер­
жится в [0, 1/п]г+1 и f ^ n ... J ^ n рп (s, s i, . . . ,  sr) ds dsi ds2 . . .  dsr = 1 .

В данной статье исследуется предельное поведение суммы‘SW/(i,,£?(£)) при hn—?О, п—>оо. 
Введем обозначение: ‘ 4 . ‘ . * / * - ■ -

Ki(n,hn) = ( 1 -  |s-r|OPn(p)/>n(r) dsdr.
0̂ з,т̂ 1/п,|s-r|<hn

Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия сходимости суммы
Snf(t, ~B{t)). / ; ' ' 1 ‘ .ГЛ' :;'

Те о ре ма  1. Пусть / G C|(R2), / ф const и последовательность hn —> 0 при п' —* оо, 
причем 1/n2 = o(hn). Конечная сумма Snf  (t, В (t)) ,сходится в L2(f1,А,Р) и равномерно по 
t G Т при п —» оо, hn —> 0 тогда и только тогда, когда числовые последовательности 
Ki{n,hn), i —1;г,  сходятся приn —> оо; hn *̂ 0 . ’ .
; До к а з а т е л ь с т в о .  Выберем N = AT(hn) : (0,1) N так, что hnN(hn) = 5 —> 0, 1/n=  

о(<5) при hn —» 0;п —» оо. Тогда; представление (2) можно записать5 в' виде t = r[ + MNhn — 
т[ + Мб, где т[ = п + k[hn е  [0, tf), М, N, k[ €  N. . ,

Покажем, ЧТО. - .1- и • •:> . гк;.:- v

r t t
supE (snf(t,B(t)) - E ( ( J ) / ^ , S ( p) ) ^ ( S) -

i=l 0 0

j f ^ B ^ ) d ^ - > 0. (3)

Для простоты) исследуем случай /\= 2. , Рассмотрим первое слагаемое. Следующие преоб­
разования очевидны: ” ,

mt ■ 'Г \ ■ -} - :■ ■
E V »fa . + (k - 1 )hn, Bln(rt + ( к - 1 Ж ), B lin  + ( к - 1 )hn)){Bln{rt + khn) -  B lin  + (к - 1 )hn))~
fc=1

t ■ ... t
;  (/) | / ( 5 ,n I( .s ) ,B 2(5 ) )d B 1(.9) -  = д

37



■ (^ + (г-1)5 ,^ сЧ н -(г-1)^ )[^ '(^ + ^ --в»('гг+ а-1)^ )]2-//Ат1 (®, ^ г(в), .

mt

2 \ Z-̂ ГСХ! 
4= 1

(rt + (/v -  l)/in, i?n(n + (к -  l)/zn))(-Bu(n + khn) -  B^(rt +'{k r  l)/in)]12 «■

Ki(n,hn) J f ,Xl(s,B1(s),B2(s))dsj+ . : ■

Vf jy ■ :*•■'?' 0 ! ■' ■■' ' : ■•i',: ' ■•■• ‘

\=i fe=i
l)5)))x

; 4 [ ^ « - r b i l  -m + ;khn) -  ВЩ  + ( 1 -  1)5 + (к -  l)hn)]~,
1 / M . , ; .  . . . .  .. , , _  . ;.'■ .' V :
2 Щ & * №  +■ v - m B n i r i + i i - m M i r i - k i s ) -  - m ) % n „ , >

■_ mt - г 'Л '•■•■' ■ . ... ... _ E. .. , \\ c
E  './ńXlf e ^  (fc -  1 )К ,В п{т[ + (k -  1)кп))[в1{т[ ,+ khn) -  ^ ( i f  t  (i: -1)/i„)]2j  J +

k=l+k't .;,Г .. . < . , .: . ..
k[ _■-■■ - i v , ,  ̂ .?■■: ; ...* 4 v-A . ■

E  /n(Tt + (k ~ l )h^ Bn{rt + (k -  l)hn))[Bl(Tt + khn) ~ Bn(n + (к -  1 )hn)]
k=i ■"■'•■■'■■ i  - ■..Уk[ '■■■’ ’'•■ И' >/

 ̂E  /ńXl (Tt + (fc “  !)^n, Bnin + (k - l ) h n))[Bn{Tt + khn) ~ Bn(n + {k -  l)hn)}2
, _  . ... и.'л7 , •» -z ;:.; 1

,h  + l h - \ h H - h + h .  .......

Пользуясь методами, предложенными при доказательстве .теоремы 1 статьи [5], можно 
показать, что Е{1\ (t))2 ^ С/(п5)+С5. Так же, как и при доказательстве леммы 4 из статьи [7], 
можно доказать, что Е^/ДО)2, ^ C/n+Gd, Аналогично получим оценку для./3(t): E{Iz(t))2 ^ 
С/п + Chn. . ; . • 1 . .>

Исследуем h(t). Для этого воспользуемся формулой Тейлора для /п : ,-и

м N
h{t) = E  E  №  + \{ - т В п ( т 1  + (I l)6))hn(k -  1)[В1п(т1 f { l  77.1)6 -j-.khn)-

•' lz=ik=i ' \ . L ' 7  ’ ............

г м  N
- Пу-В^(г1.+ (I (k ^ h n )]  ф

. . . . . . .  . . L/ = i  fe=1

/■_  ̂ I /I 1\£ i (U 1\Ь . п1/".Д l Y/ 1 МГМГЫ 1 .п_  I £̂_). ии

+ ( 1 - т в Г1ы + (i -  т )  х'

[^(Tt,+(Z-l)5+(/C-l)/ ln)-S^(T('+ (/ -l)5 )][^ (rt, + (/-l)5+A:/in) - ^ ( T t/+ (/-l)5+(fc-l)/ln)]-
м д-

о ( Е  Ą x ,r t + V  -  Щ ВпЫ  + (I -  1 )6))[В1п(т1 + 16)-  В М  + ( 1 -  1)5)]2—
1=1

mtЕ fnx№+:& -Щ -Briti^ (к -  ЩпЖВ'пМ + кЬп)-в№1Щ -  1)̂ )]
к= 1
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М N.
Е Е 4  (тI + ( 1 -  1)5, Вп{т[ + (I -  1)5))[В2п(т1 + (1 - 1 ) 5  + (fc -  1 )hn) -  В2п(т[ + ( l -  l)5)]x
1=1 k=l .. 1 . ,, . v/i. , ' .... '

'\вЦт{-'+\1 - 1 ) 5  +:khn)-  Ą (r/  + (i -  1)5 + (* ..-!)& )]+  ;

1 M N
II

2 / -j / > * ««
1=1 k=i
M N

Е Е 4 й  + (' -  i ) 4 B i( « ) ,B jW  + ( ( -  1»)Л„(1= r y ) K i W  +' ( i - 1 ) «  + '(* -  ЦЛп)-
1=1 k=l

M. N

1=1 k=1

M N

Bi(rl + ( i - l ) 5 ) K ( r £  + ( J -  1)5 + khn) — B^(tI + (l — 1)5 + (k -  l)hn)}+

U M +  У -] 4  ( 1 -  т , Б 1 ( . 3) ) К ( к - 1 ) т т 1  + (1 — 1)5 + (к -  l)hn) -

В 2п(т1 + (l -  1 )5)}[B1n{rft +{l  -  1)5 ф fc/£) - B j ( r { + , g -  l)6 + ( k -1)Лп)]+

5 E E / n x 1x1!(n,+ a - l) 5 )^ ( 54))^ (r;4 -(/ -l)5 ))[^ (T t4 (Z -l)5+ (fc -l)/ in )-^ (r'+ (/ -l)5 )]2x
1 i=i k=i ; r 1 '.t ;V ; v ‘ 4  Vr ) . . Д ' Y

[в'М  + (i — 1 ) 5 + khn) -  B'(/t + (i!- 1)6 + (k - i)h n)]+ ;~+i /-:■;
M N ■j r

1=1 k=l
[,вЛ(^ч--(ź^ 1)5+( f c - ( V ' + ( ^ i - i ^ j ) ] ^  ^

M N

[Bl(ri + (1 -1 )5  + khn) - B ^ r l  + i l - 1)5+ ( k - l ) h n)] =
.w-' ■ -  ’1  - ’ - Y . ' :;,iY ' - i  *' ’ +)У'Л ' ęE .;-

h i + h i + h  з + 2̂ 44 + hs + /46 +  ̂h i + ha + 2 4̂9.’ 

где /' = .dfn/дХц. f ” =. 82fn/dXjdXi, a Si, i =176, —,некоторые точки интервала
]т1+ (1-1)5,т>+15): , 3 ' 1 ‘ ; Й й Л й ' Й Е . , ,

Для оценки /41 (i) воспользуемся ограниченностью функции fnt и свойствами броунов­
ского движения: - ,

М N
E (h i(t)f ^ MNChl Е В *  -  1 )2E[Bln(T't + (1 -  1)6 + khn) -ВЦ т{ + V ~ 1)^ + (* -  1)*п)]2

7 г=1 fc=i
,г ■, i..

М N С64М2 С62
>: hń, ■ hn '. ^ MNChl Е  Е ( /; -  1)2/ln < MNChlMN3 <

t=i fc=i ...
Сумму /42(0 можно записать в виде: - V ; _v . : - ь

л М N .. ■ Л . ; . \ .? Л . Ч ,  v r

Дг(*) = а Е В Л х ,  (т[ + (I -  1)5 + (к -  l)hn, ВпЫ + (I -  1)5 + (к -  l)hn))—
■ 1 г=1;fc=i г 1 ■ ■ \ f;. •

- f i Xl Ы + (1 -  1)5, ВпЫ + (I - 1 )5 ) ) ) [ ^ Й  + ( I -  1)5 + khn) -  Bl(rl-+‘ (l -  1)6 + (к -  1 ) M 2.
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Тогда, используя формулу Лагранжа и неравенство Коши — Буняковского, получим:

-М -N'
E(h2 {t)f ^ CMN

1=1 к=1’ '
(I{к -  1)Л„| + \ВЦт[ + ( 1 -  1)5 + (к -  1 )hn)) -  Bln{r't + (I -  1)5)|+

1 ^ (^ + (г -1 )5 + (^ -1 )^ ^ (^ + (г -1 )5 )| )2[В1(^+(г^1)5+ад)+в1(7^+(/-1)5+(А:-Г)Яп)]4

M N М N »

£

у :.л' ; 5 : V, CMN N2^  + CMN
1=1 к=1 ' 1=1 к=1

Запишем I.n(t) в виде: ; .. . ... , ■:., ■" . . .. ■

N14 < CS.

hz (t) =
М N

/«(*). ПХпХ'Л
1=1 к=1

7  Э Д + Ы  + (I + )  N  +■ (I -  l ) f - -  )) Xn
.1.
n

\( r
+[^п(л,+0-1)^+(^-1)/г„ )-^ (г ;+ (/ -1 )5 )][В 4(г4/+(/-1)5+А:/1п)-^(г;+ (/-1)5+ (А :-1)Л п)]

E E ' 4  + (* -  .1)5,B i (** + (* -  1 ) 5 -  ł ) , Ą ( t* + (* -  1 ) 5 -  X :

[ ^ ( ^  + a - l ) <5 +!( f c - l ) ^ ) - ^ ( ^ - ł - ( Z - l ) c 5 ) ] x ‘

^  " [В1Ы + ( i -  1)5 + khn) -  Bi{T't + (/ -  1)5 + (fc -  l)/in)] = X|31 (t) + /,Ш(0- -  i
, i; Пользуясь теоремой Лагранжа и неравенством Коши — Буняковского, для /431 (7).полу­
чим оценку: ' ' ' -■ ' ' ‘ 1; ■ ■ - + f"■ ‘ ”

■ ■' ■■ I) Л A\MĄjN v , ' • :  ■ ' . . •. V  ;• ' " у '

E(ImW)2 «  М № £ £ в [(С|в ; ( т; + ( i - l ) J  -  п -1)-В ^ т,' + ((-ВД|+
7=1 fe=l , . |(. ■

а|В2(г; + (/ -1)5 -п -1)-Б2(гЯ(г-1)5)|)[Л4(т; + (/-1)5+А:/1п) - Б 4(т/+(/-1)5+(А:-1)Лп)]х 

[^C^t + а-ДМЧ; (А: -  1)Д„) -  .eąór/ + о
В силу ограниченности f nx ' и независимости множителей, стоящих под зна!ком матема­

тического ожидания, имеем: Ч

,.l .М ■ N-: ' ■ ■!. ■ ” ■; ' ■ V'. V '■ • •• Ż : ' . ... ( .' .
B(l432(t))2 <  С +  (1~ 1)  ̂+  (к -  1) Ю -  ВЦт1 +  (/ -  1)5)]2х 

... . . 1=1 к=1 ■

М ~ N

ЕЕ
7=1 fc=l

E[Bln(r't + (Z -  1)5 + khn) -  B ln{r[ + (l -  1)5 + (к -  1 )hn)}2) 4 hn < CS-

Тогда для /43 (t) справедлива оценка:

1 ; - T43(t) < CS/(nhn) + CS.

Рассуждая аналогично, получим оценки для /44(t) и./45(i):

5 ^

М N

E(h4(i))2 < C M N * h iJ ^ E{Bn tt  + (l -  1 )6 + к Ъ )-В Ж +  (i~ IM + (к ~ 1 )К ))2 <?8*./К
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.. .......................  ■: м  - N t ,... •. ........

E (I . i rM 2 < C M N Z  Е  Е ^  -  1)2№ п  W + (I -  1)8-+ (к -  l)hn) -  В% % + (1 -  Ш %
. ...... .... ., ........... i=i.fc=i . . . ...........  •' .

Е[В1п{т[+ (I -  l)6 + khn) -  В1п(т[ + (1 -  1 )5 + (к -  1)К)]4) * < ‘063/К Л ' ; • ; ;

Пользуясь независимостью множителей под знаком математического ожидания, для 
/46(t) получаем:

• -• V.- г .... ..i : . М; IV . :
Eil^it))2 Ś C M N E E h 

г=1 k=i

Е[В,\(т[ + ( 1 -  1)5 + кК) + { 1 -  1)5 + (к -  1)/г„)]2) ^ СМ2N 4 1  <C5*/hn^

Используя такие же рассуждения, получим оценки д л я /47(1), /48(ć), /49(0 :

В Д гф )2 < C M N j2 Y ,(ElBn(H + (1 7  (fc -  ! ) ^ )  " + .(* ~ 1)^)]8х
г=1 к=i . ’ .............

, : Я[Я£(т£ +; (i -  IM + ^ п ) -  + (/ -  1)5 4- (fc -  1 )hn)]^ ^ CS2/hn,
г . - . ' '  ■ '• м  ’ N - ■ ‘ ' - : -

E(h8(t))2 < CMNЕ  E W n t ó  + ~ ^  + (к ~1)Ьп) - 1 3 ^ 1 +  (I -  1)5)]4 х “  ■ •
, . . . .  .'.1=1 fc=1 '

Е[В1(т[ + (1 - 1 ) 6  + {к -  1 )hn) -  В2(т[ + {1 -  1)5)]4Е[;Вг11(т; + (/ -  1)5 + fc/in) -

П4(т/ + (i -  1)5 + (к -  l)hn)]4) i < CM2N 4 l  < CM2SĄ/hn ^ C52/hn,
,1/ лг . ‘

е {Ы 1)?  < ш ' Е Е ( £ й й : +  а -  1М-+ (л .- i ) M  -  5 2(т; + (/ —;1)5)]4х
'/ = 1 &=1 ,£ * •

Г
+ (I — 1)5 + кК): - В 1п{т[ + (Z- 1)5+ (/о- l)/i„)]2) i < C52/hn.

Из полученных Неравенств с учетом того, что 1/п < 5 и hn ^ 5, получим оценку, для /4(1):

E {h {t)f ^ C 52/hn.'

Рассмотрим /5(1). Используя вид &£, ограниченность / и ее частных производных, полу­
чим:,. ... ■ .. I '.Ч

' : '4 ч ■ ••• ■ 'V. ■' И г-'!‘ - V , *'!■' ■ - ;■ ^

а д ( « ) ) г < 2 я ( £ / „ ( т ,  -  U- -  i + (fc -  1)/г„))[Я^(г( + fc/t*) -  /г‘ :г{ • •> -  1)М П  +

lik -lf{E \B l(T i + (!..- 1)1 + ( * - 1 К )  - Ч ( т й  ((.- 1>й)12х

Vfc= 1

/ kt С _ \ 2 £>̂2
^  E / ń x x(n + (fc -  1)Лп,Вп(71 + (fc -  l)^n))[-B^(rt + &/гп) -  B l(rt + ( к -  l)hn)]2 )

к=1 . . . .  х • f ■
В итоге получена оценка: ,

sup-^f E / n (rt+(fc-l)/in,-B^(Tt+(A:-l)/in) ,n 2(Tt-ł-(A:-l)/in))(J54(Tt4-A:/in) - n 4(Tt-t-(A:-l)/in))-
t e r  4=1

(I) p ( s ,B 4 s ) ,  B*(s))dB'(s) -  —  - ^ S l M  J
0 , л 0

C^. C(5
^ n5 hn
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Если 1/п2 <:hp, < 1/n1/2., то, положив 6 = hj/3/п1/3, а, если Л fńhn < /гп, то,.взяв J = hn, 
получим утверждение теоремы 1! ’ Г ' ' ‘ ‘

Используя связь между интегралом Ито и 0-интегралом, из выражения (3) получим сле­
дующее утверждение. ■ ; , , • : : ; ; - ”

Т е о р е м а  2. Пусть,.выполнены условия теоремы 1. Тогда если Ki(n,hn) —» (1 — 20j), 
0i ё [0,1/2],7 = 1, г ’hpuńs±-> oó, 0 так, что1/п2 = o(hn),то -; ’ г!‘ - ;
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THE LIMITING BEHAVIOR OF MULTIDIMENSIONAL ITÓ SUMS WITH AYERAGING IN
THE NONIIOMOGENEOUS CASE

Summary

The limiting beliavior. of multidimensional sums with averaging for functions / = f ( t , x) ,  t £ [0; a], x 6 l fc are 
investigated.' Complete classification of the ways of the approximations of multidimensional stochastic 0-integrals 
with these functions in the conyolution algebra of generalized stochastic processes has been given.


