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Вопросы учебной программы по темам 
«Линейная алгебра. Аналитическая геометрия. 

Введение в анализ»

1. Определители различных порядков, их определение, вычисле­
ние, свойства.

2. Матрицы и действия над ними.
3. Системы линейных алгебраических уравнений.
4. Векторы, линейные операции. Скалярное, векторное, смешанное 

произведение векторов.
5. Прямая на плоскости, виды уравнений прямой на плоскости.
6. Кривые второго порядка - окружность, эллипс, гипербола, пара­

бола.
7. Плоскость. Виды уравнений плоскости.
8. Прямая в пространстве, виды уравнений прямой в пространстве.
9. Поверхности второго порядка -  эллипсоид, гиперболоиды, пара­

болоиды, цилиндры, конус.
10. Функция, способ ее задания. Основные элементарные функции.
11. Предел последовательности.
12. предел функции, основные теоремы о пределах.
13. Бесконечно малые и бесконечно большие функции.
14. Непрерывность функции в точке и на отрезке.
15. Производная функции. Таблица производных.
16. Производная сложной и обратной функции.
17. Дифференциал функции.
18. Теоремы о среднем. Правило Л о питал я.
19. Монотонность функции. Экстремум функции.
20. Выпуклость, вогнутость графика функции. Точки перегиба.
21. Асимптоты графика функции.
22. Общая схема исследования функции и построение графика.
23. Векторная функция скалярного аргумента.

Основные формулы и теоремы
1. Определитель квадратной матрицы -  число, составленное по оп­

ределенному правилу из элементов матрицы.
2. Матрица -  таблица из чисел (или функций).
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3. Обратная матрица к матрице

имеет вид;

А; Ал Аз

Ач Уз Уз

А 1 Ап Уз

At At At 
А(Д) А(Д) А(А) 
A? A; Ai 

А(Д) А(Д) А(Д) 
Аз Аз Аз 

А(А) А(Д) А(Д)

где А(А)- величина определителя матрицы А, и А.^(гС=1;3) ал­
гебраические дополнения элементов матрицы А.

4. Скалярное произведения векторов н равно: а А -  U - 3  - cos <ж

Если й -=  +  у ,у  +  Д  =  + у Д  + ^ 2^ ,  то

< зА  = Х,Х2 + у , у 2 + 2)^2
5. Векторное произведение векторов я -  + у А + ,

^ равно:

(ЗХ р-
У

А, У)
Уз 3̂

б. Смешанное произведение векторов 
П хр + Уj '  +  Z ^  , 5  -  +  ^2 7  +  ^ 2^  ?.

Л — УА + УзJ  + равно:
у У!

У У2 У

-̂ 3 Уз ^3
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7. Д  Дх X Ду + С -  0 -  общее уравнение прямой;

б) у — б Д уравнение прямой с угловым коэффициен­
том;
Д У "* .Уо -  Д(х -  Хр ) - уравнение прямой с угловым коэф­

фициентом, проходящей через данную точку (.ху у Д ;

. х - х ,  у - у ,Д --- —-  -  —  уравнение прямой, проходящей через
-*2 " У

толчки ?У ;)? (-^2^ 2 ) ^
х  У 1

д  — + Х -  - 1 -
<2 Г?

уравнение прямой в отрезках.

& ^ ^ ! - расстояние от точки (х^; у^ ) до пря-
' + в '

мой Дх х  Ду х  С -  О

Д (х  -  я )^  + (у  -  - уравнение окружности с цен­
тром (щ&) и радиусом R;

Д) х^ X у^ -  - уравнение окружности с центром в начале
координат;

.2  2х у
Д — у- X V I "  -  i - каноническое уравнение эллипса;

2 2X У 1
Д — ..........    ̂= 1 - каноническое уравнение гиперболы;

<з о "
Д) у^ -  2у.х - каноническое уравнение параболы;

9. Д  Дх X Ду X Сг Ч- D  — О - общее уравнение плоскости;
Д  Д (х  — х ^) X Я (у  — у ^ ) X С (л  — ) — О - уравнение плос­

кости, проходящей через точку (xg ,у у , л Д и  имеющий нор­

мальный вектор И — ( Д ; ^ ; С ) ;

Д 2iy f - V ] !  - уравнение плоскости в отрезках; 
я  Ь с



1П я) i  ^  + C , 2 + 0 ,
' ^ + с , ж  I / J ,
прямой в пространстве;

-X--*o y - y 06) ,
/ w

дящей через точки;
-Yj X .. у ,

* 2 " * ,  Уз " У ,  Z.
ходящей через точки;

общие уравнения

у ри вне н не прямой, прохо-

- уравнение прямой, про-

X = Х^ + ^

У -  У о +  ^  - параметрические уравнения прямой в
z = 4-

пространстве.
11. Нт /  (л-) ^ V&- > ОЗА > 0 , что [/(.у) -  И,] < ^ для Vx, удовле­

творяющих условию 0 < [х -  х̂  ] < А'

U. р) ^  ( / (^) ± ^(х)) ^  Hm / (х) ± !im ^?(х);Л—Лп Л Л л
й) !im / (х )р ? (х )  -  Ы т / ( х ) -  Н т  р?(х);

f  V л 1 lim У ( ^ )
р) lim --------- = — - ..  , I Нт р? ( х ) ^  О

?̂ ( х ) lim ( х )

sm(T) ,
13. а) п т — = 1.л->л.о X

1

первый замечательный предел;

б) !im (l ч— У -  е - второй замечательный предел;
х
/ ( х  + Ах) -  / ( х ) .

л

14. / '(х ) -  lim

15. ( /  (<р(х))' "  У  - ^?'(х) - производная сложной функции;
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(Insinx)^ -  (MsinXmt-(sinx)^
S1HX

*cosx = c/gx;

/ ' ( X )Em
-^^o^ '(x)

16. ф  -  / '(л )  А  - дифференциал функции

17. Пусть iim  / (x) lim  <^(x) ^  со,
Л—>Xo

т IHm ^ '(x )  li.1Тогда если л nm  ; " , т о  Em —(%) %9(x)
правило Лопиталя

18. ^  Если / '( x )  > 0  на X, то / ( x )  возрастает на X
б) Если (х) < 0 на X, то / (х) убывает на X

19. Если при переходе через критическую точку х^ ^ ( / '( х ^ ) ^ 0  
или / '(х ц ) не существует, / '( х )  меняет знак с + на то в 
точке х  ̂ функция /(.у) имеет максимум, если /'(-А меняет 
знак с -  на +, то в точке ,x,j функция /(х )  имеет минимум.

Перечень основных задач.
1 2 3 1 2 з 4

1. Вычислить определитель А = 1 2 -1 5 62 , А -
7 о — 0

3 4 2
о Z
4 3 5 1

" 1 5"
1 2 3 '

- 1 4
4 5 6

83
2. Даны матрицы А 

изведение АВ

3. Найти обратную матрицу к матрице А

. Найти их про-

- 1
2
5

4. Найти собственные числа и собственные векторы матрицы
7 - 2 0

- 2 6 - 2
0 - 2 5
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3. Решить систему уравнений
.т.. 2.)"'̂  
2д - у т З  

И ! 1' 3

-2

а) не {))йрмулам Крнмерщ . б) м.(П'ричимм способом; в) мето­
дом 1 дуееа.
6, Дана прямая З х -у + 5  = 0. Через точку /i(!;2) провести пря­
мую: а) параллельную данной прямой: б) перпендикулярно 
данной прямой
7. Найти проекцию точки Д(1;2) на прямую 2т -  Зу + 7 ^ 0  
8.0пределить угол ^  между прямыми З т - у  + Ю -0  и 
3.x + 2у +1 -  0
9. Вычислить площадь треугольника, отсекаемого прямой 
Зт -  4)' - 1 2 -0  от координатного угла.
1 0. Вычислить расстояние между параллельными прямыми 
3т - - 4 у т- 5 -  0 и 3.x -  4у --15-0  
11. Найти каноническое уравнение эллипса, зная:

а) расстояние между фокусами 2с - 10 и большая ось 2я =П8
б) большая ось 2я -  24 и эксцентриситет Д -  0.5
в) расстояние между фокусами 2с -  6 и расстояние между

2 .директрисами равно 16—

12. Привести к простейшему виду уравнение 
jC + 2 ) 7 -4 .х -12ут-18 = 0

13. Составить уравнение плоскости, параллельной оси (2Z и 
проходящей через точки Д(1;2; - 1) и Д(-3;-2;3)
14. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку 
Н(2; - 1;1) перпендикулярно к двум плоскостям 
. х - д 4 - и - 1 - 0 и 2 л  +  у - З д  + 5 - 0
15. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки
М , (1;2;3), М Д -1;3 ;-5 ), М , (3;1;-2)
16. Вычислить объем тетраэдра с вершинами
Д2;-1;1), R($;5;4), С (3;2;-1), D(4;l;3)

17. На плоскости даны векторы Д -  (2 ;-3 )  и ^ (^ 2 ) . Найти
8



разложение вектора <2 — ( 4 Д )  по базису (уцу).
18. Вычислить косинус угла, образованного векторами

^ ( 2 ; - 4 ;4 ) ,Ь = = ( - 3 ;2 ;6 )
19. Составить канонические уравнении прямой:

fx -  2у + 3л -  4 = О

^Зх + 2 у - 5 л - 4 - 0
20. Составить уравнения прямой, проходящей через точку

х  4-1 у  -  3 z  -  2
4f("4;-5;3) и пересекающей прямые ^ —

т - 2  у  4-1 z - 1

2 "  3 -  5
21. Найти пределы:

, х^ - З х + 5  х
а) п т  ̂ -д б) lim

— Зх 4- 2
в) lim

.X—У0
V x + 1 - 2

х^ ^ З х ^ - 7 х  + 1 ' ' ^ х ^ - 4 х  + 3

.. s in 5 x  f  x - l Y ^
г) In n -— - - ,  д) lim  ------

i--̂ o gm x  + 3 у
22. Найти производные функций: 

а) у - - х ^  б) y ^3xH nx-^ /xJ3
в) у  = Vx arcsin Vx + Vl - х

г) у  — Sin  ̂ V x  ? д) у  -  1п^ sin х, е) у  — 2 '"* ^ ^

х!п—
Ж) у  -  X - е ^
23. Найти производную у'.

а) из уравнения х* + у^ = 4
б) из уравнения x sin y + y co sx - 0
в )  х у ^ту ^ 1 п х -4  = 0

24. Найти производную функции, заданной параметрически:



л -  sin г
а) 1  . 2 , , 6)у -  in ^

л -

У
25. Используя правило Л о питал я, найтиПределы:

а) lim--'..б) И т ^ - Е Е Д ,  ) ]im(.v" lnx),

г) lim

'ЯЛ.
':<Y<

-и!п(1""-л)
26. Найти интервалы возрасзания и убывания функции:

a) 6) у - ( 2 ^ л ) (л  + 1.)'
27. Найти экстремумы функции:

а ) у  = л^(1--лл/л), б ) Л " э ---- , ^
in л

28. Найти интервалы выпуклости исследования функции и по­
строить график:

а) у -  (л — 4)^ + 4л  + 4, б) у = л^ -  8л^ + 24л^
29. Провести исследования и построить график:

На) у = In т -Пп(т - 1)̂  б) у -  ^

Аттестационная работа по теме: «Линейная алгебра 
и аналитическая геометрия».

Задание №1
Вычислить определитель четвертого порядка.

-3 9 3 6 2 -5 4 3 3 - 3 -5 8

В.1 -5 8 2 7 В.2 3 — 4 7 5 в .з "3 2 4 - 6
4 -5 -3 - 2 4 - 9 8 5 2 - 5 -.7 5
7 -8 - 4 -5 - 3 2 -3 3 - 4 3 5 - 6

Ю



3 - 3 - 2 - 5 3 - 3 2 - 4 2 - 3 4 1

В .4 2 .5 4 6 В .5 - 3 4 - 5 3 В .6 4 - 2 3 2
5 3 8 7 - 5 7 - 7 5 1 0 3 1
4 4 5 6 8 - 8 5 - 6 3 -1 4 3

В .7

1 1 3  4 
2 1 0  8 В .8

3 - 3  - 2  2 
- 4  7 4 4 В .9

3 -5  2 - 4  
-3  4 - 5  3

3 2 4 2
4 4 7 5

4 - 9  - 3  7 
2 - 6  - 3  2

- 5  7 - 7  5 
8 -8  $ - 6

1 2 3 4 2 2 3 4 - 3 2 5 - 2

В .10 2 3 4 1 B . t l - 2 1 - 4 3 B .I 2 - 4 0 13 1
3 4 1 2 3 - 4 -1 2 - 2 3 - 3 - 4
4 1 2 3 4 3 - 2 -1 2 - 4  ̂ 3 5

3 2 2 1 2 6 - 2  - 4 3 2 -1 2

B .13 - 3 1 -1 4 B .14 - 5  - 2 -1  5 B .15 - 3 0 2
9 3 5 - 2 - 4  14 - 8  - 2 1 0 - 4 1

- 9 0 - 4 7 -1 10 - 5  -3 l -1 3 3

2 -1 3 5 1 5 - 3 - 2 - 2 1 -1 3

B .16 - 2 3 0 -1 B .17 - 2 0 1 4 B .18 2 2 4 1
7 - 3 2 4 1 -3 5 2 1 - 2 ^4 3

-1 - 2 4 7 5 -1 6 -2 - 3 - 5 -10 4

- 2  1 -1 3 3 1 -1 10 6 2 -10 4

B .19 2 2 4 5 B .20 - 3 3 2 8 B .21 -5 - 7 - 4 1
1 - 2  - 4 -12 . 5 2 8 -1 2 4 - 2 -6

- 5  -5  -10 1 0 3 2 3 0 -5 4

и



в . п .

-1 <2 4 1 1 20 3 4 - t 1 - 2 3
2 3 0 6 1123 -2.0,П,::...4 3 В.24 1 2 2 3
2 2 1 4 3 -4 -1 2 - 2 3 1 0
3 i -2 ! 4o.o3.^:-2 t 2 3 - 2 0

В.23

-I 2
2 -3
3 -1

0 4
1 1 
2 4

B.26

4 Т  У
-1 2 i
3 -1  2

4 3 - 2
-2 1 --4
О 4 1

2 0 4 3 5 0 4 2 5 0 1

2 - 2 0 3 1 -1 0 3 5 0 4 2

B.28 3 2 . 1 -1 B.29 3 2 1 -1 в .зо 1 .2 1
1 1 - 2 1 1 2 -1 3 4 1 2 0
3 4 -..4 0 4 0 1 2 1 1 1 1

Задание №2
Найти собственные числа и собственные векторы матрицы.
о т  f 2 f t  2 7 3 f t  2f -o , fS 2)В.! В . 2 л ^  В.З В . 4 и ^

5 И)! ^6 10

^  В.13 ^
8 6J {l 3

fS 132) f 8 33В.19 4 -
4 9
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В.24В.21 ,4 = 

4

^12 [ 1  ̂ В . 2 2д  = ^

a i
i

4 4 
9

1

B.25 д 7 14 B.26 д ^
2 1 (7 2

10 400 
1 10

В . 2 9 д  = ( ^  ^ 1 в . 3 0 д  
16 10

" ' 1 в . 2 3 ^ ^  ^
0 3 1

7 2' B.27 д

-3  -1 ) 
4 2^

10 200 
2 10

B.28

Задание №3
Проверить совместность системы уравнений и в случае совмест­

ности решить её а) по формулам Крамера; б) с помощью обратной 
матрицы (матричным методом); в) методом Гаусса;

2%, -  Зу  д 4%, -  8, (Зу д 4^2 д 5%, -  7,
ВП < т  + 4у  -  25, В.2 j + 5%2 + 3%, -  6,

Д 7 ^  -  3%, -  6.

7у -2%^ -3%, - - 7 ,
В-3  ̂ т З ^  - 4 у  -  2,

З у -5 % 2 Д З х ,--7 .
2у -  Зу  + 4%, -  -5, 
у д 4 у - 3 у = 1 0 ,  В.5
5%, -  5у  Д4%, = -18.

2у  - З у  + 4%, = 11.

В.4
3%, -  4 у  Д 2%, = 9, 
10%, д 5%2 -4% , = 27, 
6%̂  -7%2 + 4%, =19.

В.6 ,
-3,

, - 2 6 ,

В.7

у  д Зу  2* 4%,
2%, -  4 у  -  5%
4%̂ д 5 у  -2%, = 23.
2%, -  Зх  ̂д 4%, = -26,

^%,д2%2 + 3%2=-16, В.8<
3%, -  10т, 20.

6%, - 5.у +3%, =11, 
12ж, -15%, д4%, =10, 
9%, д 3.x, -5%, =28.
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2.Х] - 2%2 + 4x„ --4, ^
В-9 <[-5л,-18л2+2л<,:=:-23,

В . Н )
6л, ч- 20x2 ч- 7л., -1 ,

'6л , - 5X2+ 3Л;, ^ 3 , ЗА' + 3x2+6 \\ 41
- Зл, Ч" 6л ^ 4 л ,  5,: : ; В. 11 .. 5 л -Зд'з+1 ! + -6

8л, i 9x, 5л, И. 7л +4Л)Ч4

11л, - 12x2 + 4л^ -  3,
В.12 15 Л, +ПЛ; 

Зл,+7л-
,-2 8 л  
4л

з - О, 
6.

В.13

2 ^ 3
17л, ч-Мл^ + Зл  ̂ -  -36, 

-2, 
20.

13л, -  14л^ + Зл^
[8л, + Юл  ̂ + 2л  ̂

f2л, —- 7л̂ , + 4л̂  — —9,
В 13 j 3 ̂  -  3^  + 5л, -  11,

В.17

6л, +4л^ -12x^ -  0.

Зл, -  6л  ̂ -
8л, + 12лэ
7л,+15хз

[5 л, +4x2 + Зл  ̂ -  "9, 
В. 19 j 2л, -  Зл  ̂ + 5л  ̂ -  -28, 

4л з - 29.!3л, + 8X3

В.14
2л, -  Зл, + лч -4,
Л, -  Л2 + 5Xj -  39,
4л, -Зхз + 2лз -  5. 
f2 x ,- З л 2 -Л з = -1 5 ,

В 46 J v + 2л, + 2л, -31,t
Зл,

Злз=-20,
-  Зл  ̂ = -14, 
-4лз - - 3 .

В.18

j "^2 ' ^̂ 3
2л, -  Зл, + 2л

1 Л, + 2X2
7л

Злз -  -4 ,
3%2 + Л„ -  9.

2л, 4лз + З̂ з -13,
B .20J^^ + 4л, -  Зл, - 22,

6л,
**3 ^3

Зл, +3л. -15.

[2л, -  Зл, + 4лз -  90, -.. 
В-21 5л, + 2%2 -4л , - - 10,

! Л, -  ЗЛ2 + 2%з -  60.
5л, -  Зл, + 4л-, -  20,

В-22 , 7^  +4%2 -  блз -  13,В-23 
5л, - 4x2 + 6Л3 -  21.

2л, + 6Л2 "2лз -  -10, 
8л, + 15л  ̂+10лз -  -5, 
Зл, + 14л^ -  Зл, = -7.

7 +



В.24

B.25J

Зл, -5 л , + бл, =8,
4 л , - 12,7 л, тЗл^

Юл, -5л^ + 7л^ -  24. 

Зл, -4л^ + 5л̂  - 12, 
л, т4л^ -  7лз = -б,
2л, -8л2+9лз 9.

л, ч- бл^ + Зл  ̂ -  7,
2л, -10л2 +4л^ 
Зл, + 5л  ̂-  7л̂  - 
2л, + 5л  ̂ + бл  ̂ -

В.28

B.30J

В.26

В.27 ̂   ̂г — 1 п т 4- А г, — 8, 
-27. 

18,
5л, + блз -  Зл^ -  -27, 
7л, т5л^, т4л^ = —5. 

8л, -  Зл^ + 15л, =13, 
Зл, +4л^ -ЗОл^ =10, 
л, + 5л, + 40л^ = 7.

л , - 2 л , Зл  ̂ = -16,
2л, 4- Зл  ̂+ 6Л3 = 44, 
Зл, -Зл^ +ЗЛ3 = 4.

6л, - 7 л ,  + 5л„ = 3, 
B-29Jgv + 3jc -4лт = -5 ,

5л, + 7л^ -  5л., = -3 .

Задание №4
Даны вершины треугольника А, В и С.
Найти; 1) проекцию вектора АВ на вектор ВС; 2) площадь тре­

угольника АВС; 3) уравнение стороны АВ; 4) уравнение высоты 
СН; 5) уравнение медианы AM; 6) уравнение прямой, проходя­
щей через вершину С параллельно стороне АВ; 7) расстояние от 
точки С до прямой АВ; 8) сделать чертеж.

Я.7 4(ДДУ, ЯДДУ, Cf-7;-2)
Я. 2 -ЯДДУ, ЯДДУ, СДДУ
Я. 2 АГД-З), я г д -д  с д д у
Я. 4 ^ДДУ, ЯГОДУ, СД;-2У
Я.З АГ-7ДУ,ЯД;0), СГОДУ
ЯЮ АГ-ЗД), яго/зу, с ^ 7/ - д
Я. 7 А1ДДУ, ЯД,Д), СГО; СУ
Я. Я ^Д Д У ЯГ-/;2У, С Д ;0)
яю

15,



RR7 R(Y7,--2), CY7,R;
R./.7 ,-if/,37/7(3,-27 (.Y*0;9;
/7./,' /<7-У,'ДД(''/,'-2;, Cf-7;-0
/7./а' /R-R.?7 /7б-/,-/7 (УЛ--7у
R74 яр,-/;, C(3,2;
RYJ R'^;7), Rf-R /y ( Y7;R
RY6 RfR;37 RR7;6), CYR-7)
RY7 /R-2;R, RfOR7 Cf-2;0
RV3 3 f-7 ;+ , ЯГ4;2), C f/.-j;
RY9 R^;T), CfRR)
R27) ,Yf-R/Y Rf-2R7 crYR;
Д.?7 ^fY ;^7 R(7;37 c ^ 7 ;0
R22 3Y3.R7 R /̂.-RR (YRd)
R2J Я'7А /) бу/.-з;
R24
R2j' ^Г-3;?7 Rr-Y;6), c r/;R ;
R2d ^f-R7), Rf-7;-2Y C/3;7/
R27 RYYR7 R/2R7 CYR;-2Y
R2<3 RY),-/y R^;3Y CY7;R
R7P R^;R), CfYyR)
R J3 R^2;77

Задание №5
Установить, какая линия определяется уравнением.

RY 4т ' + 9 у '-4 0 т  + 36у + 100-0
R 2 т ' -  4y ̂  + 8т -  24у -  24
R 3 1бт' - 9 у ' -64т"18у  + 1.99-0
R 4 т -  2у ' + 12у - 1 4 - 0
R J Зт' +9у ' -30т + 18у + 9 - 0
R d 2т' -  8т + у ' -  бу + 1 -0
R 7 у ' - б у - т '  ч -2т-0
RR З т '- 4 у '" 1 2 т  + 2 4 -0
R 9 9т' + 4у' -  34т-32у + 109-0



л л л %^+6% + 5 - 2 y
R / 7 у + 2у + 4%-11 —0
R 7 2 y^ + 8y-2% + 12 -  0
RR3 4%̂  + 4% + 2y -1 — 0
ЙЛЛ - y ^  -6%+ 1 0 - 0
R / J 4%̂  - 8 % - y  + 7 -  0
Д.М 2y^ -12y -% + 14 = 0
R 7 7 + y^ -2% + 4y -  0
R / 3 3% '+3y ' -2%  + 7y + l - 0
R 7 P 9%' -16y^ -  36%- 3 2 y - 1 2 4 -0
R.20 4%̂  + 12%+ 6 —у

y^ + %̂  - 2 y - 2 % + 1 0 - 0
R 2 2 % ^ + 2 % - у ^ - З - О
R 23 у + 2 y —% +4 — 0
R 2 ^ %̂ +y^ + 3%-4y = 6
R 23 %^+y-2% + 4 - 0
R 2 6 3%'+9y^-10% + 18y-10
R 2 7 3y^ + 5%- 6
R2<? 4%̂  + 2%-3y^ -  0
R2P 19y^-3%' -  57
RJO 6%̂  + 3y^ -11% + 12y -  0

Задание №6
Линия задана уравнением у? -  /?(%?) в полярной системе коорди­

нат. Требуется: 1) построить график кривой по точкам начиная от

-  О до <р = 2тг давая значения через промежуток ^ ; 2) найти
8

уравнение полученной линии в прямоугольной декартовой систе­
ме координат, начало которой совпадает с полюсом, а положи­
тельная полуось абсцисс -  с полярной осью и но уравнению оп­
ределить, какая это будет линия.





Л 77 1= -----------
l - 2cos^

Л  73 2
Л - 3 + cos^?

Л  73 1
л - 2 -c o s ^

Л 23 1/ ? - -------------
4(l-cos%>)

Л27 4
Л=^ .1 т  sm %)

Л 22 5
Л = 2̂ + cos$?

Л. 23

S !
^ 

!! '
!!

Л  24 /? -  2 -  cos у
Л  23 /? -  3 - 2sm2^
Л  2d р -2 - s in 3 ^
Л 27 /7-2(l-sin2%>)
Л 23 p ^ 2cos6^
Л 23 р  -  4 sin 3%?
Л 33 p " 2sin2^

Задание №7
По данным векторам й и 3 , числам о  и ^  найти: !) вектор 

т ^ т /?5 ; 2) векторное произведение л х 3 ; 3) синус угла между 
векторами % и 3 и площадь параллелограмма, построенного на 
векторах а и 6 . ____________ _______

Л7 й -  (1;2;3),3 -  (0;3;-2), а  -  2, Д -  3
Л.2 й -  (4;0;-1),3 = (3;2;1),й = -1,/7 -  2
л з й -  (-2;3;1),3 -  (1;-2;-5),о; -  -4,Д  -  -5
Л  4 й = (-6;5;2),3 -  (3;7;8),й -  -3,/7 -  -4
Л З й-(^;2;4),3-(Зр;2),аг = - 6,Л ^ 2



А б й ^ (4;5;2),6 ^ ( 4;0;2),^ -  -10, Д -  -3
А 7 й ^ (!;4;6),6 ^ (-2;1;3),бк -  -3, Д -10
А З й -  (2Д;3),6 -  (-4-2* 1), п: -  4, Д -1
АР a = (7;-l;l),3 = (i;3;-t),a = 6,/? = 0
А 76 й -  (4;-3;0),6 -  (-3;1;-2),аг -  -5, Д = 4
А77 й = ( - 6;ЗД),6 = (-1;3;1),бк-0,Д-5
А 72 й = (3;6;3),6 -  (0;2;1),^ = 4, Д ^ -б
А 73 й -  (-5;-1;2),6 -  (-1;6;2),йг -  -7,Д - 8
А 74 ^ -  (-3;5;1),6 -  (1;0;7),п: -  8, Д -10
А 73 й -  (1;8;2),6 ^ (-3;1-4),а: = - 8,Д .^12
А 76 й ^ (3;4;б), 6 ^ (1;2;1), ̂  -  4, Д -  7
А77 а = (-5;-2;1),9 -  (-1;^;1),й = 3,̂ 9 =3
А 73 й -  (1;4;8),6 = (3;1;1),й -  - 1, Д -  -3
А 79 й = (-7;0;1),3 = (-1;3;2),а = -9,/? = 0
А 26 ^ = (-3;1;4),9 = (-1;2;1),а = 4,Д = 7
^А2Д й = (3;5;6),6 -  (-2;-1;2),^ ^ 10, Д -  -2
А22 й -  (4;2;5),6 (-3;2;-4),^ ^ 11, Д -  -6
А 23 й -  (1;7;2),6 -  (-1;6;2),<г -  -13,Д = 6
А 24 й -  (-6;3;1),6 -  (2;3;0),и -  -4, Д -  5
А 23 й -  (8;-1;2),6 -  (0;4;2),а = 6, Д ^ -1
А 26 й -  (6;-3;0),6 -  ("2;0р),йг = -4, Д = 6
А 27 й -  (-1;4;-3),6 -  (1;2;3),^ -  -5,Д -  2
А 23 й ^ (-1;-4;-3)А =. (4;1;2),й -  -7, Д -  -5
А 29 й -  ("3;0;6),6 -  (2;1;-2),<т = 0,Д = 5
АЗА, ^ -  (1;8;7),6 = (-1;-1;2),п: ^ 1, Д -  3

Задание №8
Даны четыре точки Ai, Ап, Аз, А^. Найти: I) объем пирамиды 

AJA2A3A4; 2) угол между прямыми А^А? и Ai /ц ; 3) длину ребра 
пирамиды А] А?; 4) угол между ребром А] А4 и гранью А 1А2А3.



Составить уравнения: 5) плоскости А 1А2А3; 6) прямой А4М, 
перпендикулярной к плоскости А 1А2А3; 7) плоскости, проходя­
щей через ребро А 1А2 пирамиды и середину противоположного 
ребра А3А4.

А. 7 4  (3;4;5),4  (1;2;1), 4  (-2;-3;6), 4  (3;-6;-3)
А 2 4(-7;-3;6),4(-2;5;-3),4(3;-2;4),4(l;2;2)
А З A (1̂ 3:1), ("Йб;6), A  (—2;—3;4), A  (3:4;—4)
АА 4  (2;4;1), 4  (-3;-2;4), 4  (3;5;-2), 4  (4;2;-3)
А 6 4  (-3;-3;-4), 4  (1;4;6), 4  (3;2;-2), 4  (8;-2;4)
А 6 (3;4;2), 4  (-2;3;-5), 4  (4;-3;6), 4  (6;-5;3)
А 7 A (^4;6;3), /1, (3--5;1), AP;6;-1), ̂ (2 ;4 -5 )
АА .4, (7;38), 4  (-4;-3;3), (2;-3;5), 4  (5;l;-4)
АР 4  (3;-2;6), 4  (-6;-2;3),4 (l;t;-4), 4  (4;6;-7)
А 70 4  (-5;-4;-3), 4  (7;3;-l), 4  (6;-2;0), (3;2;-7)
А77 4  (3;-3;-2), 4  (- t̂;2;3), 4  (1;5;7), 4  (-2;-4;5)
А. 72 4  (7;4;9), 4  (l;-2;-3), 4  (-5;-3;0), 4  (l;-3;4)
А 73 4, (-4;-7;-3), 4  (-4;-5;7), 4  (2;-3;3), 4  (3;2;1)
А 77 4  (-4 -3 -З ), 4  (3;!;2), 4  (5;7;-6), 4  ($;-33)
A 7J 4  (3;2;4), 4  (-3;5;-7), 4  (l;-5;8), 4  (9;-3;3)
А 76 4  (-6;4;3), 4  (5;-7;3), 4  (4;2;-8), 4  (2;8;-3)
А 77 4  (3;3;6), 4  (-3;-4;4), 4  (5;-6;8), 4  (4;0;-3)
А 76 4(5;-4;4),4(^t;-6;S),4(3;2;-7),4(6;2;-9)
А7Р 4  (-7;-6;-5), 4  (5;l;-3), 4  (8;-4;0), 4  (3;4;-7)
A. 20 A (7 -1 -2 ), A  (1;7;8), A  (3;7;9), A  (-3;-5;2)

;A."27"̂ - 4  (5;2;7), 4  (7;-6;-9), 4  (-7;-6;3), 4  (l;-5;2)
A 22 4, (-2;-3;-l), 4 (-6 ;-7 ;9 ),4  (4;-5;Q, 4  (2;3;4)
A. 22 4  (-6;-3;-S), 4(5;1;7), 4  (3;5;-l), 4  (4;-2;9)
A 27 4  (7;4;2), 4,(-5;3;-9), 4(!;-5;3), 4  (7;-9;l)
A. 26 4  (-8;2;7), 4(3;-5;9), 4  (2;4;-6), 4  (4;6;-3)
A. 26 4  (4;3;Ц, 4  (2;7;5), 4  (-4;-2;4), 4  (2;-3;-5)
A 27 4  (-9;-7;4), 4  ( - 4 Д -1), 4  (3-4; 2), 4  (3;4;4)



Я.2Я 4  (3;3;3), 4), (-3;2;8), X, (-3;-2;6), ̂  (7;8;-2)
R2P И, (4;2;3), /t, (-5,-4;2), /<, (5;7,-4), И, (6;4;-7)
Я.ЗО /), (-4;-2;-3), 4  (2;3;7), 4, (6;3;-1), ̂  (6;-4;t)

Задание №9
Известны уравнения: стороны АВ треугольника АВС 

т + у -< х ^ 0 , его высот ВН З т - 2у + Д ^ 0 , и AM 4х - 3у - у  = 0 . 
Найти уравнения двух других сторон треугольника.

Я. 7 <г -  1,Я -  2, у -  -2
Я. 2 й = -1,/? -  3,у -  -2
Л.З
Я.4 й
ЯА or = 3,Я "  0,у -  -1
ЯА о т-5 ,Я -2 ,у  = 3
Я. 7 о г--3 ,Д "А у  = 7
ЯА от = 3,Я ^ -2, у -  3
Я А от -  -2 ,Я = -1,у -  2
Я.70 о: -  5,/? -  2, у -1
Я.77 от --4 ,/7  -  2, у -  4.
Я. 72 <т -1,Я  -  0,у = 0
Я. 73 йг = -4,Д ^"1,У ^1
Я.74 от -  -1,Я -  -4 ,у -  2
Я. 73 от -  2,/? =А,у -1
Я. 76 <Т"2,Д-1,У "3
Я.77 о: = 1,Я = 2,у -  3
Я.7Я й ^ А ,Я ^ - 4 ,у ^ - 1
Я. 70 ^ ^ 0 ,Д -0 ,у  = 3
Я. 70 от -  -4, Я -  -2, у -  3
Я. 27 <т ^7,Я  = -4,у -  -1
Я. 22 б ,Я --3 ,у  = --3
Я. 22 й = -4,Я = 5 ,у -б
Я. 24 о; -10, Я -  -3,у " 0
Я. 22 <2 -  7, Я -  5,у -  -4
Я, 20 а  = -2,Я ^М ,у  - 3

22



i

Й.27 <2-4,/? -  1,у -  1
Я.2<8 <2 -  5,/? - 8,у - 3
R 29 <2 -  8, Я -  -3 ,у -  -1
Я. Л) <2 - 0,/? - 0,у = 0

Решение типового варианта аттестационной работы 
«Линейная алгебра и аналитическая геометрия».

Задание №1. Вычислить определитель
6 3 0 3 
4 4 2 1 
0 4 4 2
7 7 8 3

Решение. Вычтем из элементов второго столбца элементы третье­
го. Получим:

Теперь вычтем из 
элементов третье- ___ 
го столбца эле­
менты четвертого, 
умноженные на 2

6 3 0 3 6 3 0 3
4 4 2 1 4 2 2 1
0 4 4 2 0 0 4 2
7 7 8 5 7 -1 8 5

1
3 -6
2 0 

7 -1  - 2  
-15 б 

4 2
7 -1 -

Разлагаем по 
элементам 
третьей строки

К первой строке прибавим 
третью строку умножен­
ную на -3

Разлагаем по 
элементам 
третьего столб-

2(-2)
-15 6 
4 2

4 (-3 0 -2 4 )--2 1 6

23



З а д а н и е  № 2 .
Найти собственные числа и собственные векторы матрицы

собственные числа матрицы.
Для определения координат собственных векторов составим 

две системы линейных уравнений:
. ^(2 - Д ) л , +4x2-0  ^ f(2-^J-Xi+4-x2"0

[-л, + (-3-Д )л2 =0 j -x,  +(-3-Д,)х2 - 0  
Поскольку Д - 1, то первая система имеет вид:
f -j- Q
J  ̂ - . Таким образом, значения X} и x? должны удов-

л, -4^2 = 0
легворять уравнению х ^ - 4х2- Пусть X2- t, Де Д . Тогда собствен­
ному числу А, -1  соответствуют собственные векторы 
2 Г '^ (;;-4 ?)Д ^0 д ё  Л.

Значение 2̂  -  -2 приводит к системе линейных уравнений:

X2̂ t, Х}-Д.
Следовательно, собственному числу Д  -  -2 соответствуют 

собственные векторы ^ Од е Д.

Задание №3.
Решить систему а) по формулам Крамера; б) с помощью об­

ратной матрицы (матричным методом); в) методом Гаусса, 
предварительно исследовав её на совместность:

7л, + 8Лз + 6x3 = 6
< 7х, +9%2 + 9X3 ^ 7
1̂6х, + 10х, + 4лз =5

Решение. Составим характеристическое уравнение 
2 - А 4

 ̂  ̂ Д + Д - 2 - 0 , о т к у д а Д ^ 1Д 2 ^ ^ "

4х, + 4x2 = 0 
-  х, -  х, -  0

, решая которую получим:
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Решение
Совместность системы проверим с помощью теоремы Кроне-

кера-Капелли. Найдем ранг' матр
А 8 б' 7 8 6

А - 7 9 9  ̂ А(^)^ 7 9 9
А 10 4; 6 10 4

-  -74 ^ 0, rangAf = 3

Следовательно, ранг расширенной матрицы:

также равен 3. По теореме Кронекера-
f? 8 6 б''

А - 7 9 9 7
10 4

Капелли система совместна, 
а) Решим систему по формулам Крамера:

6 8 б
7 9 9

Ах̂ 5 10 4
А 7 8 6

7 9 9
6 10 4
7 6 6
7 7 9

_ Ат, _ 6 5 4
А -74

7 8 6
7 9 7

Азр 6 10 5
А -74

-3 8
-7 4

19
37̂

-74

23
74

5
74

23
74̂

б) Решим систему матричным способом. Для этого найдем 
матрицу А"\ обратную к матрице А по формуле

1А А(А

А"\ обратную
р п A i А)^
А 2 Az 3̂2

^Аз Аз Аз z
элементов а,к матрицы А. В результате вычислений находим:
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А (А)—-74, A2j—28, А22-"-8 , А;2—26, А]̂ —16, —21, Азз—7, А23— - 22,
Ат т --54, Аз[=18 и, следовательно,

Г -54 28 18 1
26 -8 -21 . Тогда

74
Ь б -2 2 7 J

74

^-54 28 18
26 - 8 -21

Ь б -2 2 7

Гб1 
А- 7

6-324 + 196 + 901
156-56-105

74
^96-154 + 35 J

^19 _ 5  _23
" 3 7 ^ '  * 7 4 ' ^  " 7 4  *

f
Г -38^ 37

1 '5
— — -5
74 74

+ 23J 23
^74 J

в) Решим систему методом Гаусса или методом последова­
тельного исключения неизвестных. Проведем метод через мат­
рицу:

А 8 6 б!
.4 - 7 9 9 7

.6 10 4 3J
А 8 6 б !
0 1 3 1

,0 22 -8 "IJ
8 6 6 1

0 1 3 1
0 -74 - 23̂

7х, + 8̂ 2 + 6̂ 3 = 6 
А +3^з - 1

Первую строку умножим на -6, а 
третью на 7 и сложим их; кроме 
этого из второй строки вычтем пер-

Вторую строку 
умножим на -22 и 
сложим с третьей

Эта матрица соответствует системе

, которая называется треугольной.
-74ху ^-23
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В результате вычислений получаем 19 _ 5 _23
37"^  "  7 4 '^  "" 74 '

Задание №4.
Даны вершины треугольника: А(7;7), В(14;15), С(17;16). 
Найти:
1) проекцию вектора АВ на вектор ВС.
Решение

Имеем ИР = (7;8), ВС -  (3;1), ИВ. ВС = я с ?-ДВ.дс

Откуда ип— ИЗ - :  ^ . Так как ИВ - ВС -  7- 3 + 8 4  = 29,
^  1в с

ВС л / з ^ И  = VlO , тп ^9 29^10то . и з  = -i=r = — ——
^  J io  ю

2) Найти площадь треугольника АВС.
Решение. Площадь треугольника вычислим по формуле

; у ^ ^ 7  - g
ЗДхЯС - 7  -8  0 

3 1 0
"" 3 0

где ЯД -  (-7;-8),ВС = (3;1). Тогда 

^ = (-7 + 24)^ = 1 7 ^

IBTxBC 

Й = Н 3

17^ = 17:

А.4ДС

= 17 

= -1 7  = 8.5-

3) Найти уравнение стороны АВ, где А(7;7), В(14;15) 
Решение Используем формулу .- С .А . -  НСНД. Имеем:

+2 "А

= 8^-56 = 7у-49 ,  8 т -7 у -7  = 0 - уравнение прямой АВ.

4) Найти уравнение высоты СН.
Решение
Находим угловой коэффициент прямой АВ: 8т -  7у - 7  = 0 ,
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8 8у -  у . Тогда угловой коэффициент перпендикуляр-

1 у
ной к АВ прямой, т.е. прямой СН равен: /г^ ^ — — = -  А, а по-

s
скольку уравнение прямой, проходящей через точку (хо;уо) с уг-

7ловым коэффициентом К  имеет вид у - 1 ц ̂  -  А (д -  щ ).

(ТочкаС(!7; 16))т.е. 8 у М 2 8 --7 д  + 119 или 7д + 8 у - 247 = 0 .
5) Найти уравнение медианы AM, где М-середина стороны ВС. 
Решение. Найдем координаты точки М по формулам: 

л,+л,  у,+ щ __ 14 + 17 _ 31 15 + 16 31
2 " 2

М

2
31,31 
2 '  2

у. + у,у - Т ^ . 2А т.е. д 3'

Координаты точки А(7;7). Используя формулу АА.Аш ^ АААА- ^
2̂ "У  Уз "Pi

получим:. + -7  ^ у -7  , х-у^О -  уравнение медианы AM.

2 2 -

6) Найдем уравнение прямой, проходящей через вершину С па­
раллельно стороне АВ.
Решение
Угловые коэффициенты параллельных прямых равны, т.е.

К<зу ^  ЗСд - Поскольку - -  (см. п.4), то 73^ = -  и уравнение 
" '  ̂ 7 ' 7

прямой CHt примет вид или 8 л - 7 у - 2 4  = 0 .

7) Найти расстояние от точки С до прямой АВ.
Решение

Используем формулу <7 ^ А Й . Т.к уравнение прямой
V A + ^

АВ: 8л -  7у -  7 = О (см. п.З), то д ^ ^ ^ у б
V64 + 49 У113
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Установить вид линии определяемой уравнением 
л  ̂-30л + _7 +4 = 0

Решение. Приведем данное уравнение к каноническому виду с 
помощью введения полных квадратов:

(л ' -30л) + у ' = - 4 ,  (л' -30л + 225-225) + у ' = - 4 ,
(л -1 5 7  +у" -  221. Это уравнение окружности с центром в точке 
(15;0) и радиусом Я = 7221.

Задание №6
Линия задана в полярной системе координат л -  ——------ .

7 + 5созл
Построить по точкам, начиная от = 0 до = 2я , придавая ^

значения через промежуток У  график кривой. Найти уравне-
8

ние полученной линии в прямоугольной декартовой системе 
координат и определить её вид.

Решение
Составим таблицу значений:

С,. 0
яг Я

7
Зя
8

я
2

5я
У

Зя
1 "

7я
8

я
9я
У

5я
У

И я
8

Зя
2

л 0.5 0.52 0.6 0.7 0.9 1.2 1.7 2.5 3 2.5 1.7 1.2 0.9
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13я*
8

7^
4

1$7Г
8*"

2?Г

0.7 0.6 0.52 1 0.5

Найдем уравнение линии в декартовой системе координат, 
стандартно расположенной относительно полярной, т.е. начало 
декартовой совпадает с полюсом, а ось абсцисс направлена но 
полярной оси, тогда взаимосвязь их координат определяется 
формулами;

: х -  pcos 0 < %) < 2яг и обратно

х + y,cos^
+ ;/

,sin ^ = 3' . Подставляя эти зна-

чения в исходные уравнения, получим

7л 5х
от-
. 'Г

куда ^ ^ ^  или 7 ^ + j P " - 6 - 5х и, следовательно,
49х" + 49у" -  25х" + бОх -  36, 24х  ̂+ бОх + 49у" = 36,

2 А ' + 2 - ^ х л ^ 1 + 4 9 г - 3 6 + — 24, 24fx + ̂ 1  
1 12 144) 144 1 12) 2
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2

24х + Д + 4 9 +  ^ 4) ^ .. Это эллипс с центром в
147 147
48 98

точке C [ j^;0

Задание №7.
По данным векторам ^ = (7;9;б),^ = (б;10;4) и числам а -  2,/2 = $ найти;

1) вектор + ^
Решение.

с = 2й + $7 = 2(7;9;6) + 5(6;10;4) = (14;18;12) + (30;50;20) = (44;68;32)
2) Найти векторное произведение я х /?

Решение.

(36 -  60); -  (28 -  36) у + (70 -  54)% = -24/ + 8у + 16Дт
/ у А 

я х 6 = 7  9 6
6 10 4

3) Найти синус угла между векторами ^ и  ̂ и площадь па­
раллелограмма, построенного на векторах а и 6 .

Решение.
Л = 1йхА = ^(-24 )' + 8̂  +16' - л/576 + 64 + 236 = 8^14 

Т.К. j^xE = ĵ jj5jsin^??TO

sVl4 gVM 2л/Иsm p
V49 + 81 + 36 -V36 +100 +16 VT^*2V38 V1577

Итак - 2л/м
Vl577

Задание №8.
 ̂ Даны четыре точки At(6;5;7), A2(15;i3;4), Аз(12;14;16), 

А4(14Д7Д4). Найти;
1) Объем пирамиды А 1А1А3А4.

Решение. Объем пирамиды определяется по формуле 
1 -  -  -  -  —

-  — а - с  , где л -Т' - с смешанное произведение векторов.

Найдем координаты векторов 
^ J - ( 9 ; 8 ; - 3 ) , ^  - ( 6 ; 9 ; 9 ) , 4 ^  - (8 ;1 2 ;7 )
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А.'<./<,.̂ "ПАА'АА*ААг"Г̂ О̂* 6̂  ' О

-mod

9 8 -3 9 8 -3
6 9 9 = — mod 

2 2 3 3
8 12 7 8 12 7

1
0

8
11

-3
0 = --11 mod 1 -3

-4 12 7 2 -4 7 —[7-12) = ̂ -3  = ̂  = 27.5 2' ' 2 2

2) Найти косинус угла между прямыми AjA^H А 1А4 
Решение.

COS р  -  C0S(Л, А   ̂4 ,  А ) _ А А А А 9-8 + 8-12 + (-3)-7 147
4; А д, А VsT+ 64 + 9 V64+144+49 12.4-16.03

0.7

3) Найти длину ребра At Ао 
Решение.

^9^+8' + {-3)' = Jl54[А ̂ 2
4) Найти угол между ребром AtA4 и плоскостью А(А^Аз. 

Решение. Как известно, острый угол ^ между плоскостью 
Ax+By+Cz+D=0 и прямой с направляющим вектором ^ = (/;тщ) 
определяется формулой;

[й/ + Дж +sm 0̂
АА +д' + c'VAl"

В нашем случае л = (3,̂ -3 ;1) - нормальный вектор плоскости 
А {А? Аз и я = (8;12;7) - направляющий вектор ребра А]А^ 

Поэтому " -
[3-8-3-12 + 7-11 

*V9 + 9 + lA64 + 144 + 49 Al0v257
=  -  0.09863. откуда ^ = 5°40'

5) Найти уравнение плоскости At Аз Аз.
Решение. Уравнение плоскости, проходящей через три точки

имеет вид;

щ(1)
л -  ̂ У "Tt 2 -  Z,

А 40 " Z3 -Z,

-  А Уз "У2 21-^2

В нашем случае Ai(6;5;7), А2(15;13;^), Аз(12;14;16) и уравне­
ние плоскости проходящей через эти точки имеет вид:

32



т.е. (x-6)(72+27)-(y-5)(8i+i8)+(z-7)(8H"48)-
д -6  y -5  л -7  

9 8 -3
6 9 9

=0^3x-3y+z-10-0
6) Найти уравнение прямой А4М перпендикулярной к плоско­
сти А 1А2А3.
Решение. Нормальный'вектор и = (3;-3;1) плоскости А 1А1А3 яв­
ляется направляющим вектором к искомой прямой А4М, про­
веденным через точку А]4(14;17;14). Следовательно, канони­
ческое уравнение прямой имеет вид: f  -  .2 " *7 =

3 -3  1
7) Найти уравнение плоскости, проходящей через ребро А 1А2 
пирамиды и середину противоположного ребра А3А4.
Решение. Середина 77(х^;у^;л^) ребра А3А4 определяется

формулами: ^ 12 + 14 ^  14 + 17= = 31 16 + t4 15.
2 ^ 2 2 '  2 

Уравнение плоскости, проходящей через три точки (xpypzi), 
(хт;У2^з), (хзузЩз), определяется уравнением (1) (см. п.5). В 
нашем случае это уравнение имеет вид:

X -  6 y -5  z -7
9 8 -3  

217 — g 
2

Раскладывая определитель, получим уравнение искомой плос­
кости:

t9ix-186y+77z-755=0
Задание №9.
Известны уравнения: стороны АВ треугольника АВС 

х + у - и = 0 ,его  ВЫСОТ ВН З х - 2у + /? = 0 иА М  4 х - З у - у  = 0-НаЙ-
ти уравнения двух других сторон треугольника, если 
й -1 3 ,^  = -4,у-10.

Решение. * .
Вершина А является пересечением стороны АВ и высоты AM, 

и координаты её удовлетворяют системе: 
fx + y - 1 3 -О,
[4х -З у  -10  = 0.
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Решив систему, получим, что А(7;6). Вершина В является пе­
ресечением стороны АВ и высоты ВН, и её координаты являют­
ся решением системы:

Н  + у - 1 3 - 0 ,  .
(Зл -  2у -  4 -  (X

Решив эту систему, получим В(6;7). Поскольку прямые АС и 
ВН перпендикулярны, то ^ ^ ____ ^

^  " з " з
2

Тогда используя уравнение у-уо-к(х-Хо), получим уравнение 
стороны АС: у _ 6 — ^(л -  7), 2л -  Зу - 32 -  0.

Т.к. B C iA M , то  ̂ г  _  ̂ _ з и уравнение прямой ВС
^ ^  л ^

. з.
имеет вид:

3
у — 7 — — — (л — 6), Зл + 4у — 46 = 0.

Аттестационная работа по теме: 
«Производная и ее приложение». 

Задание №1
Найти указанные пределы:

В.1)а) ЦтУ"
л ' -  2л +1

2л '+ л ' - 1

б) Нт бл + 2 в) Пт Зл" + 2л +1
-Зл' + л ' +1 2л ' + 2 л + 2

Нт
л" -4 л  +1

д) Нт *̂ 3л +17 -  У2л +12 ^ cos^ л -cos^ 2л ^  ^ 7 л + 5
л" + 8л +15 л" л

Здн-4

В.2) а) Нт- -4 л -5
2 л -3

,, л '- 5 л  + 1 л '+ З л  + 2и; ". В) 1ип — --------
2л + Зл' + 2 2л + л + 4

)̂. Нт Зл' + 2л ' - 4  
2л' -  5л + 2

Д) ,ил А у Т А А  е) ж)
л' + 2л -  8 л" .г̂ н-Д 2л — 1 j

В-3) а) р т 4л' + Пл -3
л->-з + 2л -  3

б) Нт 4л' -7 л  + 1
Зл' + 2л ' + 2

в) Нт 5л' + 2л 
2л ' + 2 л + 3



0 2̂
г) Hm 4л' + 2л ' +5

2л '+ х
2

д) е) ж)
i/% ч- 3 -  V5 + Зл л arcsin л л-я<*̂  л +1

-Зл-14 2л^+5л + 3 \ л  4л^+блВ .4)а) ^  * 

г) Нт 

Д )Н т

2л' —9% -35  
2л' +3%' +1

6) Нт
4л +л

в) Нт
^+^л ч-л + 1

л ' + 4л +1 
2 л '-9 л  + 4 

-Уб -  л -
cos 4 л ^ )  Н т f  2л

А-̂ +Д 1 + 2л

В .5)а) Ц т^ . * 6) ц т -^ .  У Д +.4  в) П т Д Д Д + 2
Зл - л -2

О '* " '
А-̂ м, 2х -З л  + 2 

^9 + л -3

А-).̂ ю $л + 2л —1 л + 2

Д )Н т
-̂>+" л^+л

в .б )а )  Н т ^ Д ^ Д
+ л + 2

т̂ \ .̂ 5 л ' ч- Зл' "  7
А->+ж л '+ Злч-2

л /4 ч -3 -3

С)\,. 1 COS Л *SR*3 1'Н т----------- ^7 Нт
л-*-° л%?л '^^ \Л  + 1

л -  2 s

6) Нт 7 л '+ 7л+ 7
2л '+ л '

а

В) Нт 5л" ч- 5л ч- 2
Зл̂  + 2л

Д) Нт-

В .7)а) нт

е) ТУНт1 -— л (̂ gx 
2 ' ^

Ж)
'^ ^ \ 2 - л

' - 5 л  + б .. 4л^ + 6л ц \  2 л '+ 4 л  + 7о; Н т —-------  Н/ Iim
*-*2л ^ -12х + 20 

7л' - 2л -1
л + л Зл" + Зл

г) Iim
2л -З л

VV-л
. t - tO

Д) Вт-
V7:

-У7 + л ^^cosx-cos^x tHnf
5л̂ 2л -  3

в.8)а) ]im-"  'ŷ .̂ б) H m ^ L i Z ^ i  в) Н т
А->4 л ^ - 4л

8л ' + 5л + 2 
Зл  ̂+ 2л + 1 

*Ул + 4 — 3Д) Нт-

лиоэ2л^+2x4*1

.. sin 5л + sin л ,.е) Н т----------------Ж) Нт
1 -2  arcsinx Зл у

4л + 2л+ 3

Зл + 4

В . 9 ) а ) , ^ -2л + 1
2л +7х + 5

б )И т 2л ' + 7л
Зл + 5л

в) Нт 4л +9х + 1
*->+"4x +Зх + 2



r)tim 7л" -  7x + 6
""Зх^-Зх + 4

x + 1 -3  A*\.. cos2x-cos4xД) }ил e) ]jm
'"^V x -2 -V 2 -''->o 3x' ! . t m.ŶHot _Y

x + 3

B.tO)a) ]im. ' 6) + L в)
Зх" + X" 10 ^ 2%̂ -t- 7% + 2

2x  ̂+7x + l 
' 3x̂  + 8x -6

l)  Hm Зх^+5л 
3x̂  + 6x

2-3 A-
Д) 1 т 7 Щ Ь 2 7 + 1  e) ,j^ ж) ,imf— ^

3x^-4x + l -̂ ->-0 xsinx л

B .H )a ) Hm --   ̂ 6) в) H m ^LL^LLl
л:" +2л̂ x̂  +x 2x̂  + 5x

*\/л' + 20 — 4н) lim

t-t-3 
.36x -3% + i Д) Hm lim 1 -  sin 2x Ж) lim2x^ + 7x + 2 ^ x ^  + 64 д* — 4x х-мж̂  ^ ^

3x" -1 lx + 6B .12) а)
А-^.з 2x  ̂ - 5x -3

гЛ,. 7x^-2x  + 5 t  ̂ hm...^
3x" -  6x + 9 

,. V2 x + 1 -  -Jx + 6

lim 9x^-7x  + 5
4x + 4x 3x  ̂+ 6x + 4

Д) lim- e )lim -arcsin 5x
lim: 4 -2 x

B 23)a)nm
2x  ̂ -  7x -15 sin 3x .-. 1 -  2x

2x ^ - l l x -6  ^  .. 4x^+6x .. 7x ' + 7x + l
^3x- - 20x + 12 

8x '-9x + 5

6) Hm
3x' - 8x

в) Hm
^  4x + 3x + 2

' ) Hm .
' 4 A" -  7x + 3

Д) Ип,. Д 1 ^ Д _  e) Ж) , i J ^ Y
^ j 5 - x - V x  + l 3x" -'"^(2x+ lJ

б) И т ^ Д  + ^  + 2 в) l i m ^ '+ ^  + lВ.14) а) ]ш F - l
x  ̂+ 3x + 2 Зх̂  + 7x +1 8x  ̂+ 5x + 6

н) lim

Д)Нт

9x' - 10x + 2 
7x  ̂ - 6x + 4 

3x
VT+x -  Vf-x

e) l i m S'" 2* ^  , J  2 ^ 4
x "-+^2x+4^

Зл:-1

10x + 2В .И ) а ) , ; т 2ф 2 ^ б ) ц т :  ,
3-̂ -2 ^ " -5 x -1 4  9x ^ + 6x

в) Hm 10x  ̂ + 6x + 4 
2x̂  + 7x + 2
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2 - 3 *

г) lim Юл
Зл'+5л

д)
15
.3

х + 2л
^)lim arc siч1 Зл ^)iimi

2
В-^б) a) Hm" \   ̂ б) Нт ^  в) Н т ^  + ^ ' + ̂

^-^°Зл'+25л + 8 ^ + "9 л ^ -7 л  + 2 ^+" 2 л '+ 7 л
9 л '-1 0 л  + 2 ̂7 Ит

-"">'^4xN'7x + 6 
л/5 + л

tД )Н т — ^) Нт] —-------1— ] ^ )  Нт}
3 зт л уV s^r

В .)7)а) ' б) ,,т  ,
-'-*"3 2л + 11л + 5 ^чзЮдЗ

у-\-. 10л ^ -Н л  + 2
*->"^5л + 6д + 7

Д) Н т ^ __
^ л /л  + 2 -3

Юл' -9 л  + 2
7л + 4

в) Нт 10л '+ 6л + 5
9л +бл + 1

е) Ж)
** " '  ̂ \  Зх

В .18)а) fim^  + H* + 15 б) ^ !0* '+ 2* + 2 g) ^ 10̂ + 7 * +  6
-̂ -̂з Зл' + 5х -12  9л  ̂-  6л + 4 ^̂ +"- Зл' + 2л +1

3 ^^соз4л-со8^4л ^в) Ит 10л̂  -  2л + 2 Д) Нт л/4л+ 1
7х"+бл + 1 л^-8

В-^9) a) б) Нт з
4л" -  5л +1 .г-ч<то9̂ з

Г)

Ю л '-7 л - 2
'Зх + 5

Зл'

в) Нт

2л
8л" + 6л + 2
7л' + 5л + 1

Зл" + 5л + 1

Д) Нт л + л - 12
хб

___  Ит —
-V4 -  л
' - 8л + 12В.20) a) + б) Ыт ,

^  л - 7 л + 6 7л
^  11л ' - 9 л + 2i 9 Нт -... -............

9л +5л+1
Зх

А-->0 '

л + 8 9
8л + 5 -г,\ 11л' +7л + 5

Зх'
Ил'

5л + 4
в) Нт

-^+"Нл +7л + 6

Д)Н т
J  5 -  л -  V5+^x

^)liin- 7х

В.21) а) Нт л + 2 л
sia л + зт7л 

11л '-9л  + 6

limf- 2л

б) Нт

'^2л-3
9л'

-7д; + 4 в) Н т 8л + 4
^ ^ 8л + 6л + 5

9 л '-2 л  + 1
8л' + 3л+ 2

г )Н т

G7



Д) е) , i „ , ж)  , J X l Z
V E + i- i

В.22) a) Hm-
л*" + л

r)  Hm 12л '-1 1 л + 10 
v ̂  8л^+6л + 7

5л
8 л '- 7 л  + 5-л̂ ' +2л 6)lim
1 1л + 2 л +1

й) lim
11л" - 7 л + 6 
7л^ + 5л +1

д) t i m Z - E l l i  е) Ж) ] 7 л 1 1
^ Зл" 2 sin л . ^ Д л  + 4 у

В.23)а) б) в) ,im^ l.2.?i +Z
'- ^ 4 л '- 5 л - -6

г) д ) , ^
'--'^7л" + 2л + 1

В,24) a) нт

i ) Hm

2л *-8л  + 6 8 л - 9 л  + 5

Т Л + 4 - 2 е) ж) ц
4 . 2л ̂  д'-*4л-3

-8л + 5 
7л̂  + 6л + 2

.S'-З

Л +1

2 5 + Д 1  е) ж) , i J
z я*-2л

lim —

Д )  H m .^ --  c ;  H m -
7 л + 5 л +1  ̂ 3 ^ 7  л .,-Д я* -  2 л Зл + 2 7

B.25)a) l i m ^ r i r Z  б) Н т ' ^ 9 * " 3  - М^-11х+12
^+°э5л*-8л + 10 5л + 8л + 7

г) д) tin, А  25 ,. е) ii,ni-E2^X ж) 21
'- ^ 8 л  +л  + 2 7 6 л + 1 -5  2 л" ^ ^ л  + 12

В.26) а) {Нп-
- ^ д '+ л - б

б) Нт

2 л* -̂>зл
,2 , О , .  , fA . 1 1..215х + 8 л + 9

8л +5л + 2
в) Нт 11л + 8л

л'-^ Дх + 2л

г) ип,2Д±ЛХ д) ,in,7 ; Z Z  е) ж) ц Д + л Н
-'̂ +̂  8л + 5 -Узл ^Зл 4л+ 1у

В.27) а) ит
д*->4

л" -  6л + 8 
л - 4

б) Нт 16л  ̂+ 15л

7л -9л
в) Нт 16л* -15

7 л +2

Н т ^ 7 1  + Зл^ -1  ^  cos5л-co sл ^  ^ ^ 6 2л-1 )

В.28) а) Нт

7л" -3  л ' + л" -''">0 4л

2 л *+ 5 л -3  7л "-3 л  + 6

г) Нт

Зл  ̂+ 10л+ 3 

16л '+ 15л+14

б) Нт
7л*' + 2 

9

''->-"7 2л + 4 )

тЛ 17л"-8л + 5 
^2 lim

5л +Зл + 8
Д) !im- Y'L- -—  

7 л +1 -  2
Н т

8л' + 6л +1

cos 6 л Ж) 1 ,7  l l i Z l " '
л sin 3 л - -̂>"\Зл + 5 7

в .29 )а) и п , 2 7 7 + 4  б) . )  ,h ,
л + 64 5л'  + 7л + 2

17л' + 8 л + 1 18л' +9л + 4

5 Я ^ "
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Г) Mm Д)
4х" + 3 - ^ 2 - V x - l

е ) . .  1 -s inx  hm---------- ж) lim l + 2xY"
3 + 2x j

В.ЗО) а) х̂  - 2 х —35п т  — -..... ....... .
.̂ "3 2х  ̂+1 lx + 5

18х +Юх + 1
,^+ж Юх + 2х + 2

б )Н т в) lim ISx^ - 9 х  + 2 
4х^+7х

г) lim 18х*̂  - 4 х  + 5 
Sx + 7х —8

Д) е) ж) Hmf- ^ - Y '
Ух + 2 - 2  -^' x -  7x + 6 3x + 2 ̂

Задание №2.
Исследовать данные функции на непрерывность и посмотреть 

их графики:

В.1)а ) № ):
\ < 1 - х , х < 0
- 0 , 0 < х < 2

х - 2 , х > 2

5

б) / ( х )  - 2 ^ ' ; ^  = 0 ; х ^ 1

В.2) а)
COS х, х < — 

2
0,— < х < я* 

2
2,х > я*

:
б) у(х) -  4^" + 2; х, = 2; х̂  = 3

В .З Ж ) д .)  =
х + 2 , х < 1  
х̂  +1,-1 < х < 1 
- х  + 3,х>1

В . 4 ) а ) ^
- х + 1 , х < - 1  

- х̂  +1,-1 < х <2 
2 х ,х > 2

В,5) а)

В.6) а)

/(х )^

/(*) =

[ х - 1 ,х < 1  
j x ^ + 2 , l < x < 2  
[ -  2х, х > 2 

х + 3 , х < 0  
<1,0< х<2
х ^ -2,х >2

б) Дх) = 7^+1;х,^4;х^=5

б) /(х) = - ^ - ;х ,  =4;хз-5  
х -  4

б) y(x) = -^ Y ;x , = Цх, =2 
х -1

t

б) У(х) = 2 ^  +1;х, =3;х, - 4



,r + 7 
^ -2

^ +зr : Л', = "5;x, = -4

6) /(^) = 5 ^ -2 ;^ ,= .3 ;^  =

6) / ( ^  = 5 - ^ = 3 ; ^  =.4

(x -  2)' ,1 <,? < 3 6) /(.^) ^ 4,-7 + 2; -  2; ̂  = 3
- л + 6 , л > 3

;л, ^3 ;^  =4^r,0 < x <2 / ( 4 ^5-^ -i;.
л + 4 , л > 2
л \ л <-1  з

 ̂^ - 1,-1 < л; < 3 ^  / (^ )  = 3 +  1;дг, -  -5;x^ ^ -4 
- л + 5 ,^ > 3  

л - 1, л <0
л \ 0 < л < 2 ^)/(-х)
2л ,л>2

^*-'4
,r+2  ̂ —' 2,
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В. 18) а) = .

В-19) а) у д ,

В-20)а )  д , ) ;

В Й ) ^ )  Д ^ ;

В.22)а ) д д :

В-23) а) д , ) .

В-24) а) д ^  

В.25) а) д ^  

В-26) а) 

В-27)а) у д  

В.28) а) уд^

-1,х<0 jL
cosx,0 < х < ж ^  Т'В) = + 1;х, = 2 ;^  = j

1—Х,Х>7Г
х ,х < -2  JL
-% + 1,-2 ^ж <1 ^  № )  = 4* ' -3 ', ,

x ^ - t x > l  
Зх + 4 ,х < -1

х ,х> 2
х + 1,х<0 _L
х̂  -1,0 <х <1 ^  / ( х ) ^ 9 ^ ; х ,  = 0;х^ ^ 2

- х ,х > 1
sinx,x<0 JL
х,0 < х < 2 ^ 6̂ "̂  + 3; х, = 3; х̂  = 4

0,х > 2
х + 4,х < -1
х '+ 2 , -1 < х < 1  ^  Л В - ( ^ " 3 ) ( х  + 4);х, 

2х, х > 1
х + 1,х<0 ^
(x + l ) \ 0 < x <  2 ^  Л В ^ З ^  -2 ;х , - - 1 ;

-х + 4 ,х > 2
- х, х < О _ .
- ( х - 1 ) \ 0 < х < 2  ^  " " 3

х - 3 ,х > 2
Г-2(х + 1),х<-1 ^
(х + 1У ,-1 < х < 0 /1 В  "  )7^3 "  3^^

[х,х > О

В 1 ^ 1 4
. 2х,1 < х < 3 ^  /1 В  = 3' +1;х, = 1;х  ̂ -  2

ĵ x + 2 ,x> 3

х -  3, х < 0 ^
х + 1,0<х <4 ^  Л В  = 6" ';х, = 3;х^ =4

3 + х, х > 4



В.29) а) ^
2л^, л < О
л,0 < л < I ^  /У )  
2 + л ,л >1

л т i 
л -  2

;л, = 2; л, =3

В.ЗО) а)
/'(л)

л ^ + 1, л <0
sin%,0 <x< д* 3-̂ ' + 1; л, = 1;л,

тг л*л -  — + 1,л >  — 
2 2

Задание №3
Продифференцировать данные функции.
В.1) = 2)д = зш^3л-ялсс^3л^

7л^ -  Зл + 2

3)т -  —— у...—..  ̂ 4)д -  и ------5т(3л" -  л + 4) з
1 е** Чл - 5

5)у-(соз(л + 5)Г^ 'Н  б)у
(л + 1 )'(л -5 )'

В.2) = — У-- + У*8л-Зч-л^ ; 2)д^соз'Зл-%у(4л + 1)'
(л-1)

.  \^3-2л л ' - . ,  !л -3  , 2  ^3)д = —  -.....  ? 4)д = ц — г  ссз(л -  Зл + 2) з

5)д -  (cos 5л)"'^^ 1 6)у =
(л -2 ) '(л  + 5)'

В.З) ])у = ^ - 2 ) '  3

л + 3 

^(л -!) '

7л' -  л' -4
; 2)д = я;-о;^4л-3""Н

л/7л'-5л + 2 ПТУ . ^  ^1)у -  . -.... ------------' 4)у -  Д—  агсхт(2л + 3)
с " ' чл+7

S)y = (V T T )" " ^ ; g)^ = (^ + 2X^-7)'
# 4 7

В.4) 1)̂  = Д -7 ^  + 7 ----# ;  2)  ̂= 2^'а!-е^3^;
(* -7 )

з)д = — = # = = , ;  4)д -  4 У Г7 sin(3.# + 1) ; 
У З л --4 л -7  Ч л-6

7ф2



5)у -  (sm Зх)"' 1)У
(х-1)^(х + 2)̂

В.5) 1)у = — ^ ^Зх ' 4л--ьЗ  ̂ 2)у = cos^/x - агс^х"; 
(x -4 f

^  ^2х" -З х  + 1 . .. jx + 3 , ^ 2  -
 ̂ у х - З

5)у -  ( ^ 7 х ' ) ^ ' ; 6)7 = ^  ^  ^  ^

В-6) i)y = J i  + 3 x -2 x '

(х -7)' 
3

(л-З)Ч
; 2)y = c?g x-arccos2jr^

з)у - (х + 5)"
'4)У ;'х -7

lfx + 7
cos(2x  ̂+ х)!-

5)у -  (arcsin3x)^^  ̂ 6)у = ^
V (7 4 ?

В.7) ,)у
(х + 4)^

. 1/4 + Зх -х ^   ̂ 2)у = cos'* Зх - arcsin3x^ ^

3)7
,4fg5A'

х+ 4)
 ̂ ; 4)у ^  J ^ 2 L ^  . c^g(3x^ + 5) ^

V 2x-3
(x^3)*\/x + 45)у = ( ^ " ) ^ ; б ) у  =

(х + 2)'

В .8) 1)у ^  J3 x ' - 2х ' + х ^
(х + 2У

 ̂ 2)4.' = arcsin^ 2х - с^7 х ^ ;

3х^-5х + 3.0. .. р х  + 1, ,, ^3)7 ^ ------, 4)у = 3п(3х -  х ')

3)у ^ (V3x + 2)'' 6)7

5х-1

# - 2/
(х -- 5)(х +1)^

В.9) = ^Зх^ + 4х -  5 + —  ̂ 2)у = arccos^ 4х - 1п(х -  3)
(х-4)

3)у
(2х-5)' 4)7

З х -2  
Зх + 2

^ (2х̂  -9)^

3)7 = (ахс^2х)""''; б)у = ^ i ..̂ }7 i= J L
V 7 W

в . 1.0) 1)у = 7 7 з7 + - ^ г ^ — ; 2)y=^°"'^gS:tN
7 х -5 Х " 8



(2,Y-3)'. fV+l
' 4)y = - iog  ̂(2л -  3);

5 ) ^ ( ^ ( 7 л  + 4) ) ^ ;  - . ^ - 7 r V L r y
(л + 3)'

B-H) l)y -  ^5 + 4л -  л^ -  — ; 2)y-c(g''4x-arcsmVx;
(л + 1)

3)у 4)у л -  4c(g(2x +5);Зл — 4л + 2 Мл+4
v%7.v-^ _ ( л  + 1)^(л-3)*3)y^(logJ^ + 4 ) ) ^ ';  6^

B '12) t ) y  = {/(x_?)3 +

3 .'.-2 )

4л^ + З л -5  ̂ 2)у = соз^4л-йлсс^1л

3)у  ̂ 4)у -  ^ -̂-*4 - arccos(3^ -  3)?(Зл + 5)

5)у = (агссоз5л)^Ч

В .1 3 ) ,)^

л + 8
V7T7(x-3)'

(л + 2)'
8

3)_у =

(л -1)^ 6л  ̂ + Зл -  7
л -6

 ̂ 2)у = 3^' - arcsin 7л^;

(Зл-5)1Г'4)У
л + б

соз(7л+2)^ ,

5)у = (1п(л + 7))"-^;б)у^ л + 7(л —3)' 
11+ 2) ^ "

1)^ -  ^5л^ -  2л -1  ч-----—if   ̂ 2)у -  sin  ̂7л - йгсс^Зл^ ^
(л -5 )

^  5 л + 4 л  — 2 . ^бл + З3)у = —..  .,. -   ̂ 4)_+ = _- ^g(4л + 7) ^

5))' = (sm4.x) -'1б)у =

В '*3)])^=,^(д-§)'

6 л -5  
(л + 3)^(л -2)^

(л + 1)'

}+Зл-4л*
.; 2)^ = ^ '" ' . ^ 6;

^  _ 1 зл^ - л + 1 . ^  fjTTp
3)у -  — 4)у = 1 ---- -^ ( З л '- 4 л  + 1);

3)^ = (е^2х')="'"; 6) t)y = < ^-^V (7+  +
Л - 4 ) '
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В.16) ------Z—-.; 2 )у-соз'л-агссоз4л
(*-5)"

3)7 = (л-5)^ 

5)у-(агссозл)^'7б)у

4)y = J ^ ^ M 2 x '- 3 ) ^v4x+l
^(л + 3)* (л -  1)

(л + 2)̂

В. 17) ny  = ^ л '  + 2л -1  + — ^  ) 3)y -  rgV^ - arcc;g3x'
( л - 2)

3)y = , .̂....4)y = —- loĝ (Ŷ  + л + 4)>
j F i 5.Y Л  Чл-1

5)y = (cos(Y + 2))^'4 6)y

ВД8) ^ ^ ^ Г ^  +

*\/л^+2л —3
(л + 3)^(л-4)'

(2л̂  + 4л-1)^
.; 2)y = ^"л - arcsm4x^;

' )2л + 1, . - 3,-3)y = ^ ^ ,  4)y= - ---- -log ,(Y -3x  )^
\Zjc4-5 1

3)у = (1п(Зл-4))-^; 6)y =

В .1 9 ) ^  = ^ ^ з ) '

_ Vx^S(Y + 2)'
( л - 1)'

2л -З л  + 1
2)y = 4  ̂ -1п^(л + 2);

3)7 = ' 4)y ^ J ^ r 4  ^ з (3 л ^  + 2л ) ;v7x + 4

5)y = (атссоз(л + 2))^^  ̂  ̂ 6)y = 

B.20) = ^/4%̂ -  Зл -  4

т/л + 1(л — 3)̂
....

(л -3 ) '
; 2)y = c/g3% - атссожЗл̂  ^

3)y (*.. 4)" ; 4)y = i I g ( 7 ^  -  )0) ̂
ягсс^л 2л + 1

3)y=0og,(6x+3))""^; б)у = ( ^ ± З Ж 2 7
*v л̂  + Зл — 1

В.2 1) [) ^ у Зл 7л ' -  3  ̂ 2)у = sin^ Зл - я гс^ 2л^;
(л+*2)

))7- (2л-5)^
,

 ̂ 4)у = -йгс^(5л ч 1) г
л + 4



5)4 = (sin(7x + 4) )^ '^  3(x + 7)
'(.-4У

B.22) )̂ y = (̂jy + 4)''
2x" -  3x + 7 i 2)y = /g22x-arcsinx^;

3)3
2x + 3(2x + 4)'

5)4 = (rg (4x-3 ))^^4  6)y

^ - ^ ) l )4 = V3x^-x + 5

2з*-5
4)4 = 3 i4 ^ ig (4 x  + 7);

# - 2)'
(% + 1)^(л-6)*

(x -5 ) '
4 2)4 = rg^2x-cos7x^i

3)4 = 4)4 = 3 2 x - 5 x̂ rcig(3x + 2)
(3 x -2 ) ' ^  ^2x + 5

(x + 7"(x -3 )'5)4 = (1п(7х + 4 ) Г ;  б )у -
Vx̂  + 3% -1

B-24)t)y = 4 x-l) ' +
2x' -  4x + 7

i 2)4 -  sin ̂  3x - n/'C^Vx ?

= (2? D  + 4)  ̂ ' ^ +')

5)4 = (Ь (7х-3)Г ^ '1  6)4

B.25) -  J (J^ 4 y
(л-3)'

^  ; 2)4 -  x - nrnig7x  ̂i
3x  ̂-5 x  +!

3)4 =
./Я3л'

-7зх'-"Х + 4
 ̂ 4)y x ' - l

X"+l aicsm 2x

5)4 = lg (4 x -3 )r-^ ';  6)y i/(x + 2)"
( х - 1)"(*-ЗУ

R 26)i)4
(x + 2)

Y- V s-5 x  + 2x'  ̂ 2)4 = c^g — -arccosx^i

3)4 (3x + i) ' - x -1, 4)4 -  9 -4— +  2) i 
x + i

5)4 = (bg4(2x + 3 ) ) ^ ^
-
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В.27) i ) y - ------ ^ ------ + 1  2)_y = i ^ 2x-arccos2^

. b % - 4
3)4 ^ r 4)y -  . h r —r  " Ricsm(% + 1) .

А - - 5 л - 2  V7x + 4

5)y = (tog, (2^ + S))""'^; 6)y = .... ^  '*' -

В .28) i)y = + ^ ( 2̂ - 3x + l)  ̂ h 2)y 2^ '  -йгсс^Зх^;
% -  4

,, J x ^ " 3 x - 7  . .. j7.y-4 . , 2  -
e"-* V7x + 4

5)^ ^ (log,(3x4 2))— '̂ ; 6)4 = ^  + 4)'(^.г_2Г

B .'29)i)y  4

3)y

(x-7)3
^(Зл^- x  + l)^  ̂ 2)4 = 5"" - arccos 2x^;

— .......  ̂ 4)4 = L- ' - . arccos4x
4 х ' + 7 л - 5  Ц х ' - З

5)4^(lg(8x + 3))^h 6)y ^ 1?
(x + 2)\x-5)^

B-30) 1)у==5/(х42)'
3 x - 2 x  + 2

; 2)4 = 2-4n'(x + 3);

3)y = ^ , h 7  4)y = +3J,);
\ 2 л  + 1

5)y-(sin(x + 3))^h 6)4 ^ (x ^ 2 7 (x + 5)' 
( x - 7 ) '

З а д а н и е  № 4 .
Найти у' и 4"

В .1) а) х̂  +x^h +4 = 4 б)

В.2) а) 4^ (* -у ) б)
л + 4

x = V7- 
4 = ^ '  
1

 ̂+ 2 ^
1



В.З) а) у З ^  + inZ б) j x - a

В.4)а) y = б) f*-2cos2;.
[y=3sin^

В.5) а) х У  +^ = 5у б) f*-6cos^?.
[y-2sin^;

. В.6) а) ду ^ ^  б) + з) со. (.
7  = зВ

B.7)a)siny = 7x + 3j ' 6)f***' '^;
7  = 7

в .8)а)  Зу = 7 + Ау= б) j^  = 3sm7 .
[,y-3cos^

B.9)a),nj,_Z=,'7 6 ) 6  = 3('-sm '').
X [y = 3(l"COSf)

В .10) a)j^y = 3̂  + 5y 6) ^
2;

у =
i + ; ' ;

B . t l ) a ) ^ + y '  = 5 j , 6 ) i *  = 3c°s';.
[ĵ  = 3sin^?

B1 2 ) a ) y ^ g ^ . g ' )  7  = .rcsin7 .
7  = h ;

B.13)a) у = .- '+ 4л б) 7  = агссма
b  = V )77

fx = 6/" -4  .В.14) a) 37 = ^ + r̂c/gy 6) 

B,15)a);gy = 4 y -5 x 6 )

y - 3 r
^ =
y = e

B.16)a) 4sm'(^ + y ) ^ ^ 6) j * = y -
[y = ;-ln?

B.17) a) ^ - 6  = c .sy 6) f* = sm2; .
[y=cos^/
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В .18)а)/ '  = 2 3 ^ -4 6 )4  = ̂ ° ^ ;
[у = 4 sin?

B.19)a)y3 + x'=siny6) ;
[y = ? + lrt?.

B.20)a) ^  + Д  = 7?б ) ^  = 3 (sin^^o .< );
(y = 3(cos? + ?sin?)

/ 76.21)4 ) 4 .+ z l  = i6) f* = <M3P ;
H......3 7 ) /  = 1в(1+^)

В . 2 2 ) а ) / - ^ с , / б ) 4  = ^ ;
[ /  = !п;

B.23)a) ,m/  = + 5 6) 4  = ;
У  = т/7-)

f 1
B.24)a)sin'(3^ + y ') -5 6 )^ * "^  + l :

. ^ ( т п
В.25) a) ^rc^gy = 4д + 5y 6) -  ^  + 2f

[y = 5^ -3r'

B.26) a) i l  + 2!l = i6) 
3 3 ; + l > 

У

B.27) a) Зд + sin у -  3y 6) д -  e
у = e

B.28) а) с^^(д + у) = Здб) } д in^

у =

В.29) а) -  у̂  ^ 4д 5 б ) { д = arcsm ?
[у =

В.30) а) у = д + 1пуб)
у̂ = ;

Задание №5.
Для данной функции у и аргумента хо вычислить у"(.^) 

В.1)у-(5д--4)^,До-2 } В.16)у  = 1п(1 + д),До=2



В .2) у -  % gin х, X. = — 
' 2

В.З) у = 1п(1 + х),х^ -  2

В.4) у - cog д  ̂ ^
2

В.5) у  = у COS 2х, = 2L .
12

В.6) у = ln(x^ -4),Xg =3 

В .7 )у  = _х^1пх,Х,,"1 

В .8) у ^ in ^ V

В.9) y-coS^X,X( "^-
4

B .10 )y^g in2x ,x„= ?r 
В .П ) у = й7Х'̂ Х,Х̂  =1
В 171 -2 л*о . iz, ; у = slur л,%о ^ у

В43) у = 1п(2 + х̂ ),Хо =9

В.14) у - 1 ^ \ х ^ 0  
2

В. 15) у ;= g'* gin 2х, Хц * О

B.17)y=ystnxXo=2l.

B.18)y  = xarccos.x,Xo = Vs
2

В. 19) у = sin(x*' +TT),%Q = л/я' 
В.20) у -  = 2
В.21) у = 2''\.Хо =1

В.22) у -  + ц in(x + 1),

В.23) у = (7 х -4 ) ',х .-1  

В *24) y^%stn2x,Xo= —

B .2 5 )y  = g"*cosX,Xo=0
B.26) y = (4x-3)^Xo=l 
B.27) y = (2x + l)',x. =1 
B.28) у = in̂  x, x,, =i 
B.29) у -  g'̂ ' cos X, X(, = о 
B.30) y = (2 x -3 f,x .= 3

Задание №6.
Записать формулу для производной n-ro порядка указанной 
функции.

В.1) y = in -^ L ;B .2 ) y = Vx + 7;B .3) у = з ';В .4 ) у = J L . ;

В.З) у = 1п(3х -1) ^

В.6) y = cos3x;B.7) y = g-^;B.8) y ^ i ;B .9 )  y = ^ L .;B .1 0 ) y = x ^
x x-3

B .ll)  у = ^ ..; B.12) у = ln(4 + x ); B.13) у = 7 ^  В. 14) у ;
*+з * ' ' - yy

В. 15) у = —1—  ̂В. 16) у = in(3 + х)з В. 17) у =  ̂В.18) у = cosx ^
1 + X

В.19) J, = z-;B.20) y = v = h(3^-5);B .22) у = - Л . ;
Х+5 ^ Х-7

50



1В.23Уу = л ^ ';В .2 4 ) у = sm х ; В.25)
х + 5

;B .26)y- in (5  + x^)l

В.27) у = Ь х ;В .2 8 )у  = ^ ;В .2 9 )  у = ю д В В О )у  = ^ ' .

Задание №7.
БД ) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 
у -  х̂  + 2х -  2 в точке с абсциссой хо-1.

В.2) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 
у =  1п(х̂  -  4х +  4) В  точке Х(гД
В.З) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 
у = х' -  Зх' + 9х - 1 в точке М(1 ;6).

В.4) Выяснить, в какой точке кривой у = 3L^^L-7ir + 9 каса-
3 2

тельная составляет с осью ОХ угол -  —.

В.5) Выяснить, в какой точке кривой у = 3L -  7^ + 5 касательная
4

параллельна прямой у = 2х + 5 .
В.6) Найти точку на кривой у = -х^ + 7х +16, касательная в кото­
рой параллельна прямой у = Зх + 4 .
В.7) Найти точку на кривой у = 5х̂  - 4х + 1, касательная в кото­
рой перпендикулярна к прямой х + 6у +15 = 0 .

В.8) Найти точку на кривой у = 2L - 7 , касательная в которой
4

параллельна прямой у = 8д -  4 .
В.9) Записать уравнение касательной к кривой у -  х̂  -  6х + 2 в 
точке с абсциссой х - 2 .
В. 10) Записать уравнение касательной к кривой у = 4%Дл в точ­

ке с абсциссой х -  2-.
9

В.11) Найти точку на кривой у = Зх̂  -  5х - 11, касательная в ко­
торой параллельна прямой х -  у +10 = 0 - ^
В. 12) Вьыснить, в какой точке кривой у-4х^-10х + 13 каса­
тельная параллельна прямой у = бх -  7 -
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В. 13) Найти точку на кривой у = 5.г  -  4л- +1, касательная в кото­
рой перпендикулярна к прямой Л- + бу + 15-0- 
В.14) Выяснить, в каких точках кривой у - $ т 2х касательная

составляет с осью ОХ угол X , . -
4

В. 15) Записать уравнение нормали к кривой у = з/у2.х +1 в точке
с абсциссой х = ^ .

2
В. 16) Выяснить, в какой точке кривой у 7 И -  5% + 4 касатель­
ная перпендикулярна к прямой 23у+х-1-0.
В. 17) Найти точку на кривой у = -Зх" + 4.x.+ 7 , касательная в ко­
торой перпендикулярна к прямой .х -  20у + 5 = 0 - 
В. 18) Записать уравнение нормали к кривой у = в точке с

абсциссой д = JX *
20

В. 19) Найти точки на кривой у ^ 2^ ̂  221 + 20х -  7  ̂ в которых ка-
3 2

сательные параллельны оси ОХ.
В.20) Записать уравнение касательной к кривой y = 4sin6x в 
точке с абсциссой д -  2L .

В.21) Выяснить, в какой точке кривой у = 2И -1 касательная
составляет с осью ОХ угол X .

3
В.22) Записать уравнение касательной к кривой у = 21 ^ д + $ в

4
точке с абсциссой х=4.
В.23) Записать уравнение касательной к кривой у = И - 7л + 3 в 
точке с абсциссой х=3.
В.24) Записать уравнение нормали к линии у = 0.x г 4 в точке с 
абсциссой х--3.
В.25) Записать уравнение нормали к кривой у = ^ -1 6 х  + 7 в 
точке е абсциссой х=1.
В.26) Записать уравнение нормали к кривой
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У ^27л +60 в точке с абсциссой х - 2 .
4

В.27) Записать уравнение касательной к линии у = 4 в точ­
ке с абсциссой х - 8.
В.28) Записать уравнение нормали к кривой 
у = И-5х^ + 7л-2 в т о ч к е ( 1;1).

В.29) Записать уравнение касательной к кривой у +
2 2

в точке с абсциссой х=3.
В,30) Определить угловой коэффициент касательной к кривой 
И -  + лу -  И = 0 в точке (3 ;2).

Задание № 8.
Найти указанные пределы, используя правило Лопиталя,

В.4) а) Нт---" - б) НтИ
-  sin л

В-5) a) б) iim

л*
В.6) a) % б) lim(tti%)2

-̂ 0 ж

В .7 ) а ) ^ _ Ё 1 .б ) н т + "
,.д  <g5.T " *°

B.S) a) ^ б) ) и п ( ^ Г  '

В.9) а) ^ — -   —  б) Нт(с%2лф"*
-лг
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B .]0) a ) , j M l z ^ 6)ii,n(i + ^

В . П ) а ) н п , к ^ М б ) ц ^ + 3
cos 3x X

6

B .12) a )  Hm 6) l i m ( c o s ' 

B.13) a) —----- - 6) lim(sinx)^
ĝx -г л

B.14)a) —̂L б) Нт(1п2л)!пл
cos x -1

B.15) a) , i m - ^ - ^ - -  
ln(l + 2x)

B.16) a) lim—   6) lim(x-l)W2(̂ i))<^sm2x

B .17 )a) 6) lim (l-x)^Y
x ''-и

B .) 8) a) j h . ^  + 7) 6) ^ . , 2 x ) 7  

B.19) а) н щ 2 5& + ^2  6) , 4
-^cos3x-e*' Y J

B.20)a) 6) + *
sin" 2% ^ 4 x ^ - 2

B.21)a) H m ^ g i  6)
"'"̂2

B.22) a) lim ^ILE^ 6) ц 4
X ^ 0̂ cos2xj

B.23) a) lim 6) lim(e' +x)^ 

В.24)а) 6)
л̂ о 4 y -  gin % 7̂ <4 я*

B.25) а) н,^ j 4 z L  6)
,^-i 2 sin" x -1
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В.26) а) Ш и б )
- ^ 7 2  + ж+ж ^

В . 2 7 ) а ) ^ ^ П ^ б )  HmL яж
->о5--5<? 4

В.28) а) * - )б )
^Шж-1 1пж/ *"*°°

В.29) а) jim(l -  ж)^ ̂  б) iim(l + sin" ж}х̂

В.30) а) Нт(1 -  cos ж) - с^ж б) Hm(ln(x + е)ф 

Задание №9.
Провести полное исследование указанных функций и постро­
ить их графики.

' В.16)
ж —x + i. 
(ж- 2)'

В .1) у ^

В.2) ,=
ж + 1

В.З) у = ж-!п(1 + ж̂ ) 
В.4) у -  in(%̂ + 1)

В.5) v = ^  + ^4

В.6) у
ж̂ + i 

5ж
4- ж'"

В 7 ) ^  = У 41 -  Ж

B.8) ^  = X i i
Ж

В.9) у = ж In ж 
В.10) у 2ж-1

В.11) у
( * - 1Г

ж̂
4ж^-1

1Т!ЖВ. 12) у -  л Т
X

В.13) л +tу
(* - 1У

В. 17) 

В. 18)
^ 9 -х  

__ж^-ж-1 
^ ж ^-2ж

В.19) =
Vx

В.20) у - а ^
В.21) у = ж ^-21пж

В.22)у ж
П211
е^+1В.23) у =____

В.24) у =

В.25) у -  (ж -  1)е̂  

В.26) ,  = - Д -

В.27)

В .2 8 )^  = 1 ^ ( , - 5 )
3
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ВД4) у - 4*"л'-4
У

В.15) л*- 2^ + 2
% -  1

В.29)
1-Х

В.ЗО) y ^ ^ L  
3-х"

Задание №10.
В.1) Закон движения материальной точки В

3 2
какой момент времени её скорость будет равна 42м/с?
В.2) По оси ОХ движутся две материальные точки, законы 
движения которых х = - ;  + 6 и х -  4Г +18.. С какой скоростью
удаляются эти точки друг от друга в момент встречи?
В.З) Материальная точка движется по гиперболе ху^20 так, 
что её абсцисса равномерно возрастает со скоростью 1м/с. С 
какой скоростью изменяется её ордината, когда точка прохо­
дит положение (4.5)?
В.4) По оси ОХ движутся две материальные точки, законы 
движения которых х = 5?^+2; + 6 и х = 4?М-3; + 18. С какой ско­
ростью удаляются эти точки друг от друга в момент встречи? 
В.5) В какой точке кривой у̂  ^1бх ордината возрастает в че­
тыре раза быстрее, чем абсцисса?
В.6) Закон движения материальной точки У = 3̂  + 2 . Найти 
скорость её движения в момент времени Н=2с.
В.7) Тело движется по прямой ОХ по закону

 ̂= 1 у + ю; - 16- Определить скорость и ускорение движе-
3 2

ния тела. В какие моменты времени оно меняет направление 
движения?
В.8) Траектория движения тела -  кубическая парабола 12у=х^. 
В каких её точках скорости возрастания абсциссы и ординаты 
одинаковые?

В.9) Материальная точка движется по гиперболе ху=Т2 так, что 
её абсцисса х равномерно возрастает со скоростью 1м/с. С ка­
кой скоростью изменяется ордината точки, когда она проходит 
положение (6.2)?

56



В. 10) По оси ОХ движутся две материальные точки, законы 
движения которых % = 4 г - 7  и д- = 3г - 4  ̂+ 38. С какой скоро­
стью эти точки удаляются друг от друга в момент встречи?
В. 11) Закон движения материальной точки 3 = 4gM 0 + Х Х §.

Найти её скорость в момент времени ? = X с.
2

В. 12) Закон движения материальной точки д = -  ^ + 4;̂  чб.
Найти скорость её движения в момент времени t - 2c.
В. 13) Закон движения материальной точки 3 = X__ з̂  + 7 - Н ка-

кой момент времени скорость её движения будет равна 2м/с.
В. 14) Закон движения материальной точки у ^ -3cosf -  + -^1 +10 -

И  12)
Найти её скорость в момент времени ; =Хс.

3
В. 15) Зависимость между массой х кг, вещества, получаемого в 
некоторой химической реакции, и временем t выражается
уравнением .̂  = 7(1- е*"')- Определить скорость реакции в слу­
чае, когда t=0c.
В. 16) По оси ОХ движутся две материальные точки, законы
движения которых и л = ?М2^+5?-8 .  В какой

3
момент времени их скорости окажутся равными?
В. 17) Закон движения материальной точки 3 -  ̂  р __ 2? + 7 - Най-

3
ти скорость её движения в момент времени t=4c.
В. 18) По оси ОХ движутся две материальные точки, законы 
движения которых л = 3^  -  8 и д = 2Д + 5; + 6 . С какой скоростью 
удаляются эти точки друг от друга в момент встречи?
В. 19) В какой точке параболы X  = ордината возрастает 
вдвое быстрее чем абсцисса?
В.20) В какой точке параболы Х ^ Юд абсцисса возрастает в 
пять раз быстрее, чем ордината?
В.21) Материальная точка движется прямолинейно так, что 
X = бх, где v-скорость; х-пройденный путь. Определить уско­
рение движения точки в момент, когда скорость равна б м/с.
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В.22) Закон движения материальной точки $ ^ 4cos — + — + 6 - 
И  4 )

Найти скорость её движения в момент времени с.
В.23) В какой точке параболы ордината возрастает
вдвое быстрее, чем абсцисса?
В.24) Закон движения материальной точки з* = Н -  зН + 2; -  4. 
Найти скорость движения точки в момент времени t-2c.
В.25) Закон движения материальной точки У = 2Т -  бТ -38. 
Найти скорость её движения в момент времени t-2c.
В.26) Закон движения материальной точки по прямой задан
формулой у д- -з(д + j§ . В какой момент времени ско­

рость точки будет равна нулю?
В.27) В какой точке параболы ^ 9у абсцисса возрастает 
вдвое быстрее, чем ордината?
В.28) Закон движения материальной точки у = 4Т -  2/ +11. В ка­
кой момент времени её скорость будет равна 190 м/с?
В.29) По оси ОХ движутся две материальные точки, законы 
движения которых jc = 2Т -  2Т + -  7 и ^ д ^  + $4; + 4 . В ка­

кой момент времени их скорости будут равными?
В.30) Точка движется по прямой ОХ по закону л ^ - 9^  + 34;. 
Определить скорость и ускорение движения.

Задание №11.
С помощью дифференциала приближенно вычислить. 
В.1)1)^;2)(2.01)3+(2.01)'
В.2) ; 2)(3,03)'

В.4) ; 2)(з,07)'
В.5) 2)an^gT05
В-6) l)cosl51°; 2)(3.02)'+(3.02)' 
В.7) i)igli; 2)in^46°
В.8) l)lg9.5; 2)4"

3 2
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В.9) l)arc;gV32; 2)lgl.5 
ВДО) l)sm 3 r; 2)Vl5 
Б Д ! )  l^crgV TI; 2)/g59° 
В Д 2) l)c%29°; 2)sin29°
В Д З) i)ig io i; 2)VL2

B.14) 1H/27J; 2)
1 (2 .0 7 7 )4  3

В Д 5) i ) V n ; 2)Vt02 
ВД 6)1)'У1025 ; 2)^640 
В Д 7) i ) ^ g 0 .9 s ;  2)Vi30 
ВД8) i)^c/gi.03; 2)igU)2 
ВД9) 1)2^; 2) sin 93°
B.20) 1)cos59°; 2)V&76 
B.21) 1)^26.19; 2)^34 
B.22) „ ......2.9 . 2W!5.S

B.23) 1)^200 ; 2)arc^0.95 
B.24) l)^ g V 0 9 7 ; 2)logJ.9  
B.25) i)^7^/gVi.02; 2)ig0.9 
В .26) 1)7Ш ; 2)Mi.oi 
B.27) i)Vi7; 2)ini.02 
B.28) l)arc^g*1.02; 2)cos58° 
B.29) l);g61°; 2)(4.01)^ 
B.30) l ) ^ g l .0 4 ;  2)ig62°



Решение типового варианта аттестационной 
работы но теме: «Производная и её приложение».
Задание №1.
а)

б)

3.1-'-7.1-6 ^  3)(л + у) 3(.г+) 3̂  + 2 э-з + 2 Пimi—;....... -— = hm .......  - nm   ̂ -  hm........ =  —  -  —
^ 2 л '- 7 л  + 3 У -->3^ ^-n2.x-i 2-3-1 52 (л -3 )(л --) 

2%' -  7л +1
2 л '-7 л  + 1 ..iim —---- ^ !un -...........+ - ^
л + 4+ -  3 л + 4л* -  3

i- У Y^ Ŷ 0- 0+0 Imi -+- + =......  —
'" ^ i+ . l - J L  i+o-o

Л  Л

= 0

в)  8л' + 4 л -5imi — —- -  hm

8л + 4 л -5

4 л ' - З л + 2  3x + 2

4 5
,- 8 + 0-0 ^inn--- = . — = 2

, 3 2  4 -0  + 04---1——

 ̂ 8л' + л ' -  7
+ ) , ,  8 + ' + F - 7  ,. \-T!;т -—-— ...—  = [im

18 +
-  iim---- 4—Л_ : + 0 - 0

2+' -5+  + 3 2 + '-5+  + 3 -'—-+̂  2 ^ 5  ̂ 3 0 - 0  + 0
л' -t" л' л'

Последнее равенство понимается в предельном смысле, т.е. *
8 8— = hm  ̂ =: ю

" ч +
Y Y Л

л) __  _
У2--л -гУл + 6 .. (У2-л - Ул + 6)(У231л i-\','.*i6) 2-л-(л + 6)

- ^  .+ -  х -  6 (л -  3)(л + 2)(У 2 -  л + Ул ч- 6) ^ З)(д- + 2)(Д2 -  л + Ух+ 6)

- Н т -
-2л-4 -2(л + 2)

(л - 3)(л ч- 2)(У 2 - л ч- УУ+6) (д- - 3)(д- + 2)(У2-л + Ух+ 6)
^  2___ _______ 2  ̂ ^

' (X - 3)(УУЗУ + УУ+"б) "" - 5(У4 + У4) ' 4 - 3 О)
.. ^дЗл-$1пЗле; hm ... ......  ̂ —

2л'
При нахождении этого предела будем использовать первый за­

мечательный предел hm  ̂= 1 ^

!im
1 .-^о

^3x-sin3x
22л

sin Зх sin ЗУ
T i m ^ -----

2л' .—о 2л' -lim sin3.Y(l-cos3+)
2л -созЗл
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tim
,v*H)

ж)

. <̂ дЗл -- sin Зл
*>° 2л '

О
О

= lim

sin3n
созЗл

-  sin Зл

2л'

sin 3xj 
= iim------

1
созЗл
2л'

sin Зл(1 -  cos Зл) inn —
2% - cos Зл

sin3^-3sin' — 
2

-ЗУ*2-Зл. .cos3.Y 
2

9 ,. sin Зл— = iim—....
2 Зл

-lim -lim— -— 
cos Зл

2

З л 9  9-lim sin ^ --  = l-l-l-0--=0 
л̂ о 2 2 2

Мн(— l
'"Ал- U у !

.Y-4 x-i-3--x+lY^ ,, C 4 ^dim 1+.^4 л !
-liml+

л-1

и м ,и  '* ' 'л -L
- с ""IT.-У

7
Мы. воспользовались при нахождении этого предела вторым за­
мечательным пределом, точнее его обобщением:

lim 1т-—— 
(р(.л)

но

Задание №2.
Исследовать функцию на непрерывность и построить её гра­

фик;
- л , л < 0  
л ' , 0 < л < 2  
л +1, л л* 2

Эта функция определена и непрерывна на интервалах 
(-ос;0),(0;2),(2;+оо),на которых она задана непрерывными элемен­
тарными функциями.
Поэтому разрыв возможен лишь в точках х ; =0 и Xi"2.
Для точки х ,-0  имеем: Пт/(л) -  Нш(-л) -  0 -

,/'(0) = 0;И т/(л ) = Нтл '^ 0  '.V->+0 ' А'-Ш-О
Следовательно, в точке х^-0 функция непрерывна, 

точки х^^2 находим:

61



lim = = 4;!im Д(x)"Hпl(x+^) - 3 ; / ( 2 ) - 4
. э 2 . . - 0  . r - > 2 ' 0  Y.?3vU

Следовательно, функция /(%) в точке имеет разрыв перво­
го рода. Схематично график этой функции имеет вид:

б) /'(%) -  2-" ;̂х, = 4,^  = 5

Для точки Xi-4  имеем Нт/(х) = Нт 2^  =2*' =1 

1 , 1

и в точке Х}^4 функция непрерывна.
Для точки xi=5 имеем: pm /(%) = Нт 2^  = 0,т.к

 ̂ д.̂ 3-0 X " 5
t

iim/(Д  -  НН1_2^  ̂=,+G0. в  точке х?-5 /(х) не определена. Точка

х?^5-точка разрыва второго рода. Схематично график функции 
выглядит так:
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З а д а н и е  № 3 .
Продифференцировать данные функции.
1 )  у , Д Н И  -3 .Y  + 3 -----:L

Н - 1)'

у -(7%^ -3%у 5)̂  -5(х-1)"^
1 -1

-3% + 5) Н14х-3) + 15(л-1) 14л-3 15
5^(7 л- Зл.г5)"'' (-v-l)'

2) у -  sin ̂  2%' cos 8%̂.
у' -  (sin' 2%)'cos8.H +sin^ 2%(cos8%̂ )' = 3sin.  ̂2%-cos 2%- 2 - cos8%" -sin^ 2%- 
-stn H r ' ' 40%' -  6 s in̂  2% - cos 2% - cos 8%̂ -  40%'' - sin*' 2% - sin 8И .
3 )  y-ig(.x + 2)o).:'CsirtH5%
y' -  (!g(% т 2))'' arc.sin'' 3% т !g(% у 2)(arcsin  ̂3%)' =

1 , 1 
Н + 2) 1иЮ ^

4 )  y^2"''-^rc/g7H

ŷ  = (2^̂  )'nrc7g7%  ̂+ 2"'̂  ( r̂c^g7%^)  ̂-  2"*̂ In2(-3%^)^rc^g7%^ + 2"'̂  — ^— - - 28%"
1 + 49%

5)
^ - r g 3 x

4%̂ -3% + 5

Используем формулу [ ) ^ м'у ум .^, ^

у - ccŝ -3-(4.H-3A + 5)-c"^(S%-3)
3(4x  ̂-  3% + 5) 

(cos"3%)̂
-8% + 3

(4х'-<3.х + 5У (4И-3% + 5У

6) у,, Hg,(3% + 7)
^3%

1 3-3-^3% - log^(3% + 7)
У

,_(3% + 7)lrt2 cos  ̂3%

7 )^  = % -  2 
% + 2

№ 3%

' sin(4%  ̂ -7% у 2)
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v =——  ——..- , . -:stn(4x -7x + 2) + — .cos(4y -7x + 2)-(8x- 7)'
' 8(.x + 2j (л + 2)' "r, t t ' + 2 '

-—-  1 --- ----- sin(4y3 --- 7 у + 2) ч- " - cos(4x" -  7y + 2)(8y -  7) -x + 2j (* + 2)3 t f  + 2
1

*-2wsin(4*3-7_y + 2) x-2 ,- ^ y —y-y— - + Д -уу  ' cos(4*- -  7x + 2)(8x -  7).

8) y = (h(* + 3))^^
Логарифмируя, получим:
In у -  sin V* - ln(ln(y + 3))
Дифференцируем обе части равенства по х:

— - у' = cos V* — i=r - 1п(1п(у + 3)) + sin Vy - ---------
у 2-Дх (х + 3)1п(у+3)

у' = (}п(л' + 3)Г""''' cosVx, ,, , , , ,  StttV*in(in(y + 3)) +

^  + 4)
2V* (у, + 3) !n(y + 3)

( y- t ) ' - ( x  + 3)'

tn ŷ = -  !n(y + 4) -  2in(y - 1) -  5 ln(x + 3)

Д 3 ___2_____$ _
у ^ 5(y + 4) y -1  y + 3

/̂(* + 4)'
(y -1)^ (у + 3)̂  у 5(y + 4) у -  i y + 3

Задание №4.
a) = 4y -  7y . Найдем у' и у". Данная функция у = у(у) задана
неявно -  в виде уравнения, не разрешенным относительно 
функции у. Дифференцируем данное уравнение по х, считая что 
у является функцией х:

4+' 4 16с''
(ёу+7)' Д' '+7 "  (е' +7)-'

б) х -  е cos  ̂ функция задана параметрически. 
y = e'sin7
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Согласно формуле у ^ А . Находим

С -- е' cos / -  eHin ̂  = е' (cos Г -  sin i) 
,)F = sin ̂  cos ̂  = е' (sm ? + cos 

sin i +- cos f
Ух

(XX-

cos ? -  sin f

„ (cos 1 -  sin ?)(cos 1 -  sin -  (sin i + cos ?)(- sin l -  cosi) 
(cosi-sm p"

cos'' / - 2cosi -sini л sin  ̂i + sin  ̂i + 2sin^ - cos / + cosH _
e'(cos? -sin/X

Задание №5.
.F .Ж ! C/'Cfgr, ;v„ 1, 1-1.Г;) -  ?

1
C{cos^ -  sin /) 

2
e'(cosi-sin^)^

/  ]  ̂ * /  i 2o-- f 1 2(i + ̂ ")' -2^Д(И-г')-2%
t i  Д'"'  ̂ (i t' A'" )*' *  ̂(i I- Л*') ' J (!-ЬДГ')^

2(! ) .v ') - .S,' ' _ 2 i<2,C < 8,C _ 2 -"6 ,r'

" ........... ( !  i ' A ' Y  ' " "  ( i t  A ' ) ' ..............  ' { !  - A' ) '  '

2  ̂ 8 2
Задание №6.

y(">

Задание №7.
Записать уравнение касательной и нормали к кривой в указан­
ной точке.
у — Н -  2.И + 4лг — 7 М(2^ 1)
Уравнение касательной к кривой у = /(д) в точке М(хо;уо) имеет 
вид:
г-Уо =у3^о)Н-х.)
! i айдем /  = з%' -  4й; + 4. ^  = 2, у. = 1; у'(2) ^ 1 2 -8 л 4 ^ 8  
У (жвнение касательной: у -1  -  8(х -  2) => у = 8х -15,
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8 х -у -!5  = 0;^ :=8;Ад =

Уравнение нормали; - 1  (х -  2), или х + 8у -10 = О

Задание №8.
Найти пределы, используя правило Лопиталя.

1

2 sin х + х 1 О
lim- -  .х)' lim cos ' л О

(2 sin х + л)' л-->о 2 cos л -г 1 3

б) lim! — , lim— = w, limigx = О

Имеем неопределенность oô . Принимая во внимание тождест­
во;

(д н Г ''
Г i Y"" <К'и-lim — -  Пте = е *̂° ^у ; у ->о

Найдем
1 ̂ In— л \ in -  XI

lim^g*xln— -  (0-оо) = l im— = — = lim-— -  lim
v->o х 1 i со 1 *->o

x*y sin^x -  lim.........
x

= lim - lim sin x - 1 - 0 ^ 0.t-̂ o x
Таким образом,

/ , \^
lim} -  = e" = 1

Задание №9.
Провести полное исследование функции и построить её график:

х̂  -  Зх + 2
Г =------- г—х +1
Р(у) ^ (-w;-l) и  (-1;+оо)
,. х — Зх + 2 х — Зх + 2am. ....... .....— = -ао hm -— —  = -ж

.V-> <. х+1 -Y -'-t-O  X + i

x̂  -  Зх-r 2 -  x* -  3x+ 2lim — —— -  +oo lim ...........= +oc
x + 1 X + i
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Находим
' (2л-3)(х + 1 )-(х ^ -З л  + 2)-1 _ 2x' + 2 x - 3 x - 3 - x '+ 3 x - 2  __ х  ̂+ 2 х -5

(х + 1)̂  (х + 1)̂  (х + 1)̂к

Находим критические точки, где у' -  0 => х̂  + 2х -  3 -  О
А:, = -1 + Тб;х  ̂ - -1 -Т б
определим знаки у' на интервалах
(—со;--1 -—Тб),(—1; —Тб; — 1), (—li —1 + Тб), (—1")- л/б;+°с)
у'(-5) > 0,т'Н"2) < (),у'(0) < (),у'(3) > О
В точке х .; .. { Тб произиодиая у' меняет знак с + на Следова-

бТб+12тельно, - точка max. И д--р-7б)
Тб до

В ч'очке х = -1 + Тб производная у' меняет знак с - на +. Следова­

тельно, х = -1 + Тб - точка min. И /*(-i + Тб) = ^ -од
Тб

Функция /'(,у) возрастает на промежутках 
(Доо;-1 -  Тб],С1 + Тб;+со) и убывает на промежутках
1-1-Тб;-1),(--1;-1 + Тб].
Определим интервалы выпуклости, вогнутости, точки перегиба 

графика функции.
„ (2х + 2)(х + 1Т -  (л  ̂+ 2х -  3)2(х + 1) (2х + 2)(х + 1)-2(х^ + 2 х -5 )  ^

(х+Ц^ "  (л + 1)'
2х +2х+2х + 2 "2 х  — 4л+ 10 12

Тг"+1? "" (х+ i f
Определим знаки у" на интервалах (-ю;-1),(-1;+оо).
у" < 0 в интервале (-оо;-1), следовательно, в этом интервале гра­
фик функции выпуклый. В интервале (-1 ;+со),у">0, следователь­
но, график функции вогнутый.
Точек перегиба нет.
Определим точки пересечение графика функции с координат­
ными осями: у=0

"2+-'-2 = д = 2; (1 ;0), (2;0) -  точки пересечения графи-
х + 1

tot с осью ОХ.
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Если х-0, у=2, т.е. (0;2) - точка пересечения графика с осью OY. 
Выясним существование асимптот.

2 ак как Щи ^ ^   ̂ "" ^ ^-оо И lim = +оо э
. ^ i ^ O  х + 1 Л + 1

то х=-1 является вертикальной асимптотой. Найдем наклонные 
асимптоты.

/(НА -  lim = lim л -З л  + 2
л" + л

, . 1- f И - З л  + 2 ) л'*-Зл + 2 - л ^ " Ло = и т  (у (л) -  Ал) = lim  -.....— -  л -  hm —— — ———— =
,^+яу + 1 J A'-HW л +1

,. — 4 л + 2 .= п т ----------= -4,v-+±w л +1

Таким образом, у=х-4 наклонно асимптота.
Схематично график функции выглядит следующим образом.

Задание №10.
По оси ОХ движутся две материальные точки, законы движе­

ния которых
л ^ i р -  7? +16 и л̂  = Е + 2Е + 5; --8. В какой момент времени их
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скорости окажутся равными?
! [аходим скорости обеих точек:
х( -  4 f  -  7, х̂  = 3^ + + 5 х[ = х ^  4f'  -  7 ^ ЗС + 4̂  + 3
г' - 4 ; - 1 2  = 0 
/, -  6; ̂  -  -2
л, = -2 не подходит, следовательно 1—6с

Задание №11.
С помощью дифференциала приближенно вычислим:
# 5 ,  cos 6!"
!) Справедлива формула:
/ ( х  + Ах) -  /(х )  + /''(х)Ах -> -Vx + Ах ^ ^/х + ... j— - Ах

3Vx"

34 -̂--- -1 — 4 + ......... ......— 4 +--L й; 4,021
3 ^  346 48

2) cos6!°
i' - ' cos х cos(x -+ Ax) ^ cos x -h (-  sin x)Ax

X 6 0 ° - -  A x = r  = —
3 180

-r /3
o  ̂0!" ^ cos 60° -  sin 6 0 °—  = 0 .5  -  —  CC ^ o.483 

180 2 180
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