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ВОПРОСЫ УЧЕБНОЙ ПРОГРАММЫ (И! СЕМЕСТР)
1. Задачи, приводящие к понятию двойного интеграла.
2. Определение, теоремы существования двойного интеграла. Свойства двойного инте­
грала.
3. Вычисление двойного интеграла в декартовой системе координат.
4. Замена переменных в двойном интеграле. Переход в двойном интеграле от декарто­
вых к полярным координатам.
5. Приложения двойного интеграла - площадь плоской фигуры, объемы тел, ста­
тические моменты и центр тяжести. Момент инерции плоской фигуры. '
6. Тройной интеграл: определение, свойства, вычисление в декартовых координатах.
7. Цилиндрические и сферические координаты. Переход в тройном интеграле от декар­
товых к цилиндрическим и сферическим.координатам.
8. Приложения тройного интеграла — объемы тел, масса тел, центр тяжести.
9. Криволинейный интеграл 1-го рода (КрИ-!): определение, свойства, вычисление, при­
ложения.
10. Криволинейный интеграл 2-го рода (КрИ-!!): определение, свойства, вычисление, 
приложения.
11. КрИ-)! по замкнутому контуру. Формула Грина. Независимость КрИ-t! от формы пути 
интегрирования.
12. Общие понятия числового ряда. Геометрическая прогрессия и гармонический ряд.
13. Основные свойства сходящихся рядов. Необходимый признак сходимости рядов.
14. Признаки сравнения.
15. Признаки Даламбера и Коши.
16. Интегральный признак Коши. Ряд Дирихле.
17. Знакопеременные ряды. Признак Лейбница.
18. Абсолютно и условно сходящиеся ряды.
19. Равномерная сходимость функционального ряда. Признак Вейерштрасса. Свойства 
равномерно сходящихся рядов.
20. Степенные ряды. Теорема Абеля.
21. Свойства степенных рядов
22. Разложение функций и степенный ряд. Ряд Тейлора.
23. Разложение и ряд Тейлора-Макпорена элементарных функций е*, cosx, sinx,
1п(1 +  д ), (1 + х )"
24. Приложение степенных рядов: приближенное вычисление значений функции, при­
ближенное вычисление определенных интегралов, решение дифференциальных урав­
нений с помощью степенных рядов.
25. Тригонометрический ряд Фурье. Коэффициенты Фурье.
26. Сходимость ряда Фурье. Теорема Дирихле.
27. Ряды Фурье для четных и нечетных функций.
28. Разложение в ряд Фурье периодических функций с общим периодом. Разложение в 
ряд Фурье непериодических функций.
29.8иды уравнений математической физики. Метод Фурье. Метод сеток.
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Основные формулы и теоремы

A а  % ( у )  *

*!. j j / (л, J / (л, у ) ф  = j^ - ' j  / (x,y)i% t, где обл. D - правильная и
D  я  % ( х )  с  ул, (у)

[а,Ь] - проекция обл. D на ОХ, и у -  rpi(x) и у -  2̂ (х)- графики функций, ограничивающих 
обл. D на OY,
х = ^i(y) и х = 2̂ (у) -  графики функций, ограничивающие обл. D слева и справа.

2. Двойной интеграл в полярных координатах:
/? Гз(р)

j  / ( г ,%?);-<%-, где [ar,/?] - раствор угла, содержащий обл. О, а
D .  а  ? ; ( у )

г = п((р) г -  Г2((р) -  линии, ограничивающие область D.

3. Площадь плоской фигуры D:

D D

4. Объем цилиндрического тела

D

5. j  / (л ,у ,з )^ з ,гд е
И*) о 33(1) Р'НХ'У)

з = ^ ( л ,у ) ,  з  = 'у ,(л ,у ) - поверхности, ограничивающие обл. V снизу и сверху; 
г  = ^ (л ) ,  у  = ^ ( л )  -линии, ограничивающие снизу и сверху проекцию обл. V на 

пл.ХОУ, [а,Ь], - проекция на ось ОХ проекции обл. V на плоскости XOY.

6.
c i

^ ___/
7. _[/(л,у,з)& -  ^(л(0,у(г),з(0)^л''(г) + у'"(0 + з"(У)^, где

я
[л = л(/)
< X -  у(У) а- < 1 < Д  -  параметрические уравнения кривой АВ.
! з= з (? )

8. [/(л, У, з)б& = [/(Л (Г), у  (г), з(г))л'(г) ,̂ где x=x(t), y^y(t), z-z(t)
^3 O'
< 1 < Д  -  параметрические уравнения кривой АВ.
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/?
9. j^(x,y,z)<56c + Q(x,y,z)^ + A'(x,37,z)<  ̂= j(P(x(f),y(;),z(;))%'(?) +

+ g (x ( /),y (^ ) ,z ( fl)y '( r )  + ^ (x ( f) ,X r ) ,z ( r ) )z '(Y ) )^ .
где x-x(t), y-y(t), z-z(t), or < 1 < Д  -.параметрические уравнения кривой AB.

10, j* r (x ,^ )c &  + g (x ,y )6 fy=  j(Y (x ,^ (x j)  + 0 (х ,^ (х ) )^ (х ) )& - ,
,4B a '

где у  = $?(x), й < x  < A -  уравнение )(ривой AB.

i t  f f  ^ 3P ф  =  + g ^  -  формула Грина

12. ui + U2 + ... +Un + ... = -  ряд
n=î

Sn = m + П2 + ... Un -частичная сумма ряда 
S -  Urn Sn -  сумма ряда.

13. a + aq + aq  ̂+ .... + aq"'i + ... -  геометрическая прогрессия, при )q ] < 1 - r .n . сходится

1 1 1 " ]
14.1 + -  + -  + ... + -- + ...=  -  гармонический ряд расходится

2 3 и tn*f!

15. Если ряд сходится, то Н т и , -  0 -  необходимый признак сходимости ряда.

16. Пусть 0 < M „< v „ :

а) если ряд j r  v„ сходится, то сходится ряд ]Г и „
л=1

б) если ряд расходится, то расходится ряд

17. Пусть > 0  и > 0

Если Н т ^  = Л (0 < Л < + w ), то оба ряда и j ^ v ,  сходятся или расходятся од­

новременно.

18. Пусть б т ^ -  =  Л (м ^>0)

а) если Л <1, то ряд сходится
л - t

б) если Л > 1, то ряд ]F] м„ расходится - признак Дапамбера

5



19. Пусть i i m ^ ,  =  А (м„ >  0)

а) если А < 1, то ряд сходится
ЯД

б) если А > ! ,  то ряд м„ расходится - признак Коши

20. Если интеграл j/(x)t% c сходится, то сходится и ряд , а если интеграл
! " '

расходится, то расходится и ряд , где f(x) -  непрерывная, положитель-
t

пая, монотонно убывающая функция, и щ = f(n) -  интегральный признак Коши.

21. Если члены знакочередующегося ряда ^ ( - 1 ) "  'м„ монотонно убывают по абсолют-
п=!

ной величине и Н т  =  0, то данный ряд сходится, его сумма положительная и не пре­

восходит первого члена -  признак Лейбница. А .'! т

% Ж̂ у"22. +  — + —  +  ... область СХОДИМОСТИ (-со; Too)1! 2! л! н у . /
^  ж' ж' д-$ тж  = х — + — — + .. .+ ( -1 ) " " ' ... область сходимости; (-^^; +w)
3! 5! 7!  ̂ (2 /7-1)! '

COST = Т + i L - т - --------- к . ,  (-со;+00)

2 3 и

( t + ; ) ' = ) + ^ i  + ^  + ... +  -  "  + & (-1;1)
П 2! и!

23. / ( ж )  =  ̂  ^ cos лж + ^Ksin кж - тригонометрический ряд

^  ^  [ ./ (ж) cos m-fTy, ^  = — [ уАж)ж^7ж<Ас - коэффициенты

Фурье.
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Типовые задания
t ZX

1.. Изменить порядок интегрирования ] * / ( х ,у ) ф
- 0 у

2. Вычислить J j(x  + 2 ^ )^х ф , где D -  область, ограниченная линиями у=х, у-2х,
D

х=2, х=3.
3. Вычислить где D -  область, ограниченная линией з г + =  2х

D .
4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями V = 4 y - ^ ,  x.+ y  =  6
5. Найти объем тепа, ограниченного поверхностями х " + у" = + z" == r f
6. Вычислить где V -  область, ограниченная плоскостями х=0, у=0,

(Ю
z=0, x+y+z-2-О
7. Вычислить j(% -  y)fds-, где L -  отрезок прямой от А(0;0) до В(4;3)

Л
8. Вычислить j ( x " - . v " + хуф , где АВ -  отрезок прямой от А(1; 1) до В(3;4)

,43

п и -  1 1 1 1  19. Наити суммуряда — ъ —  + —  + -------) - . . .+ ...........................+ ...
1-3 3-5 5-7 7 -9  (2 w - l) (2 n  + l)

10. Исследовать на сходимость ряды;
00 1

а) У -------- 6) у ' " - '
* ^ 3 и +  5

в ) Ё " ^ г ) Х —

Д ) Ё  , 2"  й1ю я л=4 VT!

11. Найти область сходимости ряда; ^  ( х - 2 /

12, Разложить в ряды по степеням х:
a) / ( .x )  =  s n fx  б) / ( л ) = л е ^ *
13. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию / (х) с периодом 2я-, заданную в 
интервале (-?г;я*) уравнением / ( х )  = ж ч-х
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ЗАДАНИЯ К АТТЕСТАЦИОННОЙ РАБОТЕ №3 ПО ТЕМЕ: 
кКратные и криволинейные интеграл Ый

№1. Измените порядок интегрирования

1

- 1 0  . 0 0  ' .........

{ ф -  {  Д л , у ) б & с + ] ф -  } / ( л , у ) Ф

-2 - - 7 ^ 7 7  - t  - 7 "  2*

2

, 2 X

- ^ ( л ^ , ' ) ф  

!

3

1 о  Л  з

] ф -  _ [ / ( л , у ) & +  _ [ ф -  ^  Д л , Д ( 7 у

о  . Ф   ̂ - Д 7

4 J ^ 6c -  ^ Д л , у ) ф

- 2 х - 2 . .

5

t у  7 5  Д 7

{ ф  - j / ( л ,  Д ф  +  J*  Ф  - j  Д  Л ,  Д  Ф

0 0 t  0

8
t  7 7  2 7 ^ " У

^ Ф - ^ Д л , Д Ф + { Ф -  _ [ Д л , Д Ф  
0 0 1 0

7

- 1 0  0 0
J *  Д л , Д ф + ^ Ф - ^ Д л , Д ф

- Т ^  - t  у

8

4 277 '

^ Ф '  j  / ( Л , Д ф

о У-).-.- .7

9

7 i

} ф -  j  Д л , у ) Ф  +  ] * ф -  J  Д л , Д Ф

0 0 Д  0 
2

1 0

6 ' . 7 - х

] * Ф *  j  Д л , Д ф  

1 ^

11
- !  7 7 + 7  о  7 -7 7

] * Ф '  j  / ( л , Д Ф  +  ^ ф -  ^ / ( л , Д ф

- 2 0 0

1 2 } ф *  ] * Д л , Д Ф + { ф -  _ [ / Д Д Ф

0 - 7 7  t  - ! .

1 3

о  -1 7 7 7 7  

] ф - ] Д л , Д ф  +  } ф -  j  Д л , Д ф

- i  О - 7 2  О
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14
0 0 - J 3  0

j  / ( x , y ) 4  +  j g & c -  J  / ( x , ^ ) 4

- V 3  J T T 3 - 2  -2 - V T ?

15
^ 1 1 1  
j ^ ; j * / ( x , y ) 4 + ^ -  j * / ( x , y ) 4

16
2 2- y -  1 #

} 4 - _ [ / ( ^ У ) 4 + ] * 4 - _ [ / ( ^ у ) ^

1 0  0 0

17 J ^ 4 '  J / ( ^ y ) ^  +  j 4 *
^ 0 0 0  
4 .

18
f) o  ! e

} / ( x , ^ ) 4 +  j  / ( x , y №

- !  3̂  - 2 v ( 2- n )

19
e ] , i  V y  -

j * 4  - j °  / ( x , +  ^ 4 "  j / ( . y , y ) ^

i b y  0 0

20
2 0 t O

j * 4 -  j  / ( x , ^ + j * 4 -  J / ( * , y ) < % *

t  0 - J y

21
2̂ 0 1 0  
j  4  - J  / ( x ,  y ) &  +  j 4  - J*

'  - 4 1 7  "  - y

22
i  y "  2 2- y

^ 4 - J / ( x , y ) ^ + J 4 - 
0  0  1 0

23
й t 1 у

j ^ 4 -  j / ( x , 3 ^ + j 4 ' j № . y ) < % x
1 b y  0 0

24 j d 5 r -  J / ( x , y ) 4 + J ^ & -  j / ( x , y ) 4

д; 0 0 0
4

25
i  ^  2 2- *

j / ( x , y ) 4 +  j / ( x , y ) 4

0 0 1 0

26
2 0 1 0

f / ( x , ^ ) 4 + J < & -  J / ( x , j ; ) 4

1 J T 7  0

27
1 ж V 2  V 2 - * ^

j * ^ - J / ( x , ^ ) 4 +  J  / ( x , ^ ) 4

0  0  1 0
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.28
^  1 V7 

1 0 & 0

29
2 P'l* i Р
j *A- } / ( х , у ) ^ + ^ ^ / ( л , у ) ф
t o  0 0

30
0 2 -Д ? . -J3 Д Р

J Д ^ . у №  +  J Дл,у)<%У
-J3 0 -2 0

№2. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями
1 a ) y = x ^ , y  = 3 - x 6) p "4 (l-c o s % ? )
2 a) y ^ V x ,  y  =  %̂ 6) p  = 2( l - c o s ^ )
3 а) y^ = jc + l ,  y^ =  9 - jc 6) p  = 2 + cos^
4 з) Д  =  ^ ,  % = 0, y  =  4 6) p  -  2(1 -+ siny?)
5 а) у  = 2 -л ^ ,  y = ^ ^ 5) p  = 1 -t- cos p
6 a) у  = x \  x  = 0 , у  = 1 6) p '' =  2sm 2p)
7 a) 2y  = 6 , x  +  y -  7 = 0 6 )p -3 s in 4 (p
8 a) y  = 2", y  = 2j c - ^ ,  % —0 , л = 2 6) p = 4 s in ^ p

9 a) x =  4 y , y  =
д + 4

6) p  = 3cos2p

10 a )y  = % + l , y  =  cosjc, y  =  0 6) p -3 c o s 3 p

11 а) у  = 3 Д , у  = —, % = 9
X

6) p - 1 - c o s p

12 ^  1a) y  = - - ,  y - - - ,  x - 1 6  
2 2jc

6) p  = <3sin2%?

13 a) x = 8 -  y ^ , jr = - 2y 6) p  = ^cos5p

14
3

а) У - - ,  У = 4е*, y  = 3, у  ^ 4 6) p  =  2 ( i +  cos%?)

15 a) ^ = 8 -  y ^ , jt; -  - 2 y 6) p  - 2 ( 2  + cosp)

16 a) 4y^ = ^ , д: + у  = 5 , ^  > 0 6) p  =  4s in^p

17 а )у  = 4 - л ^ , у  = л^ —2x 6 )p ^ = 4 c o s 3 p

18 a) 2;̂  = 3 y , y^ = 3^ 6) p^ =  4cos2p
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19 а)х = у ,̂ х = ̂ 2-у^ 6)/?=6(2-cos<p)

20 a)y = Vx , y  = —, х  = 16 
х

6) /7 -  6sin4<̂

21 а) х = 27 -  у\ х = —6у 6) /? = 4(l + cos ?̂)

22 a ) j t = i /7 2 - / ,  6х = у*. 
у = 0(у>0)

6)/) = 2sm̂ %7

23 a ) y = I j x , y = ^ - , x = 4 6)y? = 6sin3^

24 а) у = smx, у = cosx, х = 0(х <0) 6) /? = 5cos2^

25 а) у ^ 1 , у = 6^, у = 1, у = 6 
X

6) /? = 5cos3^

26 a) у = 3^х, у = -̂ -, х = 9
X

6) /? = 2(l-cos%?)

27 а) у = 11-х^, у - -Ю х 6) -  2sin  ̂2̂ ?

28 а) х = 5 - у \  х = -"4у б) /3̂  = ^ (̂l + stn^ )̂

29 а) х = 8 -  у^, х = -2у б )(х ' + у ') '= 4 (х '+ у ')

30
3

а) у = —, у -  8е", у = 3, у -8  
X

б) ^ 4(1 + sin"

№3 Вычислить двойной интеграл
Вариант

1 jj(1 2 x ^  + 16x^)(%%?y; D ;x =  l,  y = x ,̂ y = -^/x
D

2 jj(9x^y^ + 48х^)а^хф; D :x = l ,  у = Vx, у = -x^
D

3 j j (2 7 x ^  + 48x^)*7x6fy; D:x=l ,  y=x^, y = -\/x 
0

4 jj(4xy + Зх̂ у )̂й&ф*; D : x = 1, у = x^, у = -J x
D
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5 Л : л  =  1, у - д ^ ,  y  =  —i/xD 5 П

6 Л : у  = 1 п 2 ,у - 1 п З ,л = 2 ,л  = 4
D

7 sm^-й ^^ ; D : л = 0, у = V?r, у = -̂

8 j]* y c o s ^ 6 & r^ ;D :y  = ^ - , y  =  ^ - ,^  = 1 ,x = 2

9
j*j(2A- + ; D  -треугольник с вершинами ,4 (-2 ;-2 ) , Л ( - 1; 2),
Й

C ( - l ; - - )
2^

10 j^ (2x  + 3/ ) d y ^ ;  D -треугольниксвершинами \4 ( - l ;2 ) ,  B (3;4), C(6;2)
Й

11
JJ(2jc + у)й^<ф; D -определенанеравенствами —^ - - < л < 2 _ у  + 2, 
a 4 2
- 2 < y < 2

12

13

14

15

+ ŷ )a!xt7y; D: jc>0, ^ >0, л, л - V 2 , у = л , л ^ ' 4 = 8
/>

(1 -t- ! D : л -  2 -  , % -  0
/j
j j^ a tx d y ; D : -- ht л , у  = 0, л - 2
a

; D : л̂  + ^  =  4, л + у -  2 - 0
D

16 j^(% + у)аЫу; D -определенанеравенствами 0 < у  < яг, 0 < л < s in ^
D

17 ; D : y - e * , . x  = 0 , y  = 2
Й

18 J J ( 3 ^  + 4 у ^ ) ^ ф ; D  - прямоугольник [ 0,1; 2 ,4 ]
a

19 fjs inp jc  + 2 у )^ л ф ; D  - прямоугольник 0 ,-^-;0 ,^
D [ 4 4 ] .

20
^ (2 л  + ; Л : л - 2 у  + 5 = 0, 4л -  у  + 6 = 0, 2л + 3y -1 8  =  0, '
D
л - - 2 у " 2  = 0
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21 jj(x ^  + у^)<зМу; 7): у  =  х , у  = т/Зх, х^ + у^ ^  8, (х  5:0, у  > 0)
D

22 j^6&r c o s ^ x ^ + y ^ ^

23 ^ ^  j^ - y S ia ( x ^  + у^)й^

24 J T + у '

25 jJ s in 2 ^ J /? ^ ;  D  - определена неравенствами — < ,  3 < /? < 5

26
D - круговой сектор, ограниченный линиями: =  — ,

D 3 2

27 j^ c o s i/x ^ + ^ ^ й ^ ;  D: —  < х^ + у ^  < 4я*  ̂
д 4

28 J j(x  + y ) ^ & :^ ;  D: х  + у  = 1, х  +  у  = 3, у  = 5х, у  =  10х
д

29 D :x  + y  = 1 ,x  + y  = 2 , 3 x - y  = 0 , 4 x - y  = 0
У ( х  + у )

30 Jj*-y... ; D -кр у г х^ + у^< 1 6
D ^35

№4. Вычислить криволинейный интеграл второго рода по данной линии в 
указанном направлении

1 jsin^xd^ + у  ; L -  дуга линии у  = cos х , 0 < х  < ж*
Z

2 j j x ^  + Зуг/у + (х  -  у ) ^ ; t  -  дуга линии у  = х^ от А(0;0) до В{1 ;1)
Г

3 ; t. -  отрезок прямой от А(1;1) до В(2;2)
^ х  + у

4
f  7 , А ' , Я' ^ Ж}соз хаж + -4 ;д --д угали нии  у =  ге ж ,— < х <  — 
F /  ^ ^ ' 4 3

5 j{x^  + у  ̂  -г х у ^ у ; /. -  дуга кривой у  = <?* от А(0; 1) до В(1 ;е)
L

6 jsin'xd^c + - ^ ; L -  дуга кривой у  c/gx от х  -  0 до х  = -^
z, 3* 3

13



7 -  y^ )<%t +  л у ф ; L -  дуга кривой у  =  <зА от А(0; 1) до 8(1 ;а)

8 + у^ф ; t. -  дуга кривой л = у  = г , 1 < г <  2

9 ^лф<^ +  у^лф ф -дугакривой л = / ,  у  =  / \  0 < г < 1

10 ^(л +  у)^7т + (л -  у )ф  ;L -  дуга окружности, л 7?соэГ, у  =  R sinr, 0 < г <

11 ]У<йс + л у ф ; L -  дуга эллипса л = a c o s r, у  =  A sin г , 0 <  f 
/. -

12 jy z &  + л2ф  + луб&; L -  дуга кривой л - ^ , у  =  ^ ,  z о <  г< 1  
т

13 jyd!x +  л^ф +  z & ; L -  дуга кривой x = ^ , y ^ ^ , z  =  ^ , 0 < i < l

14 J(y + z)<A + (л + л )ф  + (л  +  у)^& ; L -  отрезок прямой от А(0;0;0) до 8(1;1; 1)

.15 j (y  + 2г)йЬс -г (л +  z)dy + (л +  у ) & ; L -  дуга кривой л =  ? ,у  =  ф з  =  ф О < г < 1  
л

16 j*(y +  фгйг + (л +  z ) ^  + (л + у)лЬ; L -  дуга кривой л =  г , у =  г \  л = , 0 < г <  1 
т

17 + (л +  л )ф  + лу<&; L -  отрезок прямой от А(0;0;0) до В(1; 1 ;1)

18 ]*Л^^ +  (л +  л )ф  +  луа!?; L -  дуга ЛИНИИ л =  ?, у  =  , z =  ^ , 0 <  г < 1 
л

19 cj(1 -  л ^ )у &  + x(L + у  ̂) ф ; 1  -  окружность л̂  +  у^ =  Д ̂  
т

20
г у^

о (л +  у )а [т - - (л -у )ф ;  <L -  эллипс - -  +  ф - =  1 
7 а А'

21 j(x y  -  +  л ф ; 7 -  дуга параболы у =  2^л  от А(0;0) до В(1 ;2)
Z,

22 у<̂ л -  л ф ; 7 -  дуга эллипса л = acosr, y -A s in r  против хода часовой стрелки.

23
f л  ̂ 1j (лу -  лфх +  -у ф -; А^ео -  ломаная АВО, 0(0;0), А(1 ;2), В ( -  ;3) при положи­

тельном обходе

24 j f j y  -  у ')& -  +  л ф ; А -- отрезок прямой от О(0;0) до А(1 ;2)
Z.

25
JytTr -  (у  +  л ^ )ф ; L -  дуга параболы у  = 2л -  л", расположенная под осью ОХ и
Л
пробегающая по ходу часовой стрелки

14



26 J(x^ -  у)б6с + (у^ -  х )а ^ ; L -  отрезок прямой от.А(1;2) до В{3;6)

27 [ у б ^ + ^ / ^ - к р и з а я  y  = отА(0;1)до8(-1;е)
7 3"

28
^ А  + х ^ ; 1 - д у г а  верхней половины эллипса x  = 5cos?, у  =  2 s in /, по ходу
л . - .
часовой стрелки

29 j2xy<%x -  х*<ф; L -  дуга параболы х  = 2у^ от А(0;0) до В(2;1)

30 (^(ху -т х  + у )4т +  (ху + х  -  у ) ^ ! ^ "  окружность х^ + у^ = аж .

№5 С помощью тройного интеграла найти объем тела, ограниченного заданными 
поверхностями. Сделайте чертеж
Вариант _ _________  ._________ ______  '

1 6x + 4 y  + 3 z -1 2 = 6 ,  х  =  0, у  = 0, 2  =  0

2 х  + 2 =  2, х  = 0, 2 = 0 , у =  0, у  = 3

3 2у  + 3z = 6, х  =  0, ж = 4, у  = 0, z = 0

4 у^ = 4д + 4, у^ = -2 х  + 4, z = 0, 2 =  3

5 у = 1 - х \  у  = —\ / l- X ^  , 2 = 0 , 2 = 6

6 у^ = х + 1, у^ = 1 - х ,  x +  y  + z - 3  = 0, 2  =  0

7 z = 2 - x ^ - y \  2 = ^ + у ^ ,

8 y  = 1 2 - X ^ - z \  у  =  л /х^+ 2^

9 у  =  16 J 2 x  , у  =  л/2х , 2  = 0, Х  + 2  = 2

10 + у^ - 2 ,  у  = , y = 0 , z  = 0 , z  = 13x

11 Х Т " У  = 2, х = ^ /у  , 2  =  ̂ ^ - ,  2  = 0

12 х + у  = 8, у  = V 4 x , z = Зу, z = 0

15



13 + у^ =  2 у , z = -  л \  z  =  0
. 4 ,

14 л ^ + У ^ + 4 л  = 0 ,л  = 8 —y ^ , z  = 0

15 л^ + у^ = 2у , л^ + у^ =  5 у , z = Jx^ + у \  z =  0

16 л ^ + у ^ = 4 л , z = 1 0 - y ^  z = 0

17 л + у  =  6, x  = ^/3y, z — z = 0

18 у  = \/3л , л + у  = 6, z — O, z = 4x, x - 0

19 z =  2 - ^ - y ^ , z - x ^ + y ^

20 z = 0, z = 4 -  л^ -  y^, л^ +  y^ = 4

21 ^ ^ + y 7 = 2 y ,z  = 0 , z  =  l  +  y

22 z > 0; z = л^, л -  2 y  + 2 =  0 , л + у  = 7

23 z > 0 ;  z = л ,л  = J 4 " У ^

24 y > 0 ;  z > 0 ;%  + y  =  2, z =  л^

25 z > 0 ;  у  = - ^ 9 -л ^ , z =  2 y

26 x^ + y^ = 4 л , z = 12 -  y ^ , z = 0

27 x^ + y 2 = 4 y ,z  = 4 —x ^ ,z  = 0 ^

28 л + у  = 6, у  =  л/Зл, z =  4 y , z -  0

29 л ^ + у ^ = 1 , z = 2 -  л — у , z > 0

30 ^  + y 2 _ X , z - 4

16



1. Изменить порядок интегрирования:
t У  1/2

j / ^ , y ) ^  + J* / (л ,у )й ^
о ] о

Решение

Решение типового варианта

Для первого интеграла область интегрирования ограничена линиями л =  0, л = I , 
у  -  0, у = л и представляет криволинейную фигуру ОАВ..
Для второго интеграла область интегрирования ограничена линиями л =4 , л = V 2 , 
у  -  0, у  = ^ 2 - л ^ . Уравнение у  -  у  2 -л '-  можно преобразовать к виду 

+  у "  = 2 (верхняя дуга окружности т.к, у  > 0).
Окружность л" + у " = 2 и прямая у  = л , при условии л > О, пересекаются в точке 
А(1;1).
Данную сумму инте!ралов можно записать в виде одного повторного интеграла с обла­
стью интегрирования ОАО.

t  X V 2 1/ 2̂  i  т Д - У

^ - ] * / ( л , у ) ^ +  j  / ( л , у ) ^ = ^ -  J
о O t o  О у

2. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями.
а) %̂  =  З у , у^ = Зл

Решение
Площадь 6* =

^ а о  и i D   ̂ t ^
Данная область ограничена снизу п а р а $ гщ ^ ^ у ^ ^ . , .^ р ^ -^ ^ щ ^ б о л о й  у  = Зл . Па­
раболы пересекаются в точках 0(0; 0) и  Н И е  С К О ГО у ' ^ '

17



6 - 3  =  3{кв.ед.)

6 )/?  = 2sm^%)
Решение
Так как /? 0, то sin ̂  > 0. То есть %? е [0; л-]. Изобразим фигуру, ограниченную данной 
линией:

Полюс О лежит на границе области D, поэтому площадь фигуры равна:
18
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D 0 *,.,0 . 0 ^0

j*(l -  3cos 2<̂  +  3cos" 2^?"C os^2^)J^ = " ( ( ^ " —sm2(p) g+ — J(1 + c o s 4 ^ )< /^ -- 1 "

r 6- jc c s 2 ^ ( l" S in ^ 2 ^ ) ^ ) = - - %  (кв.ед.)

3. Вычислить двойной интеграл. 
^ + ^ ) & 4 м ; Д : у = ^ . у = ^ '
D

Решение
Изобразим область D в прямоугольной системе координат:

Область D ограничена снизу параболой у  = Л  а сверху -  прямой у  = л . Тогда:

jj(x + y)^^*= + J (лу + j J*(x" + л
*2

л^ л^ Л̂  и __ 3
2 V  1 0 ^ ^ 2 0

4.Вычислить криволинейный интеграл второго рода
<̂ xY?y + ydx; ^ ;л  = псоз^г, y  =  ^ s in N , /е [0 ;2 т г ].



Решение
Равенства л =  ncos*/ ,  у  = , / е [0; 2лг] задают астроиду. Изобразим астроиду в
прямоугольной системе координат:

Поскольку ббг =  -3^cos^ , ф  =  3^sm^ / c o s , то

ф с ф ч -у Ф ^  j*<3cos^ -3^ s m "/c o s /^  т  язиг /(-3acos" /sm/<2/) =
V. о

= 3 ^  j*(cos^/sm ^/"cos^/sm ^/)d jf =  3 ^  J c o s^ /s m ^^c o s ^ r-s m ^ /)^^

Зя
"4

2 ,2 2ж- Зя^ sin^2/b^.j*stn^2/cos2/6// = --^ "  j*sin^ 2/^(sin 2T) = .......—}^  = 0

5. С помощью тройного интеграла найти объем тела, ограниченного заданными поверх­
ностями.

z = 4 - y \  у  = у ,  z = 0.

Решение
х 'Равенства z = 4 - y , y  = - y  задают цилиндрические поверхности, a z = 0 - плоскость.

д З

Область интегрирования V получается в результате пересечения параболы у  = —  с 

линией пересечения цилиндра с = 4 - у ф  плоскости z = 0 , т.е. с прямой у  -  2. Сверху
тело ограничено цилиндрической поверхностью z =  4 -  у \
20



z

Ввиду симметрии тела относительно плоскости O IZ  вычисляем половину искомого 
объема:

4-у*
Z  = j* t/z=  j ' ( 4 - ^ ) 4 '  =  j  ( 4 y - ^ - )

(Г) 0 JC= 0 0 ^  о -i
=

— +^- )бЕу:  
3 24

46  2 ZJr-------- + . ^ ) И
3 3 168 '°

128
21

Следовательно, F  = 236 12,2(куб.ед.)
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ЗАДАНИЯ К АТТЕСТАЦИОННОЙ РАБОТЕ №3 ПО ТЕМЕ: яРЯДЬЬ

№1 Найти сумму ряда:
1 2 3

"  1
^ ( я + 1 ) ( я  + 2) м=! 12 (я + *\/5 )(я + л/5 ч- 1)

4 5 6
- 1 1 1  2-]— ^ — ч*... 

2 4 8 п=) 15
*̂1 1

^  "(?? +1)
7 . 8 9

у 2 "  + 3"
и=! О - § ( я  + 3)(я + 4)

, 1 1  1 1ч --ч— + — ч-... 
5 2$ 123

10 11 12
^  1 ^  1 ^ у  1
n-L (я + *У2)(я + +1) (я + л/3)(я + V3 ч*1) i t  (я ч- 5)(я ч- 6)

13 14 15
, 1 1 11 *+" — у — -̂------  ̂ .

3 9 27
У  2 "+ 5 "
i t  Ю"

у  2 "+ 6 "
i t  12"

16 17 18
, i i  1 

6 36 216
у  1 у  1
^ ( я  + 7)(п + 8) ^ ( я  + Т 7 )(я  + ^ 7 + 1 )

19 20 21
у  7 "+ 6 "  
^  42"

, 1 1 11 — —* Ч—  ------- f-...
3 9 27

, 2 4  81ч----- }- —  —....Ч"...
5 25 125

22 23 24'

1 - 1 + J L - J L +
4 16 64

у 5 " - 4 "
i t  20" § ( я  + 4)(я + 5)

25 26 27
yi i
n=i (я + л/б)(я +  -\/б + 1)

, 1 1 1  
2 4 8

у  7 "+ 3 "
и=)

28 29 30

§ ( я  + 8Х" + <))
у  7 " - 8 "  
i t  56"

, 2 4 81 —  + —  — + .., 
3 9 27
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№2 Исследовать на сходимость ряды с положительными членами:
1 2

a ) Y - , - J ____ 6 ) Y  , ......' ______
6 ? ^ я (я  + 6)

в) X t 4 д 2 , о ^  А  Г ' з ........я + 4 й  + 2  . ^ ^ л /я ^  + 1.

a ) Y  '____  6 ) Y , ____*_____
^ ? ^ я '( я  + 4) ^? л /я ' + 2 я ' + 1
r.\v^ + бя + 5 1

и=! 8я^ + Зя^ +1 ^  я\/я^ + 4
3 4 .

a ) Y  r - - L —  6 ) Y , ____L ____, .
н=} ^я ^ (я  + 3) + 3я^ +3
,v*-i37?+M + i  iв )> ^ -у  r ) ^  — , ........ -

м={М + 24 + 5 и^п^л/и^ + 4
5

W 1 . OD . 1

^ ? ^ я (я + 1 )  ^ ? ^ я '  + я '+ 4  
я + 4 1 

^ ^ ? я '+ З я ^ + 1  ^ n j ^ + !
6

a ) !  / /  _  6 ) g  , '
Л=1 у  й(й + 7) н={ л/и^ + 2я^ -  1 

я + 2  ^  1 
^ й "  + 2 й ^ 1   ̂ ^ я У я +  4

a ) Y  , '  6 ) Y  J L ,
^ ? ^ я (я  + 8) i ? ^  + 5

c ) V  Юя^ + $ ......1
^ 2 я ^  + я '+ 3  ' i ? ^ '  + 3

7 8

a ) Y  '____ 6 ) Y , ____*_____
n=i -J я(м + 6) „=! УЗя' + Зя +  4

^ ^ ^ 4 и ^  + 6я + 9 1 
„=;5я^+4м^ + 2 ^ h V ^  + 3

a ) Y  ' _______  6 )Y  Д —
^ ? ^ /я (я + 2 )  i ^ J V  +  5

 ̂ Зя + 5 r.\ i
^ ' 2 L ; ^ 4 , ^ 2 , Tя + я + 3 я Vw + 3

9 10

5 ) i y i ^ = =n=it я (̂ я + 7) ч=1 + Зя 
^  я^ -  2я + 5 ^  1

° ' ^ л ' + 3 ^ - 2  ^ л ' 3 7 7 4

a ) Y - J ________  6) Y , ________ L _

^ ? ^ ( я  +  7) i ? V ^ + 3 ^ - 2
^ ^ ч ^ я + З я + 4  1 
^ ^  я '+ З я - 2  ** ^ я У и '  + 5

11 12

a ) Y  ' ________  6 ) Y , ____*_____
л=! ^/я(я +  10) + 9я^ — 2 
. -<̂-t я  ̂+ 2я^ + 3 . 1 
t ^ ^ + 4 ^  + 2 ^ ^ У я ^ + 6  

13

a ) X  ' ---------------- ) jT = i  = ,

t ?  ^ /я '(я  +10) ^?  ^ я '  + Зя' -  2 
г.\У^ я — 2я + 5 1 
° ' ^ л '+ З л '  +  4

14
J S .  I  1

а) У  ------------6 ) У
+  V " ( "  +  ? )  + ? V n '+ 3 n '

ni У* ^  "  2я" +  3 ^  1 
^ я '+ З я '  +  l  * " ^ ^ я ' + 5

a ) X r i i — — -  9 Х г т - г т - ^и ^^ )я '(я  +  1) н=1л/я° +  2 н + 3

S ) X  5 Г ) Х  г - —77? я - и  + 2  ? П л У ^  +  3
23



15 16

а ) У  *___  6 ) У - 2 _____
t? ^ H (K  + 9) ^ А ' + З я ' - 1

я^ 4  4я -  3 ^  1
^ A „ 3  2 , i  / 3  .  м=}Я + 2Я +  i Ял/ Я 4  S .

а ) Х  г т А  6 ) Ё  , „  '  .

 ̂ л 4" 2я — 2  ̂ Т 
^ &  я^ + я +  4 ^ ^ я ' А + 3

17 . 18 :

a ) jT  i -  9 X r ^ L -
м=1^и(и +  5) H=iyn +м  -1  
. ' ^ л Я ^ 4 2 я 4 3  1 
л=1Й̂  + 5 я ^ "4  ,,=;y?J?f+I

С 1 03 1
а ) У  1-------= = =  6 ) У  .-------

я=1 А " ( ^ * +  7) я=} у я^ + 2я +  3
^  я  + 12 ' ^  1

19. 20 '

a ) Y  ,   ̂ -  6 )Y  ,____!_____
^ ^ я ( я  + 2) ^ А ' 4 2 я ' - 1

t я^ "  я 4  4 . ^-t 1
^ ? н '+ я + 4  ^ и А ' + З

а ) Ё - 1 1 ' ' ....... 6 ) Х А -------7^ я ^ (я + 3 )  \/я^ + 2я +  1 
. ^  2я + 3 , 1 

^ ^ я ^  - 2я i-3 ^ я ' А + 2
21 22

а ) Х г — — у  O X  f i r - , - .... ,л=} ^  я(я + 2) м=1 V?2 +  8н -  i

в) 2 ----- Г  !" )У -------------i". "..'
+ ^ ( и '+ 1 ) л / я '  + 2

^ § А ( "  + 20) ^ 7 я ' "  + З я '+ 1  
^ я '+ 1 3 я 4 3  ^  1 
^ и '+ 1 5 я - 4  ^ ( я 4 2 ) А "  + 1

23 24

а ) У  ' ____ 6 ) У  ,____!_____
^ А ' ( я 4 3 )  ^ А ' + З я ^ 4 1

^ ^ я ^ + З я  + 2  1
5 , 2 _ i   ̂ A  i / 3 . r,

а) X  ' ____  б),У  ,___ !_____
^  А  $) А ^  + Зя^ 41

. я 4  3 . я*̂  4  11я — 1 
^ ^  Я̂  4  Я *" 4. 2я^ 41

25 26

а ' Х т - ^ г  S ) X - r i r 4 = 7

в ) У - ^ -------------  г У ----------- 1 = =
^  я +5я + 2 „= } (я 4 1 )А ^ + 2

а ) У  ' ____  б ) У  ,___ !_____
^ А ( " + ^ )  ^  А '  + 4 я 4 2
. т^-t я 4  2я *" 1 . -^i t

^ ^ А з  а 0 ^ А  / "7.....м=,} я 4  4и 4 8 ,„,t й4 ̂ Г 4  6
27 28

а ) У  '____  6 ) У  ,____ !_____
к ^ ^ я ^ (я  + 3) л=)-^я^+5я + 13 
, ^ ^ + 1 5 я - 1 0  1 
^ я 'ч - 1 2 я  + 10 ' ^ я ^ я ' + 2

^ ^ А ^ + 2 0 )  ^ ^ А ' 4  2 я '- 1

У ; 6 , Q ,1  ^  У  Г*1-----я 4 2 я 4 3  ^ я А  +3
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29 30

a ) f  *____  S ) f  ,___ !_____
n=t ^ я(я^ +1) '}=! +  З я - 1 ^  ^ я (я  +  11) V я" +  Я^ "  1

, ^ я ^ + 7 я  +  10 i 
^ я '  + 7я +  12 ^ м ^ ^ + 8

. ^ н ' + 1 5 л - 1  1 
в ) Х  т ц  г ) А  ,̂=;Я +15я +  1 . ^ ! Я 1 /^ + 7

1 2

^ § ( я  + 5 )[п (я + 5 ) 7н ) ^ Ф ( З я  + 2)!п(Зя + 2) ^ § ( 9 H  +  l )

= ' Х ( Л " ( ' 1t y S 7 ^ " 7  ^  я
Зя(л +1) ^ y i  (я + 2 )

я^. $ и=) я
3 4

а ) У ---------------^ -------------^ ( 1 0 я  + 3)1п^(10я + 3)

- м + г

щ 1
^ ^ (З и -1 )1 п (З и -1 )

4 < + ) "
° з / " п \ "  °° я!

8 )У  г } У  
t f U O )  ^ 5 " ( я  + 3)}

. ) У  " "  , , у ( " ' + з )
^ ( я + 3 ) !  ^ f ( n  + l-)!

5 6

^ § ( 3  +  8я)1п'(3 + 8я) ^ ^ ^ ( з я  + l ) а )Х  ' 6 , X f " + ' l ' "^ ( 5 я - 2 ) 1 а ( З я - 2 )  5я J

" Ч и - 1  " 5 "
в ) У ^  г ) У ^  

+  V ^ +  ^ 4 н !

СО й4 *" 2"
з ) Х  ' ) Х^ ( я  + 1)! ^ 3 1 2 я - 1 )

7 8

а ) У  '  6 ) f f  "  Y  
^ * ( я  + 4)1п(я + 4) ^ \ , 1 7 я + 1 )

в )У  " "  ' ) Ё  ^  ,' ^ ( а  + 4)! ' ^ З " ( 2 и - Ц

^ §  (Зя + 4) 1п̂  (Зя +  4)

' ч ( . . . " , . )

"  л" СО̂ Зл-i 
-1Я t ^ -]Зя+1м ^ 2 я ! ,,=t 3
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9 10

3 l f   ̂ у Г я  +  1 8 ? "
^ ^ ( 2 я  +  1 )1 п '(2 и  +  1) 2 я  J

" и "  " 7 "
в) У * -------  г )У ]-------

^ 3 " и !  ^ 3 " п

^  ̂  (5 я  +  8 ) ]п^(5я +  8)

1 -- Y '

и=) '
- А З я  —1 3"

в ) У ....^ '— г ) У ----------------
^ ( л / 2 Г  ^ 2 " ( м + 2 )

11 12

а ) Х  *з 6 ) j r f ^ " f
^ ( 9 и - 4 ) 1 п  ( 9 и - 4 )  4 н  J -

'' ^  § ( 3  +  2 л ) Ь \ 3  +  2н )

6 ) y ^ g - y j

"  м-Ч" "  1""*'* 

^ ( я  +  1)! ^ ( и + 2 ) ! ^ ^ ( я  +  1 ) ' 3 "  ^ ( я + ) ) ( я  +  3 )

я=! я ! Я=} $
13 14

a ) f  *
S ( K  +  3 ))n (K  +  3 ) З я * - 2

^ у , 4 " ( й  +  2 )  г ) У
^ ( м  +  3 )!  ^ я ^  +  2н  +  3

^ § ( 1 0 я  +  3)1п(10п +  5 )

. f — f

s ) X ^ -
n=t -*

"  и ^ -2 "  ^  и -4 "
в) у  —  . . .  г ) У -------------

^ ( я  +  1)! ' ^ ( я  +  1У
15 16

" § [ ^ ' " 2 я  +  з )  

^ ( я  +  1)-3^ ^ ( л  +  5 Г  

^  (м  +  2 ) !  ^  п - я !

" * § ( n  +  t2 )h i (n  +  12)

6 ) f   ̂ .
^ ( ' п ( я  +  2 ) ) '

в ) У  +  ^
^  и - я ! (я  +  5 )(н  +  2 )

17 18

а ) У  \  6 ) y f  "
^ я 1 п 'я  +

э ) Ё  '  9 Ё [  ^  1 "
^ ( н  +  7 ) Ь ( ^  +  7 ) ' ^ З п - U

со З̂я ж 0 " . м
В )У  г ) У
' ^ „ ( я  +  2 )  ' ^ ( я + 2 ) !

^  м -9 "  ^ у ( я  +  3)^ 

^ ^ ( я  +  1)(п  +  2 ) !  л -3 "
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19 20

з ) Х  1 ' " ' 9 X 1  1^ ( п  + 9))п (н + 9) ^ Ц 5 я  + 4^
^ § ( п  + Ю )1п \м + 10 ) +

а )Х  г ) У " " ' ^^ ( н  + 2)! c )V  + 
^ ( ^ + 2 ) ( ^  + 3) ^  2"

21 22

^ — - s t x ^ y f
" ^ ( н  + 1)Ь2(й+-1) ^

^ § ( з  + П)^!п(?? + И )

" Й ^ 2 я  + ) )

" ) Х  ' ) Х  ^  '^ л ( и - 2 ) !  '- ^ . (я  + 2)! ^ ^ ' 3 ^ '  ^  14и в)> г)?
^ ( и  + 2)! ^ 1 4 " (и + 1 )

23 24

* ^ ( я  + 15)1п^(к+15) 5и J

а) У  ^^ ( я  + 20))п(я + 20)

. t x f s m ^ Y "
2)=t\ " 9

^ 9 и - ) -Д  к + 9в) /  --------  г) > ................
9 ' i f 9 " ( ^ + l ) ! . ) Х  , " " " 7 ,  г ) У  " " "

^ J ( n  + 2)-3" ^ 1 1 " ( и - 1 ) !
25 26

' S ( t )
^ § ( л  + 17)^!п(и + 17)

= ) X "  r ) X ^ -2 я (я  + 1) я
^  6" ^ ( 2 и + 1 7 ) !

27 28

a )X  \  e ) X f ^ s i n ' Y "
^ ' Ы п З н

V-   ̂ ^ Г и + 2 0 У '
^ ^ ( ^  + 6 ) ^ ( и  + 6) 5^ J

23л + Ю ^  22n+3  в) 2 — ======== r) /  — ——
i i j 2 " ( / !  + 23) t f 2 ^ ( w - l ) !

= ) Х " " ^  г ) У^  У  ^ У ( ^  +  2)!
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29 30

а )У  !______
t^(?3 + 3)J)n(77+l)

Г !* ^ 6 л ^ -З л -1  J

^ ^ 1 ^ * \ /л  s^T' и + 22 
' ^ ( л  +  1)! ^ 2 " ( л  +  1)!

a )Y  (
. ^ ( я  + 17)1и^.(и + 17)

-  З и 2 - „ - 1
*^ 7 я ^  + Зл+ 4

; ч̂ ч 24л + i  - -̂t 8л — 3
^  5" ' i? 3 " (K  + 2)!

№4 Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость знакочередующийся ряд.
1 2 3 4;

V V r . ^ V + i -  ^ ^ ( - l f

^ ^ / ( л  +  9 ) ' ^  (л  +  1 )-3 " ^ 2 л ^  +  6 Г Г   ̂ 6 я + $
5 6 7 8

т г  ( - 1 ) " "  1 Y (  1 у  ( - 1 ) " Y r i r

^ ( 2 л  +  3 ) -л /^  ̂ ( 2 л +  1 ) - л ^ 2 л ' - 1 л̂ 1 -)
9 10 11 12

V -  ( " 1 ) ^ ' ^  ( - 1 ) " ^  ( " 1 ) " ^  ( " У
^ л / и  +  30 ^ ( 2 н - 1 ) - 3 '  Г i f  8л  ч -10 ^ f  *\/2л + 1

13 14 15 16

^  ( - 1 ) ^  

n=i л /2л  +  5 Х ( - У ' 1 Г 7H=t -\?л
V * ( " '^ ) ^
i f J w  +  5 §

17 18 19 20

^  ( - 1 ) '^  

^  2л^ +  2л
Х ( - 1 Г ' - г ^
нтя] 322—1 ^ л  +  7

"  y r f '

Г ? Л - 3 "

21 22 23 24

^  л  +  6

^н+1 2 л +  1

i f  5 л (л + 1 ) i f 2 n  +  5 § 2 л  +  1

25 28 27 28

^ ( - 1 ) ^ - 3 "  

^  ( 2 л +  1)" Ё ( - 1 Г ' - - 4УЛ

у ( - 1 ) ^

i f  л -3^

Y (  1)"^' ^2л +  1
Г ?  л ( я + 1 )

29 30

^ * ( 5 л + 2 ) - л
у  _ л^ +  3 

2
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№5 Найти область сходимости степенного ряда.
1 2 3 4

^  2" (л+7)'"' 
t?(2nV^ + 5)7".

5"(л + 1У"' 
^  зУп + 7

^ 71%  + 9)^ 
^  4" /̂л + 2

^  (л + ЗД' 
& 5"7л ' + 1

5 6 7 8
^ (л  + 7)"7" ^ 8 (л + б Д ^  3"(л + 9)" ^ 5 "  (л-5)"
i?4"(H +l) ^ 5 " ^ + З л tf2"(n + l)V^ ^  (л+ 13)2"

9 10 11 12
^Д л -9Д '
i?("+ 2)2 "

^4".(л-ЗД ' 
&  27л+ 3

^ 5 "(л -1 )^  - 
& 4"(л  + 11)

^ ( л - з Я  
^  5^У+1

13 14 15 16
4^3"(л-ЗЯ ' ^  (л -7 У ^  3(л-1)" ^  (л-1)"
^  {/(н + 13)' ±?5"^(л + 3)' ^2"^/(л + 1)' ^ 2 "(л  + 3)

17 18 19 20

^  (л + 5)"
-̂ /п+1л/?Г +1

^(3и -2)(л -3)" 
^  (л + 1)У"^

(л-2)" 
^(2л-1)2"

Х + ч " ^ г + - 2 ) "

21 22 23 24
^  (л-2У  
^ 2 "  (л+2)

л(л + 3)"
Х У ^ + ' ) "M=i

25 26 27 28

^  ( ,-2 ) "  
7^3 (2/7 + 1) х Д Д уУл Х ^ ( л - 9 "и=1 + X  f  (^+2)"^f4n -3^

29 30

У  ^ (ЛЧ-1У 
^ 2 ^ - 1  ^ л=!

№6 Найти разложение функции в степенной ряд по степеням х
1 2 3 4

Я л ) ^ " '

t!У'

/'(л) = Л  COS л/л ... . зтЗл У(л) =
-Ж.

5 6 7 8

,/'(л) -  '..
1 i л Дл) = Я 1-ЗЯ

2л̂/(л)^С .5^У

29



9 10 11 12

Д(л) = * 
1-5л

=
^  1 + л

Д (л) = — —̂  
 ̂ 1 + 4л

Д(л) = Б1пЛ̂

13 14 15 16

/  (л) == лДес/^л Д(л) = cos 5 л

17 18 .19 20

/ М  = г Д гД-л
Д(л)- 

 ̂ 1 + л
J(x)=sin^

21 22 23 24

Д(л) = Д(л) = л sin \/л

25 26 27 28

Д(л) = —-— 
 ̂ 1 + Зл № ) = ^ Д(л) - .,.1—

- Л + * '
Д(л) = л̂  cos л

29 30

sin2jc/(jr) =
л

Д (л) = sin л"

№7 Используя разложение подынтегральной функции в степенной ряд, вычис- 
лить определенные интегралы с указанной погрешностью от: ______

1 2 3 4

ч  * 
f * Ду

L
2 ..........
f v l  + л^& ! 
0
Й =  0 .0 01

0.2
j* Л 'Л л  

01
аг =  0 .001

*Д + С С 5Л ,

С W  +  лЗ 
аг =  0 .001

J 2 ^  
0 ^

<ж =  0 .001

5 6 7 8

} 'Д ......... 3<Rf
^ 6 4  + л ' 

аг =  0 .001

i
j V i +.Д Д ж
0
аг =  0 .001

1
^СО$(лД)д&С
0
сг =  0 .0 01

гйШЛ

0 ^
аг =  0 .001

9 10 11 12

, l n f l  +  - l

f  д  ' Д  
<2 =  0 .001

1
3
^Дл - еДйс 
0
< 2 = 0 .0 0 1

1

01
аг =  0 .0 0 1  .

1 Д - ^
о -vl + Л̂  
< 2 = 0 .0 0 1
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13 14 15 16

*rsin.x ,
о

or = 0.001

t

0
6У = 0.001

t
Jcos Vrt<r̂ '
0
бг= 0.001

0.4

Jcos(2$.x̂ )<%K
0

or = 0.001
17 18 19 20

t

Jln(l+F)^
Q

or = 0.001

r

Jcos5.T<2x* 

or = 0.001

3

0
^=0.001

J<r̂ <ar
0

or = 0.001
21 .22 23 24.

j * A ' C O S 3 . X < 3 ^

0
or = 0.001

f  ^  г / т
'fsmx J -'/l + ̂ 6&r

0
ry = 0.001or = 0.001

J 3 ^  0
<зг = 0.001

25 28 27 28

2 2 

Jcos—

or = 0.001

t
Ĵr - ^  ^
0.

or = 0.001
0

or =0.001

t

9

6f = 0.001
29 30

! ____
J\/l + Vt%X
0
йг=0.001

0
^ = 0.001

№8 Найти разложение s степенной ряд по степеням х решения дифференциально­
го уравиения(записать три первых, отличных от нуля, члена этого разложения):

1 2 3 4
y ' = 2 / + ^ "

№ )= 1
.y' = 3j^y-cos3x + l 
X 0)=i

t'*-COS.r + J. 1 ,''''
y(0) = t

5 6 7 8

y' = x + ^  
y(0) = - l

y' = 4 ^  -л ^  
y(0)=3

+ ̂
^(0) = 0

—3xŷ  — sin5x
№ )= з

9 10 11 12

y' = x^+2^^ 
y(0) = 0.2

y' = e^ + 2 ^  
y(0) = l

у' = Зл - — 2y -+ 2л 
y(0)=2

y'= Л+ y+y^
X0) = 1
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13 14 15 16
у' = 4sinx+ у̂  + 2л 
у(0) = 1 У(0) = 0

y' = 3sinjc + %̂ y+jc 
у(0)=-2

. у' = л + ̂  
у(3) = 0

17 18 19 20
у' = 4 л ^  — 2л + у 

\у(0) = 4 у(0) = 0.2
у' = Зл^у--2лу + 4 
у(0) = 0 y(o)=t

21 22 23 ' 24
у' = 4лу^-^ + 2 
У(0) = 0

у' = ле" + 2у̂  
у(0) = 0

у' = 3 л / + у  
у(0) = 2

у' = Зу + С* 
у(0) = 0

25 26 27 28

у' = 4<?*-ху 
у(0) = 0 у(0) = 1

у' = 3лу-зтл 
у(0)=2

у' = л̂  + 
у(0) = о

29 30

у'-3у + 2у̂  
у(0) = 4

у' = 2л̂  —л̂  
у(0) = 0

РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ВАРИАНТА
1. Найти сумму ряда:

1
(л + 6)(я + 7)

Решение
Составим п-ую частичную сумму данного ряда:
„ 1 1 1  1

7-8 8-9 9-10 (и + 6)(н + 7)
Чтобы упростить выражение для ^ , преобразуем формулу для общего члена ряда, 
разлагая <з„ на элементарные дроби. Положим

1 _  ^  , Я
(и + 6)(м +7) я + 6 я + 7

отсюда
1 ___ С4 + Л)л +  7 ^  + 6Л

(и + 6)(и + 7) (п + 6)(и +  7)

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях л в числителях обеих частей ра­
венства, получаем:
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откуда - 1 , д  ^ - 1 , поэтому

1 1

и + в = о
7 ^ч -6 В  = 1 

1
(я-4-б)(я +  7)  % +  6 ш - 7

Выражение для ^  принимает вид
1' , 1 L  1 . 1 Т  1  Н + . . . + f j ----------Ь + р --------------

7 8 j  9 j  Ц? l O j  ^ н  +  5 K +  6 j  L "  +  6 н +  7 
Приводя подобные члены, получаем.
3 = 1 ------L .

7 л +  7

Переходя к пределу, находим Н т р  = у

Следовательно 
^  1 1 
^ ( л  +  6)(л +  7 ) " 7

2. Исследовать на сходимость ряды с положительными членами

" i  'J n (^  + 5)
Решение

Сравним данный ряд с гармоническим рядом Выпишем общие члены рядов:

я. = 1 = Н т 1^—  , ^  . Найдем lim —  =
^л (л  + $) н ^ J ^ + З н  ^ 5

Предел конечный и отличный от нуля.
Так как гармонический ряд расходится, то на основании признака сравнения заключаем, 
что данный ряд также расходится.

S )X
)

n=i v 2 ^  н 2/? + 1
Решение
" 1  5Сравним данный ряд с рядом Дирихле у . Так как 1 , то ряд сходится.

Н т —  = tim- - i im lim 1
4, ^ V L N - 2 M  + 1 + 2 ^  + 1 2 JL

V H*
V2

0

Согласно признаку сравнения данный ряд сходится.



Решение

в ) Ё
Зм' +5н  + Ю

t ? 4 7 f + 3 ; r + l

^,(и) = 3^ + 5я + Ю,м = 2, 6д(л) = 4^ + ЗиЗ + 1,Х = 5
" 1

Поскольку тк -  А = -3 ,  сравним данный ряд с рядом Х " т . который является рядом

Дирихле и сходится, т.к. аг =  3, а; 1 .
а , f 3 ^  + 5a + 10 l l  З н '+ З я '+ Ю л ' 3 ^hm-^- = п т {  — т------ г------ -  { -  fim — --------^ —# 0  - .

+3?7 +1 и J 4л +3н  +1 4
Предел конечный и отличный от нуля.

Согласно признака сравнения данный ряд сходится.

1
г ) Х;<=} ?Г + 2

Решение
"  1 7

Сравним данный ряд с рядом Дирихле ^ , - у ,  который сходится, т.к. <х =  —, ar ^  1.
"=* ^2 ^. Л

а,.^  , 1 1 ) V a ' я ' ,. 1^ h m ....= tu n ,С , = inn ------—
^ н ^  + 2 ^ ° " л ^  + 2 h  + A

 ̂1 О

л
Согласно признаку сравнения данный ряд сходится.

3. Исследовать на сходимость ряды с положительными членами:

а) У  '-----------
t ? ( K + 2 ) tn ( i+ 2 )

Решение
Применим интегральный признак Коши.

Функция / ( л )  = -— — — —  удовлетворяет условиям интегрального признака Ко­

ши.

Поскольку J

(л + 2) )п(л + 2)

а!л ^ г ^ ( 1п(лч-2)) 1 I, ,. = J .  ̂  ̂ = 1п]!п(л + 2)1], =  ж , т.е. интеграл
(л + 2)!п(л + 2)  ̂ hi (л + 2)

d rf -
 ̂ (л + 2) Ь(л + 2)

расходится, то расходится и данный ряд.
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Решение

Применим признак Коши. Поскольку <я„ = j  ' ^

= lim — - —  =  - .  Так как ^  -ч 1 , ряд сходился,я-ио "-^"Зл+1 з 3

и
Зл+1

ч ) Х
2и + 1

Решение

Применим признак Даламбера. Поскольку 

2(л+1) + 1 2л+3

2л + С
V ^ F  '

^ (л  + 1)2"^ ^ (л  +  1)2"^ '

й , 2и + 3 J??2" .. 2л + 3  ̂ л 1 1 \}^ ^ !± L  = ]яп- .....  — ---------= hm —-—" , f--- - - - ---1-  = 1 , то данный ряд
" " " " У л + ! ) 2 ^ 2 л  + 1 "-**-2я + 1 у л  + 1 -J2 J 2

сходится.

7л-1г)
^ 5 " ( л + 1 ) !

Применим признак Даламбера.
-г 7 л -1Так как --------------- , а

Решение

7(л + 1 ) -1 _  7л+6
5"(л + 1)! гН+t5"^(л + 2)! 3 ^ '(л  +  2 )!'

!im - . 7л + 6 5"{м+1)!  ̂ 1..lim 7л+6 7л + 6
" ^ 7 л - 1 3 " ^ ( л  + 2)! 5 " - ^ " ( 7 л - ! ) ( л + 2 )  5"-^"7л^ + 1 3 л - 2

о данный ряд сходится.

:(W 1,T

4. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость знакочередующийся ряд
У  /  пч+t 2л+1
i f  л(я + 1)

Решение
2л+ 1Составим ряд из абсолютных величин членов данного ряда: У

i f  л(л +1)
на сходимость.

Сравним данный ряд с гармоническим рядом У —.
i f  л

. Исследуем его
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Найдем = t im - - -  - -- -  = lim -^  ^   ̂= 2 #  0.
^  м(м + 1) м + 1

Предел конечный и отличный от нуля.
 ̂ . ^ 2 я + 1Так как гармоническим ряд расходится, то расходится и ряд у , .............согласно при-

знаку сравнения. Следовательно даннь!й ряд не является абсолютно сходящимся. 
Применим к данному знакочередующемуся ряду признак Лейбница.

Найдем разность я„ -  ^  - ' - -
м(м + 1) м + м

2(м + 1) + 1
' (м+1)^+м+1' .

_ 2и +1 2(м + 1) + 1 _ 2м +1 2м+ 3 _
" м̂  + м (м 4-1)^ + м +1  м  ̂+ м м  ̂+ Зм + 2

_ (2м + 1)(и^ + Зи + 2) -  (2м + 3)(м^ ч- м) __ 2м^ +  4м + 2 ^  ^
(м^ + м)(и^ + Зм +  2) (м^ + м)(м^ + Зм + 2)

так как 2м^ + 4м + 2 ^  0 при любом м s 7V, м̂  + м 0 при любом м € и 
м̂  +  Зм + 2 ^  0 при любом и е 7V.
Первое условие Лейбница выполнено: я„ >- . Проверим второе условие признака

Лейбница: П т  а, =  tim -  =  о . Значит данный ряд сходится.
n - w  л ( и  4 - 1 )

Причем он является условно сходящимся.

5. Найти область сходимости степенного ряда:
т М х + 2 'Г '

м Г
Решение

Найдем интервал сходимости ряда и исследуем поведение ряда на концах интервала 
сходимости. Применим к ряду из модулей признак Даламбера, при фиксированном х:

, ,  (л + 2 ) " - \  , , (х  + 2)"И„(л) " ............ М^,(д) = ------------------
м7" (м+1)7

Найдем предел lim  = lim (л + 2)"и7"
м„(л) (м 4 1)7^ (.4+ 2)^

= be + 2  
7 ' ^

Если y j x 4-2l -<l ,  то 1̂  +  2}^:7,  - 7 - : % + 2 -^7, -9-<л;-<5.

Интервалом сходимости является интервал (-9 ; 5). 
Исследуем поведение ряда на концах интервала ( -9 ; 5).
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Прил =  5 и м е ем р яд ^ ]—Y  .

Этот ряд расходится. '

При х=9 получаем ряд У   ̂  ̂ = - У   ̂ '
77? я7" 777? "

Применим жданному ряду признак Лейбница.
Очевидно выполнение обоих условий: а, ^  ^  ^  ^ , Нтя,, =  О.

Ряд - У - — -—  сходится условно, так как ряд из абсолютных величин —У — расходится. 
7 я 7 и

Следовательно, областью сходимости ряда является промежуток [-9 ;5 ) .

6. Найти разложение функции в стеленной ряд по степеням х:
/ ( х )  = л е ^ . <

Решение
Используем разложение функции / ( л )  =  е *:

е *=1  + —+ —  +  —  + (Ы-<со)
1! 2! 3!

Заменяя в этой формуле л на ( - л ) , получаем с ^ - 1 -  — + + - +

Полученный ряд сходится при всех л , т.е. при }л] -< °о 
Разложение / (л) = л<?"* имеет вид:

л'̂  л ' л ' ( ^ ! ) 'л 'л^ " = л ------ + —  -  —
1! 2 ! 3 ! А!

- + ... ( л оо)

7. Используя разложение подынтегральной функции в степенной ряд, вычислить
определенные интегралы с указанной погрешностью сх:

. л i sm—
ex = 0.0001

Решение
Применим ряддляв!пл:

з
Л Л ; ;

ЭЮЛ =  Л --------+  —  — Л W  00
3! 5! ' ^

Заменим л на —:
4

. л л л^ л^
^ 4 * 4 " 3 ! 4 ^
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Разделив почленно ряд для s in — на л, получим
4

S H 1 - л л
3 !?  F F

Интегрируя этот ряд почленно (это возможно, таи как пределы интегрирования принад­
лежат интервалу сходимости данного ряда), получим 

лt sm-

3-3!4'
+ .

5-$!4'
1 1

3-3!4' 5-5{4'
; 0.2500 -  0.0009 + 0.000002 - .

Поскольку этот ряд удовлетворяет признаку Лейбница:
1. %„ > <з„+, - 2- Игл = 0 , то погрешность при замене суммы такого ряда суммой его
первых и членов не превышает модуля первого отброшенного члена. .
Ограничиваясь первыми двумя членами этого ряда, находим

. л 
t Sill —
Г 4 ^  ^ 0.2500 -  0.0009 =  0.2491
Г  л

8. Найти разложение в степенной ряд по степеням л решения дифференциального 
уравнения (записать три первых, отличных от нуля, члена этого разложения)
у ' =  2л + у ^+ е * ,  у(0) = 1.

Решение
Искомое решение запишем в виде ряда Моклорена

y ( ; ) ^ . ,  + ̂  + ^ + ^  + . . .+ / " ( 0 )
2 ! 3!

л +. . .

у" = 2 + 2уу'+е* у(0) = 1
у '"  =  2 у ' '+  2 у и "+ у  '(0 ) =  2 - 0 +  1 + <?° =  2
................ ..........  у"(0) = 2 + 2-1-2 + 1 = 7
Подставляя найденные значения производных в ряд, получим искомое решение диф­
ференциального уравнения. 
у(л) = 1 + 2л + 3.5л^ + . . .  - искомое решение.
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