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Общие методические указания

Основной формой изучения курса высшей математики для студентов- 
заочников является с^ьмостпятельмоя ^лботд с учебниками, учебными 
пособиями, сборниками задач и упражнений, справочниками. Список 
основных и наиболее доступных их них приводится в конце пособия.

Изучение любого раздела курса следует начинать с комслекта 
устаяаеочмых лекций, соответствующих глав учебника, учебного пособия 
или руководства к решению задач, в которых имеется необходимая 
теория, приводятся расчетные формулы и решения задач по темам. После 
этого, по аналогии с решением типового варианта к контрольной работе, 
можно приступать к решению самой контрольной работы.

Номер варианта контрольной работы совпадает с двумя 
последними цифрами номера зачетной книжки (шифра).

/7дм еымзлисяыи контрольном роботы алебует ^рукабоЭстбОбаться 
слсоууоирдин трсбононмямм.'

1. Контрольная работа должна быть выполнена и представлена на 
проверку в срок, предусмотренный учебным планом.

2. Контрольную работу желательно выполнять в отдельной тетради, 
оставляя поля для замечаний рецензента.

3. Условия всех задач нужно записывать полностью, а их решения 
располагать в порядке номеров, указанных в заданиях.

-7. В конце работы надо указать перечень использованной 
литературы, поставить подпись и дату.

б. В случае, если работа «не допущена к защите», студент в этой же 
тетради должен исправить все отмеченные ошибки и недочеты и 
представить ее на повторное рецензирование.

В случае необходимости студент может обращаться за
консультациями к преподавателю кафедры, проверяющему контрольные 
работы в группе, лектору потока, либо к преподавателям, проводящим 
консультации студентов-заочников по графику, утвержденному на 
кафедре.
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№цтрйгШ учйЙМмЙ йрйй 
И н м е к ц

[. Функции нссксльхнх переменных. Определён не и ыачпшюпис частных 
произйодимх,

2. Полный дифференциал функции нескольких переменных и его 
применение в приближенных вычислениях.

3. Частные производные высших порядков. Теорема о равенстве 
смешанных производных.

4. Производная по направлению. Градиент и его свойства.
5. Экстремум функции нескольких переменных. Необходимые условия 

экстремума. Достаточные условия экстремума для функции двух 
переменных. Метод наименьших квадратов.

6. Определение и свойства неопределенного интеграла. Таблица 
неопределенных интегралов.

7. Замена переменных и интегрирование по частям в неопределенном 
интеграле.

8. Определенный интеграл как предел интегральной суммы и его 
основные свойства.

9. Определенный интеграл с переменным верхним пределом. Формула 
Ньютона-Лейбница.

10. Замена переменных и интегрирование по частям в определенном 
интеграле. Несобственные интегралы с бесконечными пределами.

11. Вычисление площадей и длин дуг кривых в декартовых координатах, в 
параметрическом виде, в полярных координатах.

12. Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши для 
дифференциального уравнения (ДУ) 1-го порядка. ДУ с 
разделяющимися переменными. Линейные ДУ 1-го порядка.

13. Структура общего решения линейного однородного ДУ 2-го порядка. 
ЛОДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами.

14. Структура общего решения Л ИДУ 2-го порядка. ЛИДУ 2-го порядка с 
постоянными коэффициентами со специальной правой частью.

15. Числовые ряды. Основные понятия (сумма ряда, сходимость, 
расходимость). Необходимый признак сходимости ряда.

16. Достаточные признаки сходимости ряда с положительными членами. 
Признаки Д'Аламбера и Коши.

17. Интегральный признак Коши сходимости ряда. Сходимость 
обобщенного гармонического ряда (ряда Дирихле).

18. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. Абсолютная и условная 
сходимости знакопеременного ряда.

19. Область сходимости степенного ряда.
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 3

Зя^яня^ 7. Найти неопределенные интегралы следующих функций:

1.

V. * х 7
6)

2.
a) J^3x^--^-+4V x + —j ^ ; б) j(2x"3)sm  4х <7ж.

3.
а)

/
б) j (̂x  ̂+ х)е^ <7х.

4. б) jx sm (2 x - 3)&*.

3.
a) j^6x^—— + 3т/х^— 6) j(4x-t-3)cos3x<%x.

6.
а) [^2х^--^"+ —+3^х 

\  х^ ^ 7
dy ; б) j*(3x-l)cos 2ха!у.

7.
а) + б) { (х -7 )е ^ а ^ .

8. а)
А  ^

б&с; б) j(x  -  4) cos Зх &-.

9.
a) ^ 4 x ^ + - " ^ ? - - ^ j ^ ; 6) J(2x -5 )e*  &.

10.
a) j^ 3 x ^ + ^ —т^х^— б) jln(x+2)a^.

П.
a) <%к; б) j(3x + 4) s in x ^ .

12.
a) Ĵ Sx*̂  + -^-- -  т/х^* + -^-^j й&с; 6) j(4 x -3 ) cos2x&.

13. \ rfr- 2 зГТ  4 3) a) J i 5х -У х  + ----- j аж; 6) J(3x + 5)sinx^r.

14. 6) J(8x -  2) cos4x<Tv.
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15.
a) j^5x^ — ^ + 4 V x ——jab ; 6 ) j ( ) x  t ) c ' ( Л .

16.
a) j^4.x^ — — +  -^ -jab ; 6) j(x + 3)sin2xab.

17.
a) -  +  -^-+3x^jdb ; 6)  J(2x + 4)cos6xab.

18.

V x^ л  J
ab; 6) j ( x -  6)sin^ab.

19. 6) J*(3x + 2)cos6x<b.

20.
6) f—̂-ab. 

 ̂ Vx
21.

2 f

"23Г

9.) + ab;

^b;

. A /.

6)J(4x-5)<?*^<%x.

б)̂ . J (6btl) .83S.^ (% K,, .. 

б ) : ] [ (2 х - й )й ! < Ь х '& . . ' : . . '

6 ) ^ V x l n b f : & . .24.
. )  f 6 s ; ' l

^ J
ab;

25.
, )  г Г з ^ - 4  +  6 ^ - 7 '

\  x ^  X,
ab ;

б) ^ (8 -x )^ "^  db.

26.
, )  j L s . ^ 7 , + ^ L ; 6) j^x + ^-jsm^j&.

27.
a ) jf"^ -  +  — - 2 ^ х ^  +  5x^

Vx"̂  X ;
^b; 6 )  ^ л - i j c o s ^ A .

28.
a) j^4^ifx^" —  - ^ " 3 x ^ j a b ; 6) ^ln(x + 4)ab.

29.
a) j^lOx^ +  3 -  -  -  -^ -j  ̂ ; 6) j(2x+ 3)^"^ab .

30.
6) J(x+2)cos^ab.
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Задание 2. Найти среднее значение издержек производства 
^ (л ) = ол^ + + с ; выраженных в денежных единицах, если объем
продукции х меняется от л; до зн единиц. Указать объем продукции, при 
котором издержки принимают среднее значение.

Вариант п 6 с л /
1 3 4 5 1 3
2 6 2 1 0 4
3 3 6 3 2 6
4 9 8 4 0 8
5 6 4 3 1 7
6 4 3 2 2 5
7 3 8 2 3, б
8 6 2 7 2 7

Определить запас товаров на складе, образуемый за п дней, если 
поступление товаров характеризуется функцией У (?) = + с.

Rap- 9 № п 12 13 14 15
я 12 3 15 9 6 3 12
а 2 6 4 4 2 2 4
с 3 7 1 3 10 8 2
и 2 3 5 4 6 3 3

Определить объем продукции, произведенный рабочим за п-ный час,

если производительность труда задана функцией У (?) -  -- -  - ,
с? + J

Вар. 16 17 18 19 20 21 22 23
и 3 1 2 4 2 1 3 4
<3 12 20 10 4 9 24 24 4

9 8 10 5 4 11 20 18
с 3 4 5 4 3 6 4 2
6? 2 1 3 3 1 2 3 7

Найти полные издержки производства, если объем продукции л = а 
единицам, а зависимость издержек от общего объема имеет вид
А? (л) = + сл" +
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Вар. 24 25 26 ....I r F " 28 29" 30 1
я 48 12 36 60 42 24 36
6 1 1 1 1 1 4 1
с 3 6 9 3 2 з .. !

-4 3 -2 8 -2 12 -10

Задание 3. Дана функция z - я У  + -  2яду + З&у + с, точка
4 № А вектор я = (7; ж). Найти:

1) эластичности Яд (г) и Я ̂  (z) в точке ,7
2) матрицу Гессе функции z в точке А и вычислить ее определитель;
3) градиент функции^ в точке А;
4) производную функции z в точке А по направлению вектора 

я = (/; /м).

Вар. я с
4

. Яй 
1

...."У...... /и
1 1 3 4 3

2 2 1 2 2. 1 4 -3
3 ' 2 3 1 . ) 2 -4 3
4 4 2 3 . 4 3 -4 -3
5 3 2 4" -1 ' -2' з' 4
6 2 4 3 1 -3 4
7 3 2 1 1 -2 3 -4
8 1 2 3 3 1 -3 -4
9 4 2 3 1 3 4 3
10 1 4 1 2 1 -3 4
11 4 1 2 1 2 5 12
12 2 4 3 2 1 5 -12
13 3 2 4 1 3 -5 12
14 3 1 2 3 1 -5 -12
15 1 4 2 -2 1 12 3
16 3 1 1 -2 -2 12 -5
17 3 2 5 3 1 -12 -3
18 1 2 3 2 1 -12 5
19 3 2 4 1 3 3 12
20 2 1 3 2 2 12 3
21 1 4 2 2 3 8 6

. 22 1 3 2 2 4 -8 6
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Вар. я б с X# 39 /и
23 4 3 4 2 -8 -6
24 3 2 1 4 3 8 -6
25 3 4 2 4 1 6 8
26 1 2 1 1 3 -6 8
27 1 2 3 3 4 -6 -8
28 3 2 2 1 1 4 3
29 1 4 2 2 2 3 12
30 3 3 1 1 3 6 8

&м)ямме 4. Производится два вида товаров, цены которых 
соответственно равны р; и . Функция затрат, связанных с производством
этих товаров, имеет вид С -  ях " + Аху + су", где х и у соответственно 
количества товаров первого и второго видов. Требуемся;

1) составить функцию прибыли и найти ее максимальное значение;
2) проверить известное правило экономики: предельная стоимость 

(цена) товара равна предельным издержкам на производство этого 
товара.

Вар. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 М
а 0,43 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,05 0,10 0,15 0,20
5 0,50 0,20 0,30 0,20 0,10 0,50 0,10 0,20 0,10 0,30
с 0,23 0,10 0,15 0,20 0,15 0,20 0,35 0,13 0,20 0,15
29 18 16 70 24 19 34 28 18 16 31

12 10 60 11 7 23 58 22 24 29

Вар. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
я 0,25 0,30 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
6 0,20 0,30 0,20 0,10 0,10 0,20 0,30 6,40 0,50 6,30
с 0,15 0,20 0,25 0,20 0,04 0,35 0,45 0,15 0,20 0,55

T9 49 48 17 11 14 24 33 20 37 19
Р2 J 38 45 41 9 7 30 45 14 29 17

Вар. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
я 0,15 0,20 0,23 0,30 0,35 0,40 0,17 0,33 0,10 0,12
а 0,20 0,20 0,10 0,20 0,02 0,20 0,20 0,30 0,20 одо
с 0,10 0,10 0,06 0,50 0,23 0,10 0,13 0,10 0,35 0,25

T9 9 14 10 9 18 11 21 31 6 6
T9... 7 10 4 17 13 5 16 14 12 19
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\3а<)ями<? 3. Найти величины сгщоса д и у на дча вида щвыря, иены 
которых соответственно равны р; и р^ , если иочребичель при 
ограниченном бюджете А* стремится максимизировать функцию 
полезности (функция Кобба-Дугласа)

"УЧ __Д2_
.уД1+Д2+1  ̂ где w некоторый параметр.

При найденном оптимальном спросе указать наибольшее значение 
функции 3Yx, у).

Вар- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
77 5 13 7 4 5 6 3 8 12 10
Рэ 9 7 13 6 15 11 15 11 8 20
АТ 640 328 600 200 600 832 400 460 800 660

3 2 1 3,3 3 2,3 2 1,5 1 0,5

Вар. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
...^  .. 7 12 14 10 7 14 И 20 4 15

Рз 8 10 12 8 15 10 9 16 7 9
К 30Q 448 800 792 720 590 560 1056 540 468
ж 1 1,3 2 2,5 3 3,5 3 2,5 2 2

Вар. 21 22 23 24 25 26 ...27.. 28 29 30
А; 11 8 10 21 7 6 13 6 4 6
й 10 14 12 18 9 19 12 6 9 18
ЛГ 795 988 544 480 954 680 1360 360 1104 918
й! 1,5 1,5 2 2 2,5 2,5 3 3 3,5 1,5

Зяйянме б. Выпуск некоторым предприятием промышленной 
продукции (У) по годам (У) характеризуется следующей таблицей:

! z  ' 1 2 3 4 5 6 7
} У (усл.ед.) 37 ...^ Уз 3<? Зг Зб 37

По методу наименьших квадратов составить лммейрую зависимость 
у = ах + Й, отражающую рост объема продукции за семь лет, дать прогноз 
по объему выпуска на восьмой год. Сделать чертеж.
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Вар. 17 № Уз 47 Уз Уб У?
i 6,3 - ,9 ,5 13,9 ИД 20Д 24,1 25,0
2 6Д 12,5 ИД 21,2 24,3 25,0 27,3.
3 6,2 9,8 12,1 16,0 20,0 23 Д 25,6
4 5,2 8,1 10,6 13,7 16,7 20Д 21Д
5 5,8 6,4 8,7 7,5 12,3 14Д ИД
6 5,7 8,3 9,2 9,4 12,8 13,0 14Д
7 7,4 8,1 9,9 10Д 13Д 12,5 14Д
8 3,3 6,2 9,1 ИД 12,7 14,3 16Д
9 10,0 15,6 17,2 18,4 19,4 20,5 22Д
10 16,1 17,4 18,5 19,3 20Д 21,9 23,4
И 14,7 ИД 17,2 16Д 18,3 19,5 20,3
12 12,1 13,6 14,2 И,4 16,8 ИД 17,8
13 13,7 ИД 14,2 16Д 16,4 17Д 17,8
14 12,6 14,5 15,2 17Д 18,8 17,3 19Д
13 13,2 16,6 16,3 17,4 18,8 19,3 20Д
16 18,2 20,7 19,6 23Д 31,4 27,3 32,3
17 19,5 21,4 20,2 24,4 32Д 28Д 34,3
18 16,3 18,6 17,5 21,3 25Д 23,4 29,4
19 17,0 ИД 20,1 22,4 25Д 21,6 24,7
20 19,4 22,7 26,2 24,3 27,7 29Д 26,8
21 18,1 21,0 25,4 23Д 28,4 26,9 ЗОД
22 20,4 61,6 116,3 168Д 198Д 204Д 253Д
23 10,7 ИД 11,8 12,4 12Д 12Д 14,3
24 10,2 12,3 13,4 14,8 13Д 18Д 19,6
25 10,9 12,4 12Д 13,9 13,0 16,8 ИД
26 13,0 14,1 14,8 16Д 16,8 18,4 17Д
27 14,1 14,9 16,4 17,3 18Д 18,7 20,8
28 11,8 ИД ИД 14,7 16Д 17,8 19,3
29 12,2 ИД ИД ИД ИД 15,7 Д7Д
30 10,4 11,6 и д 14,3 14,8 ИД 19Д
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Решение тикового варианта контрольной работы № 3 

ЗяАяниеА

При нахождении неопределенных интегралов следует использовать 
таблицу интегралов основных элементарных функций, свойства 
интегралов и формулу интегрирования по частям. Приведем некоторые 
формулы:

L [х̂ гАс = - +С, н ^ -1 .
 ̂ л + 1

2. [— =Ых! + С, х^О.

3. f—̂ — = iln}ax + Aj + C.

4. jsin х Фс = - cos х и- С.

5. jcosx6b; = sinx + C.
г 16. sin (ох + А) <%х - — cos (ах + А) + С.
 ̂  ̂ а
г 17. cos(ax+A)dx==— sin (ах + А) + С.
 ̂ а

8. =

9.
'' а

Свойства:

1. ja  _/*(х) Фг -  a j ,/(х) Фс, а  -  VcoaxT

2. {( / l  (х) ± /2  ( х ) ) ^  = J 7 i ( x ) ^ ± 7 2  (х) Фс.

Формула млшёариробанмя ио ^астням

j a (х)Ф?(х) = и(х) - v(х) -  jv (х)гйи (х) или более кратко 

jM6?T = и - v -
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Найти неопределенные интегралы:

1 2 j x ^ ^  = — -х^ +10in]x[-
3/5+1 ,.-4+1

+С^
+ 1 4 + 1

Зх^ + 10in[xj-"X ^^ + -^- + C = 3x^ + 10 in[x l""X -i/x^  + -^. + с .

2. { ^ + =
И = 111 X, = (In х) пж = —

X
, абг х"^ 1

х^ -*х' - 5  5х'

- in х
5х^

1 j !nx 1 r ^ _  inx 1
5xN  ^ 5 х ^ ^  х^ Зх^ 25х^

5 in х +1 + С.
2$х"

3. j(8x + 6) sin Зх а!х =
м = 8х + 6, d'M = (8х + 6 ) '^  = 8 й&с

1
tA? = sin3x<%x, г = Jsin3xd^ = — cos3x

8х + 6 rf 1 3 8х + 6 ^ 8 г , ̂ cosЗх-  J l - - c o s 3 x j - 8 ^  = - —у —cos3x + ^  jcos3x6&:

-  cosЗх + -sin3x  + С. 
3 9
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4.
и = Зх — 4, Ф  = (Зх -  4)'а% = 3̂ /у 

1
= r = j e   ̂ й&с = -5^"^^

= - 5 е " ^  - ( З х -4 ) -  J*^5e"^^)-3^  = -5(3x-4)<

+ t 5 j e " ^ ^  = (-i3x  + 2 0 )e ^ ^  -75<Г"^ + С = ( -1 3 х -3 5 )а ^ ^  + С;

-х/5 
1е +

-5(Зх + П)<Г*^ +С.

5. J)n(x + 8)d^ =
м = In (х + 8), сйм -  ———^  

х + 8
6fl?:=(%X, Т = j*&:-X

х - In (х + 8) -  <%у = л . }n (х + S) -  ff 1
 ̂ х + 8

x-ln(x + 8 )-  Г ..й&
^х + 8

х + 8
<̂х

= х 4п(х + 8) -  jd^ + 8 j*--^^"X- tn(x+ 8) -  х + 8)n(x + 8) + С = 

= (x + 8 ) ln (x + 8 ) -x  + C, х + 8>0.

-%шечйим^ 7. При интегрировании яет^рявмльных <эж?<?ф<зйческ-их 

фоб^м вида -  ̂  надо предварительно выделить целую и дробные
сх + df

части.

6. f ^ ± l ^ А  = ^ ^ ^ ^  +  + J 2 _ ^ -
 ̂ 2x + i  ̂ 2x + i 2х + 1 \  2x + lJ

= j*3^+ = Зх + 61nj2x + lj + С.
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Задание 2. Применение определенного интеграла к решению задач 
экономического содержания рассмотрим на примерах.

1. Найти среднее значение издержек 77(л) = 24т" + 6т + 8, 
выраженных в денежных единицах, если объем продукции л меняется от 
XI = 2 до л? = 6 единиц. Указать объем продукции, при котором издержки 
принимают среднее значение.

1 б  ̂ 6 i / ^
^  = j(24x^ +6х + 8 ) ^ = - ^ у Л ^  4 - х ^  +8х

=:1(8.бЗ + 3 -6  ̂ + з -2 ^ + 8 -2 )  = 2 -6 ^ + 3 -9  +
4 4

+ 2 -6 -2 -2 ^  -  3 - 2 - 2  = 432 + 27 + 1 2 - 1 6 - 3 - 4  = 448(^н.е&)

Определим, при каком объеме продукции л > 0 издержки принимают 
значение 448. Решаем уравнение А(х) -  448.
24л^+6л + 8 = 448, 24л^+6л + 8 -4 4 8  = 0, 12л^+Зл-220  = 0.
D = 3^ -  4 -12 - (-220) = 10569, VD = 102,81,

 ̂ _ -3 -1 0 2 ,8 1  105,81

Это значение л не подходит по смыслу задачи.

*2
- 3  + 102,81 

24
= 4,16 (ед. продукции).

Если объем продукции 4,16 уел. единиц, то издержки производства 
принимают среднее значение 448 ден. ед.

2. Определить запас товаров на складе, образуемый за 7 дней, если 
поступление товаров характеризуется функцией _/(?) = 12?  ̂ -  4? + 5. 

Запас товаров на складе обозначим А, тогда

7 7 7^2 4
+! = J / ( ; ) J ;  = j(12f^ -47  + 5 ) ^ ^ ^ . ^  +5?

о о ^ 3 2 .
= 4-7^ -2 - 7 ^ + 5 -7  = 1372-98 + 35-1309 (ед.продукции).



3. Определить объем продукции, произведенной рабочим за n-ый час,
если производительность труда задана функцией/(7).

, я7 + 6 , , . _ , ,д = 4, /(г) = ------- , я = 6; 6 = 4; с = 2; <7 = 1.
С? + 6?

, 6; + 4 (6/ + 3) + i 3(2; + 1)  ̂ 1 .у (0 = —— ' = ................. - ...............= з +
2; + 1 2/ +1 2%* +  1 2̂  + 1

Продукция, произведенная за четвертый час работы, т.е. за 
промежуток времени от ^ =3 д о ^ - 4 ,  определяется по формуле

^  Л  = А = У з  + = 3<j' + -  =
^2 ; + 1 ^  2; + lJ  ^  2 '  2? + l

—12 — 9 + — lnj2y +1] 

= 3,126 (усл.ед.).

= 3 + I ln (2 -4  + l) = 3 + I l n -  = 3 + 0,126= 
2 ^ 2 7

4. Зависимость издержек от объема продукции имеет вид 
Л (̂л) -  л^ + 9л -  6л. Найти полные издержки производства, если объем 
продукции равен а= 72  единицы.

72 72
7̂  = ^(л)б&г = ^(л^+9л*^-6л)й6: = ^ л \  9 3 6 2^—  + -Л  — л 

4 3 2^ ^  J  Z у

72

= 1-72^+ 3-72^ -3 -72^  = 18-72^+3-72^ -3 -72^  =21-72^ 
4

-  3 - 72^ = 3 - 72^(7 - 72 -1) = 15532 - 503 = 7822636 (ден.ед.).

Забянме 3. Пусть: я = 2; 6 = 5; с = 3; л^ = 2; у^ = 1;  ̂= 2; /и = 3.
Тогда

z = 2л^ + 5л^у + Злу^ -  4лу + 15у + 3, ^4(2;1), я = (2;3).
1. Находим чясязиые дроазеобд&^е первого и второго порядка 

2 = у  (л, у). При дифференцировании функции z по л переменная у 
временно считается постоянной; при дифференцировании z по у 
переменная л считается постоянной.

х^=6л^+10лу + 3у^—4у; zy=3x^+6xy —4л + 15;

z^.=12x+10y; z^,=10x + 6y —4; z ^ = 6 x .
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Вычислим значения функции и ее производных в точке А (2;1).

z(^) = 2-2^ + 5-2^ -1 + 3 .2 -1 1 -4 .2 -1 + 1 5 -1  + 3 = 16 + 20 + 6 - 8  +
+ 15 + 3 = 52,

z^(zl) = (6x^ +10ду + 3у2 -4у)! =6-2^ +10-2-1 + 3 -1 -4 -1  =

= 24 + 20 + 3 - 4  = 43,

л^(^) = (5л^ + 6 л у -4 л + 15)^ = 5-4 + 6 -2 -1 -4 -2  + 15 = 20 + 12- 

- 8  + 15 = 39,
z ^ (^ )  = (12л + 10у))^ = 24 +10 = 34, 

z ^ (^ )  = (Юл + 6у -  4)^ = 20 + 6 -  4 = 22, 

z^(zt) = (6x)^=12.

Эяясжйчяосжи функции z по переменным л иу в точке А равны:

2. Составим матрицу Гессе функции z в точке А и вычислим ее 
определитель

В данном случае gracf z (А) = 43 -  ̂ + 39 - у = (43; 39).

4. ЛроызеоЭмяя функции z = /(л , у) в точке А но нянрйелеяшо вектора 
п = (/; ж) вычисляется по формуле

= 34 -12 -  22^ = 408 -  484 = -76.

3, Гр<з<7м<?яж функции z в точке А -  это вектор
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-  - ^  (2!) - cos + z' (Д) - cos /3,
да

где направляющие косинусы cos а  и cos Д вектора а соответственно 
равны:

/ „ wcos о; =  :  ; cos о = " ... -.
# 7 7  # 7 7

Для вектора а -  (2; 3) в силу предыдущих формул получим

2
COS Й  ==

V4 + 9
cos/? = 3 3 = 0,832.

V4+9 Л з

Тогда

^ ^ -1 3  ^ ,3 9  ^ ^ 86 + П7
З а  уТз Vl3 Vi3

203
^ 3

36,302.

Так как производная положительна, то в направлении вектора а , при 
прохождении через точку А функция z возрастает.

Та^ааме 4. а = 0,25; д = 0,10; с -  0,40; = 13; ^2 * 26.
1. Стоимость всего товара равна Р = Pix + ^27  "^3* л 26у, а затраты 

на производство этих товаров составляют С -  0,25х" + ОД Оху + 0,40у". 
Следовательно, функция прибьии имеет вид
77(л,у) = Р  -  С = 13л + 26у -  (0,25*2 + едо^, + одоу^).

Исследуем функцию прибыли на локальный экстремум. Находим 
частные производные 77!Дх,у) и 77^(*,у) и приравниваем их нулю.
Получаем систему линейных уравнений

Г ДД (л, у) = 13 -  0,5* -  ОДу = 0, 
^77^ (л, у) s  26 -  ОДл -  0,8у -  0.

Решаем эту систему

J0,5x + 0,lly = 13, f5x+y  = 130, Jy = 130-5л,
(ОДл + ОДу = 26. ^  (л + 8у = 260. ^  (л + 8(130 -  5л) = 260.

-39л= 260-8-130 , 39л = 780, л=20, у = 30.
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Точка А (20;30) -  точки функции 77(л, у). Покажем,
что при л = 20, у — 30 прибыль будет максимальной.

Находим /7 ^ = -0 ,5 ; 77^, = -0,1; 77^, --0 ,8 . Составим мжидм^у
7+гсе для функции 77(л, у) в точке А

Так как det 77(4) = 0,5 - 0,8 -  0 ,f  = 0,40 -  0,01 = 0,39 > 0 и элементы 
матрицы 77(4), стоящие на главной диагонали, отрицательны, то точка А 
является точкой максимума функции 77(л, у ) .
77щах (20 ;30) = 13 - 20 + 26 - 30 -  (0,25 - 20^ + 0,1 - 20 - 30 + 0,4 - 30^) =
= 260 + 780 -  (100 + 60 + 360) = 520 (ден. ед.).

Таким образом, чтобы при заданных ценах д; и д ? получить 
наибольшую прибыль, надо произвести 20 единиц товара первого вида и 
30 единиц товара второго вида.

2. Предельная стоимость товара первого вида равна д  ̂ = 73 (ден. ед.), 
а предельные издержки на его производство составляют
С( (А) -  0,5 - 20 + 0,1 - 30 = 10 + 3 = 13 (ден. ед.). Предельная Стоимость 
товара второго вида д? =26, а затраты на производство
с;, (4) = 0,1- 20 + 0,8 - 30 = 2 + 24 = 26 (ден. ед.).

Таким образом, по двум видам товаров их лдеОальлая собиаОдеж 
с лдеДельмьша зотдоллмнс но юс лдомзеоОслюо.

3. Пусть: Д1 = 6; Д2 = 9; А = 780, ти = 5.
Считаем, что величины л, у, д ^  Д2 , А выражены в оиредеденных 
единицах.

Л!Д1 _ 5 6  30 15 Д2 9
Д[ + Д2 +1 6+ 9  + 1 16 8 Т?2 ^^ 16

Функция полезности в этом случае имеет вид

По условию л и у соответственно — количества товаров первого и 
второго видов, в которых нуждается потребитель (л > 0  и у >0). Общая 
стоимость этих товаров Д2л + доу = 6л + 9 у . В силу ограниченности 
бюдхсета потребителя величиной ТС = 780 должно выполняться 
неравенство
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6л + 9у < 780 при л ^ 0 и у > 0.
Итак, требуется найти наибольшее значение функции полезности 

7^(л,у) в замкнутой области, определяемой системой ограничений- 
неравенств

т а х ^ (л ,у )= = л ^ ^ -у ^ ^ ,
[бл + 9у^780,
^л>0,
^ > 0 -

Эти ограничения задают на плоскости лОу АО,-4В, внутри которого и 
на его границе будем искать точку наибольшего значения функции 
7^(л,у).

6л + 9у = 780 млм 2л + Зу = 260,
л = О, у = 86,7; л = 130, у = 0.

Находим точки функции 7^(л,у) из системы

[А^(л,у)^0.

-7/М
 ̂ 8 ^ 16
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Очевидно, что частные производные 7^ и 2 ,̂ одновременно не могут 
равняться нулю, т е,, 7Дл, у) не имеет слшулйлцрлыл точек внутри А6МД 
и наибольшее значение функция F(x, у) может принять только на отрезке 
,4Я

2л + 3у = 260, у = ——у*— если 0<л<130.

На отрезке функция полезности будет функцией одной 
переменной

2} .35/8
32

л '^ * (1 3 0 -л ) 9/М

Находим стй^лолдрлую точку функции F (r) -

32 16

^  - ^ * ( 1 3 0 - ^ 6

260-2-100 ^  л =: 100, у -----------------= 20.

(10(130-л )-3л )^

(1300 -  13л) = О 1300 = 13л,

В данной задаче оптимальный спрос на оба товара определяется 
значениями л = 100, у -  20 (рис. 1).

При этих значениях функция полезности имеет наибольшее значение, 
равное

max F(x,y) = F(100,20) = 1 0 0 ^s -20^  =
(л,у)€АОДВ

= 1 0 0 1 '^  . 2 0 ^ ^ ^  = 3623,413 - 5,393 = 30327,066.

Злйялле 6. Дана таблица значений л и у. Пользуясь методом 
наименьших квадратов, составить лилейную зависимость у -  <эл + 6. Найти 
у (8). Сделать чертеж.

л 1 2 3 4 5 6 7
—^22 12,7 ' 15,2 16,4 16,9 19,4 21,3 22,6



Параметры а и & определим, решив систему уравнений

<*-Х*? = X ^ t '
м  м  ;=i

^ 'Х ^ '  + 7 -*  = ХУ;-
L ;=i <=1

Составим вспомогательную таблицу

С)

Л; У; Л,У; л /
1 12,7 12,7 1
2 15,2 30,4 4
3 16,4 49,2 9
4 16,9 67,6 16
5 19,4 97,0 25
6 21,3 127,8 36
7 22,6 158,2 49

X 28,0 124,5 542,9 140,0

Составляем и решаем систему уравнений (*)

Jl40^ + 28^ = 542,9, fl40n + 286 = 542,9 
(28я + 76 = 124,5. ^  [ - 1 12а -  286 = -498,0. ̂

28ц ^44,9,
- 124,5-28я ^ = 1,6; 6 = 11,4.
о = ................

1 7
у = 1,6л +11,4.

Таким образом, рост продукции за семь лет характеризуется линейной 
зависимостью у = 1,6л +11,4.

Объем выпуска продукции за восьмой год

yg=y(S) = l,6-8 + ll,4  = 24,2.

В системе координат лОу изображаем точки А/;{л, ,у ;) таблицы и 
проводим прямую у = 1,6л +11,4 (рис. 2).
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Рис. 2

Таким образом, выпуск продукции за 1 год s возрастает на 1,6
усл.ед.
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 4

7. Найти общее или частное (если указано начальное 
условие) решение следующих дифференциальных уравнений 
порядка:

Вар.
7.

а)(л  е )<7х + (у + с ^ ) ^  = 0 ;б ) у ' y?grx = , у (0)=2 .
COS X

2. а )л у у '-у ^ = 4 ;  б )у ' + — л \ у ( 1 ) = 1 .
х 6

3. а) л ф  -  (у + !)d!x = 0, у(2) = 5; б) у ' + — = 2inx + 1.
л

4.
а )у = 2 ^ /у 1 п л , у ( е ) = 1 ;б ) у '-  = с^(л + 1) .̂

л + 1
5. a) у'/^л -  у = 4; б) лу' -  2у = л, у(1) = 1.
6. a )4 (y x ^ + y )(^  + j 5  + y^dx = 0; б ) у ' - ^  = л^, у(1) = - .

х 2
7.

а)уу ^ + 1 - 0 ;  6) * У 2лу-1, у (1)-5 .

8. а) (л^ + л)у' = 2у + 1; б) лу' -З у  = л^ + л, у(1) = 3.
9. а) (sin 2л + л) R&r + (cos 2у + у) ̂ (у = 0;

б )  лу' + 3у = л ^ -2 л ,  у(1) = 2.
10. а)(3 + е*)уу' = с*; б )л у '-3 у  = 3 -" 4 л -л ^ , у(1) = 3.
11.

= б )^у ' + 2у = 2 + 3л + л^, у(1)=3. 
л

12. a)x-Jl + y^&: + yVl + x^d^-0 ; б ) л у '- 2 у - л ^ + л ;  у (!)= 4 .
13. а) (2л -  sin 4л) абс + (4у -  ) ф* -  0;

б )  у ' -  — = л ^ -.2 л  + 3, у(1)=-3.
л

14.
a) y'cos^ л = у in у, yf б) л)^'+ 2у = л^ +л^. 

\ 4 )
15. a ) -W '- y ^ = 9 ;  б ) у '" - "  = -л ^ + 2 л - 3 ,  у(1)-=4. 

х
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16. а) (л + 1)Ду., (y + 2)<%c-0; б) y ' + ^ - ( л  +  1 ) \  y(0) =  -
л + 1 5

17. а) — Зл^)<^с — (sin2y — 4у^ =  0;
б )  л у '"4 у  =  л ^ + 2 л ^ "3 л , у(1) =  2.

IS. а)лу ' + 4у =  8 л -2 , у(1) = 0Д ;б )(4  + е^)уу'=е^.
19. а) у '  =  ^ - ^; б )л у '"3 у  = л ^ " 2 л ^ + 5 л , у (1)= -3 . 

л + 3
20. а )л ^ 4  +  у^&: +  у-^9 +  л ^ ф  =  0; б)лу' + Зу =  Зл + 4, у(1) =  6.
21. а )  ( л ^ " е " ^ ) й & С " ( З у ^ + 5 т З у ) ф *  =  0 ;

б )  у ' - - ^ r  =  ^ * ( *  +  2 f ,  ^(0) =  4.
Л +  2

22. а ) ^ ' - у ^ = 1 6 ;  б )л у '-3 у  =  л ^ -2 л ^ + 5 л , у(1) =  5.
23.

а ) л ф -  (у +  3)<^-0, у (2 )-1 3 ; б )у ' +  .
л

24.
^ ) ^ ( л ^ У  +  у )Ф * "-^ 4 + у ^ ^  =  0; б )л ^ у '"2 л у  =  1, у(1) =  5.

25. a) y y 'V l-л^ -  - J l  -  у^ =0 ; 6) лу' - З у  = 4л^ + 2л^ +  л, у(1) = 6.
26.

а )(л  +  3)у' =  у - 4 ,  у(2) =  14; б)лу ' +  2у =
л^

27. а) л ^  +  у ^ ^ - у ^  +  л^ф ^О ;

б )  л у '-4 у  =  л ^ -2 л ^ + 3 л , у (1 )--5 .
2S. . , 2 . ^  У  4у л ^ -З л  +  1 a )y c o s  л -у !п у , y ^ j  =  e ; 6 ) y + ^  =  ^ — ------ .

29.
а ) ( л + 1 ) ^  =  (у +  6)а^; б ) у '+ - ^ - ( л  +  1 ) ^ ,  у(2) =  - .

л +  1 2
30. а) (4л^ - s tn 3 y ) ^  = 0;

б) лу"+5у = 10л-4 , у(1) = 1.
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Зж)яии<? 2. Найти общее или частное (если указаны начальные 
условия) решение следующих дифференциальных уравнений второго 
порядка:
Вар.

1. a) у" + 4 у -0 ; б )у "-1 0 у ' + 25у = 0, у(0) = 3, у'(0) = -4; 
в) у" + 3у' + 2у = 0; г) у " + у '= (2д - 1) 2*.

2. а ) у " - у '- 2 у  = 0, у(0) = -1, у'(0) = 7; б )у" + 25у = 0; 
в) у" + 4у' + 4у = 0; г) y " -2 y ' + 5y=10cos2x.

3. в ) у '- 3 у ' = 0; б )у " -3 у ' + 2у = 0, у(0) = 2, у'(0) = 5; 
в )у " * 4 у ' + 13у-0 ; r ) y " - 2 y '- 8 y  = 12sin2x-36cos2x.

4. в) у ' + 7 /  -  0; 6) у ' -  6у' + Зу = 0, у (0) = 3, у'(0) = -2; 
в) у" + 2у ' + 5у = 0; г) у" -]2 у ' + 36у = 3 sin Зх.

5. в) у- -  toy' + 23у = 0; 6) у" + у' -  2у = 0, у  (Q) = 4, у'(0) = -2; 
в) у ' 2у' + Юу = 0; г) у " -З у '+ 2 у  = (34-12х)<Г*.

6. а)у" + 9у = 0, у(0) = 2, у'(0) = 3; 6)у* + 2у' + 17у = 0; 
в) у " - у '- 1 2 у  = 0; г) у " -6 у ' + 10у = 51е""^.

7. а)'у" + у ' -  6у = 0, у (0) = 6, у'(0) = -! ; б) у" -ь 8у' + 16у = 0; 
в) у" -  4у' + 20у = 0; г) у"+ 49у = 2соаЗл- 5sin3x.

8. а )у " -1 2 у ' + 36у = 0; б )у " -4 у ' + 5у = 0, у(0) = 2, у'(0) = 1; 
в) у" + 2 у '-3 у  = 0; г) у" + 6у' + 10у = 7 4 ^ ^ .

9. а)у" + 3у' = 0; б )у " -5 у ' + 4у = 0, у(0)=4, у'(0) = -2; 
в )у" + 16у = 0; r )y " -3 y '+ 2 y  = 3cosx + 7stnx.

10. а ) у " - 6 у ' + 8у = 0; б )у " -6 у ' + 9у = 0, у (0 ) - -3 , у'(0) = 2; 

в )у" + 4у' + 5у = 0; г)у" + 100у = 72е^'*.
11. а) у" -  2у' + Юу -0 ;  б) у"- 6у + 9у=(48х+8)

в) 4у" -  8у' + Зу = 0, у (0) = 4, у'(0) = 3; г) у" + 8у' + 16у = 0;
12. а ) у '- 3 у '- 1 0 у  = 0, у(0) = 7, у'(0) = -3; 6 )y '  + t6 y -0 ;  

в) у* + Юу' < 25у — 0; г) у" -  5у' + 6у -  3cosx + 19sinx.
13. а)9у" + бу' + у = 0; б )у " -4 у '-2 1 у  = 0, у(0) = -4, у'(0) = б; 

в) + У = ̂  г) у" + 3бу = 2 + 3 х -х ^ ;
14. а) у" -  6у' + 9у = 0̂  у (0) = 5, у'(0) = 2; б) у" + 4у' + 8у -  0; 

в) у" + 6у' -  7у = 0; г) у" -  у = -4cos х -  2 sin х.
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IS. а )у " -1 0 у '4 2 1 у  = 0, y(0) = 2, y'(0) = 3; 6 )y " -2 y ' + 2y = 0; 
в) у" + 4y' + 4y = 0; г) y" + 2y' -  24y = бсозЗл -  33sin3x.

16. a) y* + 6y' + 9y = 0; б) у" + 10y' + 29y = 0, у (0) = 6, y'(0) = -3; 
в) у" -  8y' + 7y = 0; r) y" + 6y' + 13y = -3 sin 2л.

17. a) y^ + 2y' + 26y = 0; 6) y" + 4y = 3sin Зл -  2 cosЗл.
в) y" + y ' -  12y = 0, у (0) ^ 6, y'(0) = -5; r) y" -  14y' + 49y = 0;

18. a) y ^ - 7 y '- 8 y  = 0; 6) y" + 4y' + 4y = 0, y(0) = 2, y'(0) = -4; 
в) у" + 4y' + 13y = 0; г) у" -  4y' + 29y = 7 sin 5л.

19. а) у * -  3y' -  4y = 0, у (0) ^ -1, у '(0) = 3; б) у" + 6y' + 13y = 0; 
в) у" + 14y' + 49y = 0; r) y" -  4y' + 5y = 2 c"^ .

20. a) y" -  8y' + 16y = 0; б) у" -  10y' + 16y = 0, у (0) -  -7, у '(0) = 3; 
в) у' + 25у = 0; г) у" + 16у = 8 cos 4л.

21. а) у " -3 у '-1 8 у ^ 0 ;  " 1 ) 7 ^ 2 у '+ 5 у  = 0,у(0) = -3 ,у '(0 ^ 6 ; 

в) у" -1 6 у ' + 64у = 0; г) у" + 9у = (2л -  5 )е^ .
22. a) -  2у' -  15у = 0, у (0) = 4, у'(0) = -5; б) у" -  6у' + 34у = 0; 

в) у"-1 8 у ' + 81у = 0; г) у " -1 2 у ' + 40у = 3 с ^ .
23. а) у" + 6у' + 25у -  0; б) у" + 2у' + у = 0, у (0) = 3, у '(0) = -4; 

в) у" + 4 у '-  12у- 0; г) у" + 4у - 2 з т 2 л  + Зсоз2л.
24. а ) у " -6 у ' + 8 у -0 , у(0) = -4, у'(0) = 3; б)4у" + 4у' + у = 0; 

в )у" + 10у' + 2бу = 0; г )у "  + 2у' + у = 4 е ^ .
25. а)у" + 81у = 0, у(0) = 9, / ( 0 )  = -8; б )у " -8 1 у  = 0; 

в) у" +18у' + 81у = 0; г) у" - 8 у ' + 12у = Зл^ + Зл -1 .
26. а )у " -1 8 у ' + 82у = 0; б ) у ^ 3 у '  + 4у = 0, у(0) = 4, у'(0) = -5; 

в) у" -  4у' 4- 4у -  0; г) у" + 8у' + 25у -- 1 3 .
27. а) у" -  Зу' -  4у = 0, у (0) = -3, у'(0) = -4; б) у" -  6у' + 10у = 0; 

в) у" -2 0 у ' + 100у = 0; г) у " -9 у ' + 20у = 3 с "^ .
28. а)у" + 8у '+23у = 0, у (0 ) - -1 0 , у'(0) = 13;б)9у" + 3 у '-2 у  = 0; 

в) у^ -18у ' + Sly = 0; г) у" + 2у' + 37у -  5л" -1 .
29. а)6у" + 7 у '- 3 у  = 0, у(0) = 7, у'(0) = -^; б )4 у " -4 у ' + у = 0; 

в)у" + 100у = 0; г)6у" — у '" у  = 9<?̂ .̂
3$. а ) у ' + 12у' + 3 6 у -0 , у(0) = 8, у'(0) = -Ю ;б )у " -3 6 у  = 0; 

в) у" -  12у' + 40у = 0; г) 2у" + 7у' +3у = 4cos3x.
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&м)анд<еМодель роста, выпуска продукции в условиях конкуренции. 
Производится некоторая однородная продукция. Пусть у (V) - количество 
продукции, реализованной на момент времени f по цене р (у ), где р  (у) - 
убывающая функция, т.е. с увеличением объема продукции на рынке цена

на нее падает: —  < 0. Полученный на этот момент времени доход составит
ф

р (у) - у (?) (уел. единиц). Часть дохода, равная 7(?) = w - р  (у) - у (?), где
/н -  норма инвестиций, 0 < я? < V, расходуется на инвестиции в 
производство реализуемой продукции.

В результате расширения производства будет получен прирост 
дохода, часть которого опять инвестируется для расширения выпуска 
продукции. Это приведет к росту скорости выпуска (акселерации), причем 
скорость выпуска пропорциональна увеличению инвестиций: 

1
у'(?) = 7 - 7(?), где -  - норма акселерации.

7
Требуется.'

1. Составить дифференциальное уравнение, являющееся 
математической моделью роста выпуска продукции в условиях 
конкуренции, если у  (у) -  л -  Ту, я > 0, 7? > 0;

2. Найти решение полученного уравнения, удовлетворяющее 
начальному условию: у = Уо при ? ^ 0;

3. Указать временные границы прогрессирующего роста выпуска 
продукции (эластичность спроса) и границы замедления (насыщения) 
роста выпуска (неэластичность спроса);

4. Построить найденную интегральную (логистическую) кривую, 
указав ее точку перегиба;

5. Указать предельный объем производства.

Вир 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
а 60 15 30 20 45 42 24 18 40 30
& 6 3 3 5 5 3 4 3 5 2
я: 0,1 0,4 0,1 0,05 0,2 о д 0,5 0,5 0,5 0,5
7 0,1 0,5 0,3 0,4 0,1 0,25 о д ОД 0,5 0,04

№ . 2 1 2 1 3 2 1 1 2 3
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Вар. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
я 50 60 16 100 48 72 56 50 23 56

__6
7Л

5 10 2 5 6 6 4 5 5 8
0,4 0,2 0,5 0,02 0,03 ОД 0,02 ОД 0,4 0,05

/ 0,05 0,05 о д 0,03 0,2 0,05 0,2 0,4 ОД ОД
Уо 2 2 1 4 1 2 3 3 2 2

Вар. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
я 36 75 39 100 27 33 42 36 56 72

4 3 3 4 3 3 6 2 7 8
7Н ОД ОД 0,2 ОД 0,02 о д 0,2 0,2 ОД ОД
/ 0,3 0,04 ОД ОД 0,3 0,02 0,03 о д 0,04 0,05

2 5 4 5 2 4 1 2 2 3

Модель рынка с прогнозируемыми ценами. Даны 
зависимости спроса D = D(7) и предложения 5? -  6*(/) от цены р  = р Д) на 
однородный продукт рынка:

^ )  = ^ р " " Д р '  + ^1Р + ^ы (1)
3*(?) = ̂  Р" + Д Р ' + ^ р  + ^2 > (^)

где о:,, ан, Д, ^2 , , 3i - заданные действительные числа.
Т е̂буетися.*

1. При равновесном состоянии рынка составить его математическую 
модель;

2. Найти частное решение полученного дифференциального уравнения, 
выступающего в качестве модели рынка, удовлетворяющего
определенным начальным условиям;

3. Запрогнозировать цену продукта на рынке для момента времени
Вар. (Х] <*2 д Я; Й2 bi *2 P f0 Р'(0) 0

1 1 2 3 -2 8 25 -5 4 1 1,2
2 3 4 4 -16 25 SO -43 6 2 0,6
3 2 3 2 10 15 12 -3 4 -1 1,3
4 4 5 1 9 19 20 -10 3 -3 1,5
5 1 2 5 6 40 70 2 3 1 0,4
6 2 .3 6 -20 25 86 -4 5 2 0,7
7 3 4 3 .4 9 15 -11 4 -2 0,8
8 4 5 5 -13 16 30 -28 3 3 0,4
9 1 2 6 -13 27 120 40 4 -1 0,2
10 2 3 1 3 8 25 -5 3 -2 1,5
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Вар. <*2 Д *1 *2 7 ^ D(0) 't
11 3 4 2 -13 16 56 -31 4 20 1,5
12 4 3 4 3 20 18 -16 4 18 0,8
13 1 2 3 -2 16 13 -5 4 38 0,9
14 2 3 3 -17 24 53 -27 3 10 0,3
15 3 4 6 -9 28 101 -10 6 20 0,25
16 4 3 1 16 18 17 1 10 24 1Д
17 1 о 2 10 18 28 4 6 32 1,3
18 2 3 4 -6 14 29 -11 4 26 0,7
19 3 4 2 10 23 20 -19 4 12 1,2

Вар. ^1 <Х2 д <0 *1 4 3(0)

20 4 5 3 10 36 31 -21 7 16 0,4
21 1 2 6 -20 32 40 -12 4 15 0,3
22 2 3 1 7 24 36 2 3 10 1,3
23 3 4 3 1 26 30 -70 6 28 0,4
24 4 3 4 -8 17 60 10 3 40 0,5
25 2 3 4 3 35 56 -40 4 36 0,6
26 3 4 6 -14 47 60 -62 4 16 .0,3
27 4 3 5 -19 31 70 -30 3 30 0,25
28 6 7 3 -14 20 100 32 4 8 1,2
29 1 2 2 5 25 45 5 3 12 1,4
30 4 5 1 12 38 80 -24 5 26 1,2

-ЗяДаямй 3'. Исследовать сходимость числовых рядов :
. я=1

Вар. а)и„ б) и„ Вар. а)и„ б)ы„
1. 2 " -и! 1 5. Зй^+4 Й

л ' Ил/й 2" лД+1
2. з " У ^

и!
1 6. 7д + 1 й

(и +1) 1п(н + 1) 5" 5дЗ+2

3. 4" 2и + 1 7. Зн + 2 1
(й+2)! й ^+ 3 . (й + 1)! м^-Уй

4. дЗ+ 1 1 8. (я + 2 /  
6"

й

4" (и + 4)-Уй дЗ+3
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Вар. а)ы„ , б)и„ Вар. а) Мл 6) Мл
9. я(я + 2 ) " я ^ + я 20. 3Я+1 4я + 1

4" я^+ 1 7 " -я " и ^+ 2
10. 5" 1 21. 3""* 1

\/и-я! л/я^ + 2я 5"-я2 (я+2)1п(я+2)

11. 4" и" Зя + 2 22. З^-Уи + 1 2я + 7

я! я ^ + 6 (н + 2)! т/и^+З
12. 2" я ' 23. я^+3 1

5"(2и+!) лР+5 3" 4и+л/я

13. 4я + 3 1 24. 5" я + 2

6" (я+1)1п^(я + 1) 4"(6я+3) и^+3

14. 3"^' я 25. 2"+' 1

- (я + 2)! я ^ + 2 я-(я  + 2)! (я + 1)1п^(я+1)

15. Зя + 7 5н+1 26. я ^ + 7 я Зя+ 2
8" я^ -Уя 6" Ил/Й + 1

16. я + 7 2я + 1 27. ^ 6 " я
(я + 1)! Ял/я + З (я + 1)! (2я+1)(Зя+2)

17. 4" я + 1 28. н ^ + 4 1

7"(Зя + 1) т/и^+5 2"* 1̂ 6 + 8

18. я^ + З я+ 1 1 29. я^ +Зя+2 я + 5

4" 6н + л/и уЯ (я + З )^

19. 5н + 3 л + 6 30. 2"V ^ 1
6" я*+1 (я + З)! я ' ^
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Зарянке 6. Исследовать знакочередующийся ряд (-1)"  ̂м„ на
№=!

абсолютную и условную сходимости. Вычислить приближенную сумму S 
этого ряда, заменив ее n-ой частичной суммой А',,. Оценить абсолютную 
погрешность }r„j такой замены.

Вар. 1 2 3 4 5
л л +1 л + 7 Зл + 2 6л + 3

6ц2 +7 -++к 6" л-Ул + 1 4"
л 4 5 3 4 3

Вар. 6 7 8 9 10
и„ л + 6 2л + 3 и Ул л л  ̂ + 2н + 3

л"* +8 л^ + 5 5" 5н^ +2 4"
л 5 3 4 5 4

Вар. 11 12 13 14 15
" я Л Зл + 2 4я 1 л ' 1

л^ + 4 л! 6" л^ +3 -\/л*̂  + 2л
И 3 3 4 3 3

Вар. 1$ 17 18 19 20
Ил 2л + 7 5л + 3 5 л + 1 2" 2л +1

л*̂  + 4 л " - ^ (л + 2)! л^ +2
Л 6 5 3 4 3

Пир- 21 22 23 24 25
Ил 4л + 3 л + 5 л + 3 Зл + 2 л^ + 3

2" ( л + 1)3 Ул^ + 2 э/л + л
Л 4 5 3 6 4

Вар. 26 27 28 29 30
Ил л (л + 2) л^ + Зл Зл +1 л^ +3л л + 6

3" л ' +8 л^ +4 . 5" л!
Л 3 4 3 3 4
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X Найти область сходимости степенного ряда

Х<2„ (л -х о )" :

Вар. 1 2 3 4 5
<*н л 2л + 1 2" - л и л +1

3" н^+4 4" (2я-1)^ 4"
ло 1 -4 2 3 -1

Вар. 6 7 8 9 ю
Ян л + 5 Зн + 4 л 2л-1 н + З

дЗ+3 (л + 6)^ (Зл+1)-4" 3"-(л+1) 2"

Ло 3 -3 -4 3 -6

Вар. 11 12 13 14 15
Ян 4л + 1 л я^+3 8л + 5 л

л^+5 (л + 2) - 3" з " ^ Т л -4" 4 л ^ -3
ло -2 -4 ] -5 2

Вар. 16 17 18 19 26
Ян л 2л-1 2и + 1 л л

(Зл + 1)-5" 4" и^+ 4 (6и + 1)̂ л '+ - ^
Ло 4 -3 5 3 -1

Вар. 21 22 23 24 25
Ян Зн + 2 

л-5"
л + 4 5л + 3 2н + 5 л

л - (л ^ + 1) л-4" (л + 1) - 4" лР - 2
ло -4 2 5 1 -5

Вар. 26 27 28 29 30
Ян З н ^ -2 Зл + 2 5л + 1 л 2и + 7

л^+1 6"V^ 3" 7"(Зя-1) 3"V^'
ло -2 -4 3 4 -3
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Решение типового варианта контрольной работы № 4.

.Уйбамие У. Дифференциальное уравнение (ДУ) исреоао порядка имеет

вид у' -  Д(л, у) или У (л, г) ̂  + g (л, у) ф- -  0, где у ' = — , у -  искомая
сйг

функция от переменной л, у ^ у (л).
Процесс решения ДУ называется его интегрированием,
а) ДУ с р#зЭёляюы%мл%ися лсраменимжи имеет вид

/l(A -gl(y)<&  + A ( * W 2 ( A ^  = 0,
А (л) - (у) = -А  (А'У? (у) Ф-

Пусть gi(y)^=0 и А (А ^ 0 -  Разделим обе части уравнения (1) на 
произведение А  (А ' У1 (у), получим ДУ с перемел лььим

А  (А ^t(y)
(2)

Равенство (2) означает, что дифференциалы двух функций равны,, 
значит сами функции отличаются лишь на постоянное слагаемое. 
Интегрируя равенство (2), получим общее решение или общий интеграл
ДУ(1)

г А А) 
V 2 (A

бл = - j*'Я2 (у) + С, С -  Уеоил/.

Пример 1. Проинтегрировать ДУ

y '- s m ^  = y ln y  с=> з т ^ л - "  = уЫ у s in ^ T -^  = j/lnyJ^.

Разделим переменные и проинтегрируем обе части равенства 
& -  ^  f ^  г ^ < - Д 1пу)  ̂ ^

8Ш^л У ^У  з т ^ л  у!ну  ̂ 1иу А т ^ л

Inj)nyj = -c^gx + С - обитым ллшеер^и исходного ДУ, где С -  Усо;мГ.

Пример 2. Найти чйстнлое решение ДУ (2л + 1) бу -  (у + 4) ббг = О, 
удовлетворяющее условию у (4) -11.

Разделяем переменные
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= in jc - + ij => у  + 4 = Сл/2л + i у  = C j2x  + 1  - 4  - оби^ее ^м внле
данного уравнения.

Определим постоянную С так, чтобы выполнялось начальное условие 
У(4) = 11-
11 = СJ 2 - 4 т 1 -  4, 1 1 = ЗС -  4, ЗС = 15, С = 5. Получаем чясжлое 

данного уравнения в виде у = 5л/2л+1 -  4.
б) У7илемлоб ДУ 7 ицрябко относительно функции у = у (л) и ее 

производной у ' имеет вид

где р(л) и ^(л) - заданные непрерывные функции.
Заменой у = и (л) - v (л) решение ДУ (3) сводится к решению двух ДУ 

с разделяющимися переменными.

удовлетворяющее начальному условию у(1) = 4.
Находим общее решение уравнения (4) с помощью замены 

у = м(л)-у(л), у' = ы'(л)-т(л) + м(л)-т'(л). Подставляем эту замену в 
уравнение (4)

у' + У(л)-У = <?(-х)> (3)

(4)

л л
f  2 „

и -т + к т + — = —  4л. 
^ л J л

Функции v (л) и и (л) определяем из условий

м'г = —

Л МА Jt у л;

= м у = in
1
.3 .3 *

зз



и '-v -  —-4 х , м '--г- = " - 4 х ,  и' = 2 х ^ —4х^,. ^и=(2х^-4х^)е& , 
x ^

и -  J(2x^ - 4 x ^ ) ^  = ̂ x*  ̂ --^x^ + 3̂- 

Общее решение ДУ (4) имеет вид

У = И-Т, у = -" ^ -[ -Х ^ --Х ^ + С
x 'U  5

С 2 4 2У = + ------ 3+ (J^ .y  СОНЗ/.
х^ 3 5 ^

Определим С из начального условия у (I) = 4.
. ^ 2 4  ^ . 2  4 60-10  + 12

3 5 3 5 15
62
15'

62 2 4 1Искомое насшнае решение имеет вид у = — — ч--------л .
15х^ 3 5

Лябянме 2. Общее решение линейного однородного 
дифференциального уравнения (ЛОДУ) второго порядка с постоянными 
коэффициентами

у" + ру' + у -у  = 0, р,% = со?мТеЛ, (5)

имеет вид у -  С; -уДх) + С2 - у? (х), где у ^ (^ )  " Два частных линейно

независимых решения уравнения (5). Если сделать замену у=е**, 
А -  еонвГ, получим харакшернешическое урае^/енме для ДУ (5)

Â  + p-A + g = 0. (6)
Решаем уравнение (6). Возможны три случая: D = р" -  4д > 0,

0  = 0 и D <0. Общее решение ЛОДУ (5) в каждом случае имеет вид:

1 . D > 0, А] + ^2? у — +С2^ ^ ,  C i,C 2 -Vco%y?.
2. D = 0, A i=^2, y = C ie ^ + C 2x e ^ ,
3. D < 0, А = аг±^Д, y = C^e^^cos^x + C2e^^sin ^x .

Пример 4. Найти общее решение следующих ЛОДУ: 

а) у" + у ' — 56у = 0; б) у " -  16у' + 68у = 0; в) у" + 16у' + 64у = 0.
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„Ах
а) у" + у '- 5 6 у = 0 .

С помощью замены у = приходим к характеристическому 
уравнению
А̂  + А -5 6 = 0 , D = l -4 - ( -5 6 )  = 1 + 224 = 225,

А- 1+15
1,2 , At 1-15 = "S, А, 1 + 15 7.

Обмщс ДУ есть:
y = C ic"^  +€*2^ * ,  где Ci, С2 -Vconxl.

Если надо выделить частное удовлетворяющее начальным
условиям, например, у (0) = 5; у '(0) -  - 10, то находим у '(л ),

y'(x) = - 8Cie"S* +7С2<?7*.
Далее составляем систему уравнений для нахождения С? и С?.

у(0)=5, [С ,+ С х= 5 , ^ [ C 2 = 3 -C i ,
у'(0) = -10. ' 8С1 + 7С2 = -10. [ -  8Ci + 35 -  7Ci = -10.

fC 2 = 5 -C ,,
< =+ C) = 3, C-i = 2.
[-15C, =-45. *

Ч л с ; и н о е и м е е т  вид у = 3 + 2 .
б) у" -  16у' + 68у = 0.

А^-16А + 68 = 0, (А - 8)^ + 4  = 0, (А -8 )^ = -4 , 
А -  8 = + у -  4 = + 21, Ai 2 = 8  + 21, or = 8, Д = 2.

Общее усьисяие данного уравнения запишется в виде: 
у = cos 2л + С2 <^* sin 2л, где Q , С2  -  V

в) у" + 16у' + 64у = 0.

А̂  + 16А + 64 = 0, (А + 8)^ =0, Ai 2  — "8.
Общее решение

y = C je"^  + С2 ле"^*, где Cj,C2  -  Усотмб
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Общее рем/елме лилемлязо леябляряблязя ДУ

у" + ру' + ^у = /(л ), где p n g  -сожУеТ?, состоит из общего решения 
у (л) соответствующего однородного уравнения г" + ру' + ду -  О и 
некоторого частного решения у* (л) данного ЛНДУ, т.е. у = у(л) + у* (л).

Частное решение ЛНДУ в случае, когда /*(л) ==Д, (л) <?"**, где ДДл) - 
многочлен степени < н и гу = соду/ или / (л) = Л cos Д л + Л sin Д л, 
Л , Л и Д- известные сяжУ е У, будем искать методом неопределенных 
коэффициентов.

Пример 5. Найти общее ремелме ЛНДУ

у " -4 у ' + 3у = 5ле

у = у(л) + уДл).

у(х) = ? у " -4 у ' + 3у = 0, А^-4% + 3 = 0,

^1,2 -
4±лДб^12 4 ± 2

* i= l; ^2=3.

у(л) = С ^ ^ + С 2е^^, С^, Со -  УеожУ.
у*(л) = ?, / (л )  = 3ле Д (л) = 5л, я  = -1, yy^&i,

Будем искать у^ (л) в виде у* (л) -- (ял + 5) е"^, где я и б -  
неопределенные пока коэффициенты, подлежащие вычислению. Найдем 
у*(л) = яе"* + (ял + &)<С* - ( - 1) = е " ^ (я -я л -б ) ,

у̂< (л) = -е"^ (я  -  ял -  б) + е"^(-я) = -е "^ (я  -  ял -  б + я ) -

= -е"^(2я- ял-б).
Подставим у*, у* , у* в исходное уравнение 

у* -4у* + 3у^=5ле"^.
Получим

- е ^ ( 2я -  ял -  б) -  4е"^(я -  ял -б ) + Зе"^(ял + б) = 5ле"^. 
Сокращаем на и приводим подобные

-  2я+ ял + б — 4я + 4 ял + 4/? + Зял + 36 = 5л, 
8ял - бя + 86 = 5л.
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях л 

8з  = 5, ^
6а + 86 = 0.

8
^ 6 _ з ^ _ з  з _ и

" 8 ^ " 4 ^ * 4  8"32*
5 1 5 ) -*
8 32J.

Часжяое имеет вид у^ (л)

Об/цсе исходного ДУ есть

у(л) = С^"^ С ^С 2 "Уеош^,

Пример 6. Найти обм/еа рсменпс ЛНДУ.
— + Зу = (8л -  4)е^.

у = у(л) + ^ (л ) ,
у(л) = С^е^ т.к. соответствующее однородное ДУ осталось тем
же.

Ищем частное решение .у*(л); /*(л) = (8 л -4 )е^ , Д (л) = 8л -  4, 
or = 1 = ^ , поэтому
у*(л) = л(ох + 6)е* = (ол^ + 6л)е^,

у^ (л) = (2ол + 6)е^ + (ож  ̂+ 6л)б^ = е^(ог^ + 2ож + 6л + 6),

у^ (л) -  (ал^ + 2ол + 6л + 6 + 2ал + 2а + 6) = ̂ ^(ал^ + 4ол + 6л + 2а + 26).

Подставим выражения для у*, у* , у* в левую часть исходного 
уравнения
<? (̂ол  ̂+4ал+6л+ 2а + 26)-4е*(ол^ + 2йл+6л + 6)+3(лх^ + 6л) =

= (8 л -4 )й \
Сокращая на и приводя подобные, будем иметь 

— 2л + а  -  6 = 4л -  2.
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях л
л - 2 а  = 4, 1 fa = -2, 

л° a - 6  = - 2 .J (6 = а + 2 = 0.

Часмкас решение у* (л) = - 2л ̂
бба^гг исходного уравнения имеет вид

у (л) = Q е* + -  2л^е^, C t, Сз -  УсомУ.
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Пример 7. Найти оби^ее решение ЛНДУ у" -  6у ' + 9 т = 4е "̂' .
у = у(х) + у^(х).

у (х) = ? у " -  бу' + 9у -  О, А̂  -  6А + 9 = О,
(А -3 )^= 0 , A ^ = 3 ^ y ( x )  = Q e ^ + C 2x e ^ .  

у * = ?  /(х) = 4-е ^ , Д)(x) = 4,Of = 3 = A^=A2 =>
^>уф(х) = х^ -й-е*^^.

у* = 2хйе^* + 3йх̂ е*̂  ̂ = йе^ = йе^(2х + 3х* )̂, 

у* = йе^(6х + 9х^ + 2 + бх) = йе^(9х^ + 12х + 2), 

у* -буФ + 9у*=4е^^,
йе^(9х^ + 1 2 х + 2 )-6 й е ^ (2 х  + Зх^) + 9 й е ^  -х^ = 4 е^ .

Сокращая на е^' и приводя подобные, получим 2<з = 4, я = 2 . 
Следовательно,

y^(х) = 2х "е ^ , у(х) - е ^ (Cj У CgX + 2х^), С^,С2 -  VсонхУ.

Пример 8. Найти оби^ее решение ЛНДУ

у" - 6у' + 10у = 3cosx — 4sinx.
у - у ( х )  + уф(х).
у(х) = ? у " - 6у' + 10у^0, А ^ - 6А + 10 = 0,

б i  -У— 4D = 36 -4 0  = -4,

2 = 3 + i, or = 3, Д = 1 .

6 + 2i 
2 '

; = -  .ММИМЯЯ ебИИИ̂ Й.

у (х) = С^е^ cosх + С2 %^ sinх, С2 -  Vеоих^.
у*(х) = ? /(х )  = 3 co sx - 4sinx y^(x) = ncosx + 6sinx, и и б -п ока
неопределенные числа.
у* (x) = -a sin x  + 6cosx, у* (x) = -% cosx-6sinx.

у* — бу^ + 10уф = 3 cos х — 4sin х,
-  й cos х -  б sin х + 6 й sin х -  66 cos х + 10й cos х +106 sin х = 3 cos х — 4 sin х.

Приравниваем коэффициенты при cos х и sin х .
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cos л 9й -  6̂ ? = 3, 
6й + 95 = -4.

Зй —25 = 1, 
6й + 95 = -4.sin л

- й " 6 5  + Юй = 3,1 f
- 5  + 6й + 105 = -4.j [

<

1 + 25й - - ------,
3

1 + 25 -
6 - —  + 95 = -4.

3

а = 1 + 25 й = 1 + 25

2 + 45 + 95 = -4. 135 = - 6.

12
13

1
39'

Чйс/ннй^ у* (л) -  ̂  cos л — ̂  sin л.

^еженме данного уравнения имеет вид 

у = С)е^* со5л + С2б ^  з т л +  ̂ с о 5 л -^ 5 И 1 л , С^С^-УсонлУ

Пример 9. Найти збы^е^еш<?яме ЛИДУ

у" + 25 у = cos 5 л. 
у = у(л) + у^(л).
у(л) = ? у"+25у = 0, 5^+ 25  = 0, А ^=-25,
A ,2=±V ^25=±5/; <л=0, Д = 5.

у (л) = cos 5л + sin 5 л, С ^ С ^ -У  сомУ.
у^ (л) = ? У (л) -1  - cos 5л + 0 - sin 5 л г=> у* = л(й cos 5л + 5 sin 5л),
й и 5 —соил?
у^ = (и cos 5л + 5 sin л) + 5л (-й  sin 5л+ 5 cos 5л),

у^ = 5 (-й sin 5л+ 5 cos 5л )+5 (-й sin 5л+ 5 cos 5л) + 25л (-й cos 5 л -
-5sin5x).

Выражения для у*, у* подставляем в исходное уравнение 

у* + 25у* = cos 5л.
10 (-#sin 5 л + 5cos 5л) -  25 л (й cos 5л + 5 sin 5 л) + 25 л (й cos 5л + 5 sin 5 л) =
= cos 5 л.
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10 ( -a  sin 5л+ 5 cos 5л) = cos 5л.
Приравниваем коэффициенты при sin 5л и cos 5л.

cos 5л 106 = 1, 1 f6 -  ОД, 
sin 5л — 10я = O.j (я = 0.

решение у* (л) = 0,1л sin 5л.

у (л) = Q  cos 5л + С*2 sin 5л + 0,1л sin 5л, Ci — VcwasT.

^йбянме 5.
1. Искомое дифференциальное уравнение в общем виде есть 

/(? )  = / - w - ^  (у) - у (?), р  (у) = я -  6у,
у'(?) = /г и (я -6у)-у.

Все величины в правой части уравнения (7) положительны у'(?) > 0, а 
значит, функция у (?) > 0 - бозря<жяю:дяя.

Пусть а = 76; 5 = 19; m = 0,4; / = 0,05; у о "1 . Подставим данные в

2. Уравнение (8) -  ДУ с разделяющимися переменными. Разделяем 
переменные и почленно интегрируем

ДУ(7).
у'(?) = 0,05-0,4(76-1 9у)-у ,

^  = 0,33(4-у)у.
а? (8)

( у - 2 ^ - 4
^ ( у - 2)

-Jo,38t/?

ДУ (8) имеет вид
л + а

+ С, Jy? = ? + С, то общий интеграл

Обозначим произвольную постоянную по-другому: 
4Ci=lnlc[, С ^ 0, С еЯ .
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Выпишем общее решение ДУ (8) в виде In у - 4 = -l,52?-lne + lnlCl

У -4 = С ,-1,52;. Се 4,32;. ^ = i - c r ' ^ ' .
у

Функция у - -------- ГГ52Г '  обм^ее решение ДУ (8), называется [15]
1 -  С е " '

^уяк^мей сн^бженмя (доамстикц).
Из начального условия у^ = 1 или у(0) -1  определим С

1 -С
, 1 -С  = 4, С = -3.

Получим искомое частное ̂ еменме ДУ (8)
4

1 + Зе
(9)

Кривая, заданная уравнением (9), называется логистической ярмеой. 
Очевидно, что при ? -у-ио у ^  4. Это значит, что прямая у = 4 - 

г^оизоитсибиоа осммнтото логистической кривой.
3.-5. Найдем точку перегиба кривой (9), т.е. точку, в которой у" -  0, а 

при переходе через нее у" меняет знак.
Из уравнения (8) у ' = 0 ,38(4у-у^), у" = 0 ,38(4-2у)-у ', у ' = 0, 

значит 4 - 2у = 0 =>уз = 2 ,т.к. у ' #0  (у' > 0).
Находим соответствующее значение аргумента г (время) из уравнения (9)

2 = --- С —  1+3.< г'-^ '= 2 , -},32/ = ]т 1 = к , =0,72.
1 + 3 . , - ' . ^ '  3 ' ' 3 '

Исследуем знак второй производной в окрестности точки б = 0,72.

у*(0,6) = 0,38 (4 -  2 -1,81) -1,51 -  0,22 > 0;

У  (0,8) =  =  2,12; у '(0,8) =  0,38 (4 -  2,12) - 2,12 =  1,52 ;
l + 3e"''^"0*s

уД0,8) = 0,38(4 -  2 - 2,12) -1,52 = -0,14 < 0.
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Отсюда следует, что на интервале ; е (0; ?i) кривая (9) вогнута, а на 
интервале (С;+со) она выпукла.

Эласжичаосмь спроса у оймосзлнельно дсяы р определяется по 
формуле

(у) = р  - — . В данном случае р(у) = а - ^ у ,  у^ а -  р

p '( p ) = ^ i  = > ^ ( p ) = p . f - i
а -  р

или
а -  р  р -  а

Яр(у) =
а - ^ у 1 -

Сирое элаежмчен, если jE^(y)i > 1 и неэласшичен, если jCp (y)j < I - 
Возьмем  ̂= 0,6 ̂  (0; 0,72) у = 1,81, а = 76, Z? = 19.

1̂ ( у ) ]
76

19-1,81
= 1,21 > 1 ̂  Спрос эластичен.

Значит, на данном интервале наблюдается прогрессирующий рост 
выпуска продукции.

При ? = 0,8 е (0,72 ;+оо) у = 2,12.

1̂ р (у )1 1
76

19-2,12
1

4
2,12

1
1

0,53
= 0,89<1.

На этом интервале происходит замедление роста, насыщение рынка 
данной продукцией.

Строим зрафмк лоаисишческом крлеом. Точка (0,72 ; 2 ) является 
точкой перегиба этой кривой (рис. 3).
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4

1 + 3 < г '- ^
? 0 0,5 0,72 2 4 + 00

J d 1 1,66 2 3,50 3,97 4

Из графика видно, что кресельный объем рромзвобскмп равен 4 уел. 
единицам.

^дбанмн С. Пусть = 5, = б, Д = 2, И) = 9,п^ = 62, й̂  = 70, ̂  = -36.

а) р (0 )= 4 , р'(0) = 3, /, =3,6; 6) р(0) = 4, D(0) = 126, ^ =0,7;
в) р (0 )= 4 , 3(0) = 49, ?i=2.

Тогда зависимость спроса D(H и предложения 3(?) от цены р(у) 
имеют вид:

D(^) = Зр" -  2р ' + 9р + 70; 3(?) = 6р" + 2р ' + 62р -  36.
В данной модели рынка спрос и предложение зависят не только от цены 
р  (/) на товар, но и от рослю целы р ' (/), а также от шемли рости р"(/), 

что отражает реальную ситуацию ценообразования иа данном рынке.
1. Составим ДУ равновесного состояния рынка D(?) = З(^). 

3 р " -2 р ' + 9р+70 = 6р" + 2р' + 62 р -3 6 .
р ' + 4р' + 53р = 106 (Ю)

Находим обм/ас решение этого уравнения
р(;) = р  + р*.
р  = ? р " + 4 р ' + 53р = 0, его характеристическое уравнение 
й ^+ 4й  + 53 = С, (й + 2)^+ 49 = 0, й = -2 + -У ^ 4 9 = -2 ± 7 ц  тогда 
р  = С]Н"^ cosVr + C^c"^ sin7^; Cj,C^ -  VcorM?.

р * = ?  p ^ = 2(, рФ =0, рФ = 0. Из уравнения (10) получим 33 - 4 = 106,
И = 2.

Обмыве решение уравнения (10)
р = 2 + (С) cos 7/ + sin 7/); С;, -Усок,Д. ( 11)

Находим чпешное решений уравнения (10) при заданных начальных 
условиях:

а)ввариантах 1-10  даны р ( 0) и р ' ( 0). 
р (0 )= 4 ,р '(0 )= 3 .

Найдем
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((7^2 -  2Ct) cos 7/ -  (2^2 + 7C,) sm 7 )̂. 
Составим систему для определения Q  и Ci

Искомое рсшснме имеет вид
р(^) = 2 + с ^  (2 cos 7/+ sin 7/). (12)

Легко убедиться, что

Это означает, что с течением времени цены на рынке 
стабилизируются, приближаясь с незначительными колебаниями к 
установившейся цене р  (/) = 2 (уел. ед.).

Зададим некоторое значение для =1,6 и найдем
соответствующую цену

р(1,6)= 2 + С ^  (2- cos(7 -1,6)+sm(7-1,6)) =2-0,573 - ̂  ^ 1,98(у^.е&)
б) В вариантах 11-20 даны р(0) и D(0).

Пусть р(0) = 4, D (0) = 126, /] = 0,7. Составим функцию спроса
D(^) = 5р"(/) -  2р'(^) + 9р(;) + 70, р(^) = 2 + c"^(C i cos7/ + С2 sin 7?), 

р'(?) = -2е"^^(Cj cos 7? + С-2 sin 7 )̂ + - 7(-Q  sin 7? + C2 cos7/) =

= ((7C2 -  2Ci) cos 7̂  -  (2 C2 + 7C^) sin 7 )̂.

p*(;) = e"^((28Ci -45C2)sin7^-(28C2 + 45Ci)cos7^).
p  (0) = 2 + Сь p'(0) -  7Сз -  2 Q ; p '(0) = -(28 C2 + 45 Q ).

D(0) = -5(28C2 + 4 5 C ^ -2 (7 C 2  -2C^) + 9(2 + Q )  + 70 =
= 88-154C2 -212C j.

Составляем систему

Ci = 2,
154C2 = 8 8 -  424-126.

4ncwaoc решение в этом случае р(^) = 2 + е ^(2cos7f —3sin%).



При;; =0,7 p(0,7) = 2 + e"^(2cos4 ,9 -3sin4 ,9 ) =
= 2 + 3,32 - 0,25 = 2,82 (уел. единиц),

в) В вариантах 21-30 даны ^ (0) и 3' (0).
Пусть р(0) = 4, ^(0) = 49, =2,0. Составляем функцию предложения

^(0) = 6p"(0) + 2p'(0) + 62j9(0)-36.
^(0) = 6(-28С2 -4 5 С ;)  + 2(7С2 - 2 Q )  + 62(2 + C ;)-3 6  =
= -154С2 - 2 12 С; + 88.

^  (/) = 2 + (2 cos 7; -  2,5 sin 7;); ^  (2) = 2 + (2 cos 14 -  2,5 sin 14) =
= 2 + 0,0183- ( - 2,20) ^  1,96 (уел. единиц).

Задания 5.-7. Числовые и функциональные ряды.

Числовым (функциональным) рядом называется бесконечная сумма чисел

м; (л) + И2 (л) +... + м„(л) +... = - функциональный ряд.
м-1

Ряд задан, если известна формула его оби/еао w/сло м„ = / (и), н е  7V. 
Сумма м; + М2 +...+ называется n-ой частичной суммой ряда.
Суммой ряда называется конечный или бесконечный Нт ^  = 5*.

Ряд, имеющий конечную сумму, называется схоАяи^кмся; в противном 
случае - ^нсхо0я:%дмся.
Бесконечная геометрическая прогрессия

2 + С; = 4,
154С2 =-424 + 88-49 .



I l lГ армонический ряд рлсло^мися 1 + — + -  + ^  оо.
2 3 и

Обобщенный гармонический ряд (ряд Дирихле)
2^ I f , есла р  > 1,
^  [рас.жо^мтся,если 0 < р < 1 .

Яеобхо^миый ?%?мз№?к схоЭижос/ии.

Если ряд сходится, то его общий член стремится к нулю при и -ю о ,
М=1

т.е. И т и н " 0-Я-̂ со
О0

Если И т и д ^ 0 ,т о р я д ^ ]и д  -расходящийся.

Если lim и„ -  0, то ряд может сходиться, а может и расходиться.

Достаточные лрмзоока сходимости рядов с положительными членами.
к, ^

Я-3-oOVt
1. Яразаак сравнения Если lim —  = .4 0; ?юо), то ряды ^  и„

н=Д

^  Ту, ведут себя одинаково, т.е. сходятся или расходяяся одновременно.
и=1

2. Ярмзнак Если существует lim ^ ± t  = д  то при /< /
й-ЮоМу,

ряд ^Му, -сходится; при />7 -  расходится; при № / -  признак не дает 
и-t 

ответа.

3. №мтэ^райьямй арозоак Ломи. Ряд = и
н-1

со
несобственный интеграл j/(x)e&; ведут себя одинаково, т.е. сходятся или 

1
расходятся одновременно.
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Змдкоиераменные рж)ы.

Знакопеременный числовой ряд содержит как положительные, так и 

отрицательные члены. Знакопеременный ряд сходится, если
Я-1

СО
сходится ряд, составленный из модулей его членов, т.е. 

Сходимость знакопеременного ряда в этом случае называется ббсалюуяном. 

Сходимость знакопеременного ряда называется условном, если

сходится, а расходится.

Ряд, у которого любые два соседних члена имеют разные знаки, 
называется лмкочерефчолуижж.

Признак Лейряйцй, Знакочередующийся ряд

-  И2 + Из "  + ...Т + ...= > 0, сходится,

если: 1.) его члены по абсолютной величине убывают
^! > >... > >...; 2) lim = 0. Сумма ряда положительна и не

превосходит его первого члена, т.е. О < .$< .
При замене суммы S слосЬндеесся ллжочере^укчдееосл числоеоео ря^й н-ой 
частичной суммой ошибка не превышает по абсолютной величине
первого из отброшенных членов этого ряда },У -  -$*„]= jr )̂ < м„+1

Сл^елечлые ряды.

Стелелльжм рлЭлмл называются функциональные ряды вида
СО
^ Я я х "  = ^0 + + ... + + ..., (И)
и=0

ИЛИ

^ а ^ ( х - х о ) "  =й(, + a t(x -x o )  + a 2(x -x o )^  + ( ^ )
я=О

где 6fQ, ..., - известные действительные числа -  коэффициенты
степенных рядов (13) и (14).
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Множество значений х, при которых ряды (13) или (14)сходятся, 
называется областью схобм,иос/мм рябо. Для определения интервала 
абсолютной сходимости степенного ряда можно воспользоваться 
признаком Д'Аламбера.

Змбаямс Л.

Примеры. Исследовать сходимость числовых рядов Е  :

а)

г) ^

3"
(?Г + 1) я! 

Зя^ + 4я + 7 
я̂  +6

; б) м  ̂= 1

(я + 3)1п!я + 3)
; в) и„ -

7., +1
( л  4* 3 )л /Я  +  3

3" 3 3^ 3^ 3^
+  - — —  +  ——  -(-------- - + .а) Е - чЕ Й ^ + 1 ) - л !  2-1 5-2 10-6 17-24

Здесь

цЯ+1 тЯ+t
*

((л + 1)2 + 1)-(й  + 1)! (м  ̂ + 2я + 2)-(я  + 1)!'

3"
(я^ + 1) - я!

я/ -  (эн-факториал) = 1 - 2 - 3 -... - я; (я + 1)!= я!(л + 1). 
Здесь удобно применить признак Д'Аламбера.

litii = Hm
3"+1 .(я^ + 1)-я!

lim 3-(я^ + 1)
я-*со Мд " ^ ( я ^ + 2я + 2) - я ! (я + 1) - 3" " ^ ( я ^ + 2я + 2)(я + 1)

3- Ит

1 1
.... +
Я иЗ

, 2 1
1 + -  + - г 1 +  -  

Я

= 3-0 = 0<1,

и я^ Д 
значит данный ряд схобмшся.

1 ^ 1 , 1 , 1 ^
^ ( я  + 1) 1п ^ (я + 1) 21n ^ 2  31n^3 4 b N

б ) Ё -
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Нетрудно проверить, что в примерах б)-г) лризлшс ДМламберп ол?йслю ле 

Эае/л, поскольку ----------- ^ ------—,
(и+ 1) In (л + 1) (и + 2) Ь 1 н + 2)

Пт %]+i (л + 1)1п^(л + 1) ,П т - ------- . .....  = 1.
^  ^ w ^  + 2)!n^(n + 2)

В данном случае применим интегральный признак Коши. Составим 
несобственный интеграл, соответствующий ряду

/(л )  = ------- 1 <Л<+оо; /(% )= — L -   , 1 < X < +ю.

J /(x )d ^  = J

(л + t) 1п (л + 1)

г6?(1п(х + 1))
. —  < & =  }

^(х + 1)1п^(л + 1) j ln^(x+l)

f ^  = lim = lim
i2 * М2

1 1

ДГ N

(л + 1) !п(.ж + 1)
In (л + 1 )"  ? 
^f(ln(x + 1)) = d̂  
л? -1  =̂> / -  In 2
% =s 00̂ ^  = 00

6&C =

М2
= 11m

jV-?co
1 14*

ЗА" ЗПС2

0 + 1,001 (равен конечному числу).

в) X

31пЗ 2 31пЗ 2
Так как несобственный интеграл сходится, то сходится и числовой ряд.

7л + 1  
^  (л + 3) л/л + 3
Признак Д'Аламбера ответа не дает, т.к.

7и+1 7(л+1)+1__ 7л + 8

(л + 3) * (л + 4)-^ (л + 4)'

(7л+ S) (л 4-3)^
п т ....... = lim - ....... ...—-у-— -.с—
Н-̂ ОО М я K-+W (7л +1) (л  4- 4(л + 4)/2 (7л+ 1)
Несложно составить соответствующий несобственный интеграл 
1  7х+1 ,

t ^(х^+3)"
Сложнее вычислить этот интеграл или доказать его расходимость. 
Поэтому воспользуемся признаком сравнения.
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Выпишем общий член ы„ данного ряда и найдем общий член нового 
ряда из условия их эквивалентности

при н -н ю , т.е. Ит ^  1.
Я-̂ -оо Ги

7я +1 7я
"Я  Г"*------ —Г" *̂ Я f " l"  <— Э

У(я + 3)  ̂ Уя^

Х ^  ^ Х " г = 7 ^ ; ^
И=1 Н=! Я=1 х/Н

f-y=r= Ит f-y=r= Нт 2-Ух 
^Ух TV-̂ cô -Ух

2 !im (-У/У - ! )  = оо ^  несобственный

интеграл расходится, значит расходятся и сравниваемые ряды. 
, ^  Зя^ + 4 я + 7

^  X
=1 я + 6

1Сравним его с рядом который сходится как обобщенный
я-t

гармонический ряд с jp = 3 > С
ЭН -Г Ч Я -f - /  i  ^ ям, Зя^ + 4 я + 7  1 (Зя^ +4я + 7)я '

= — ..^.....  ̂ , ^ я = " 1 "? н т  = hm - -------—
Я-+00 Я-̂ -00 gя + 6 я*

„ 4 73 + +
2 3

Ит "
1 +

Отсюда следует, что оба ряда ведут себя одинаково, т.е. гхо&няся. 

Зяг)яяяг б.

а) и„ =

6) =

Зя + 5 
я^ + 2я+ 4 
я^-Ун + 2

я = 6. 

я = 4.
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а) Знакочередующийся ряд ^  (-1)"  ̂ .— может сходиться
„=} ? г + 2 н + 4

абсолютно и условно. Исследуем его на условную сходимость по признаку 
Лейбница. Проверяем условия:

K<sN; 2. ИшНд=0.

Mt 3 + 5 8
1+2+1 4

12 + 5 17

2; н? -
6 + 5 11

4 + 4 + 4 12

15 + 5 20

; из
9 + 5 14

9 + 6 + 4 19̂

16 + 8 + 4 28* ^  25 + 10+4 39 1 "6 =
18 + 5 23

36 + 12 + 4 52

ы, = 2 ; Н2 =0,9167; Н3 =0,7368; =0,6071; ы$ =0,5128; = 0,4423;...
Очевидно, что ^  > М3 > > -- Чтобы убедиться, что
последовательность убывающая для любого и, составим непрерывную 

Зх+ 5функцию У(х) =
х^ + 2х + 4

и найдем /*'(х)

У"М =
3(х*  ̂+ 2х + 4) -  (Зх + 5)(2х + 2) Зх^ + 6х + 12 — 6х^ -  16х —10

(х^ + 2х + 4)" (х^ + 2х +4)^
— Зх^ — 16х + 2 Зх^ + 1 6 х -2
(х^ + 2х + 4)^ (х^ + 2х + 4)^

<0 при х > 1 .

Значит, функция /(х ) - убывающая для х>1,  а последовательность 
Нд = /(и )  " убывающая для любого н е N . Первое условие вьшолнено. 
Второе условие признака Лейбница

lim Зн + 5 Зм
Иш Мд ..... —  -

Л-^со Л—̂ж) + 2л + 4
ряд схоЭмнюя условно.
°° Зн + 5

lim — 0 также выполнено. Значит, данный

К - ц " '
л-1 л ^ + 2 н + 4  12 19 28 39 52

Его сумма положительна и 5?<2.
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EcJM-S'^.Sg, WO [tS*-^gj=}rgj<My.

My = 3- 7+3 21+3 26
7^ + 2 - 7  + 4 49 + 14+4 67

0,388 <0,4;

3 x 2 - - ^  + ^ -  — + ^ - ^  = 2-0 ,92  +0,74-0,61 +0,51-0,44 = 1,28s; 1,3; 
12 19 28 39 52

^  = 1,3 + 0,4.
Исследуем знакочередующийся ряд на абсолютную сходимость. Составим 
ряд из модулей

М=1

м-1 Зя + 5
я^ + 2н + 4

Зя + 5
и=1 л + 2% + 4 и-1

Х " я

Сравним поведение этого ряда с рядом

lim = tim (Зя + 5) - я Нш

и-1 м-1
 ̂ 53 + —

= 3.
M-̂DO м+-=0 ^ 2  + 2и + 4) -1 я-кз  ̂+ 3 + ^

Отсюда следует, что ряды ведут себя одинаково, т.е. расходятся, поскольку
^  1

гармонический ряд ^ —  расходится.
и=1 '

^ = 4.
М-1 6

Исследуем ряд на абсолютную сходимость. Составим ряд из модулей

^  я^л/я + 2 

м=1 6"
Применим признак Д'Аламбера

и .." ^  + 2 . ^ ^ ( n  + l f V J V l + 2
6" -и+1
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)im ^± L  = !im = i  Hm + + 2 ^
H-̂ CO б"^(?Г л /й + 2) 6 ^ " )  H^Vn + 2

1 ,. д2^  1
hm 2 f"

O H-^oo n  VH ^

значит, ряд схо9м/ися, а ряд ^ ( - l ) " " ^ ^  схобмжся^беолюмло.
Л-t М=1

Всякий абсолютно сходящийся ряд сходится и условно. Вычислим 
его сумму приближенно, взяв первых четыре члена ряда и оценим 
допускаемую при этом погрешность.

^ i v - " ^ + 2 _ l + 2  4V2 -+2 ,-9^3+2 16^4+2,25^5+2 „
2 ^  у — — ^ ^  ^  . . . -  ,

l ^ - ^ l = l ^ l < M g ;  М5 -  =0,0074; Мз<0,01.

Заменяем сумму ряда четвертой частичной суммой, вычисления 
ведем до трех знаков после запятой, а затем округляем результат до сотых 
долей.
^ ^ 3 4^2 + 2 , 9 л / 3 + 2  16л/4 + 2

6 36
-0,026 = 0,342 = 0,34. 
^  = 0,34+0,01.

64
0 ,500-0,2!3< 0,081

Зя4йми<?71

а) я„
5п+2 

(и + 3)-7"
4п^ - 1

, * о - 4 .

б)б?Я" А ' ^ 0 "  *б* 
п +3

а) Дан степенной ряд
$я + 2

X  (х -  )" ^ ^  -." - (л -  4)".
я=1 (" + 3)-7"

(15)

Найдем интервал его схп477Л7осмм. Для этого применим к ряду
из модулей признак Д'Аламбера
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{м„ (л)[ = -  4)", [м^+i (л) 5я + 7
(л + 3)-7' (и+4)-7 ??+] л - 4 л+1

Ит "„+1М (5 й + 7 ).} л -4 1 ^ .(м  + 3)-7" )л-4]
И т ............—....  ' —  - '.......
^ ( 7 ?  + 4) -7^ ' - (5 я+2 )- [л -4 1"  ?

л-4}(5л+7)(и + 3) {л-41 . Зи^
х lim - —.... . .... - -  = !-........ '< И т

и-юо(и + 4)(5н + 2)

}л-4)
Если -------'

7 и-̂ оо$^2 у

< 1 с ^  } л - 4 [ < 7 < = > - 7 < л - 4 < 7  - о - 3 < л < И ,  то ряд

(i5) слоЭмлсл ябсалюйшо. 
}л-4]

Если Е— t ]л-4]>7т .е .
л - 4 > 7 ,
х - 4 < - 7 .

<=>
л > 11 ,
л < -3 ,

т.е. л е (-00 ;-3) cj (1 1 ; + со), то ряд (15) расходится.
'jjy —

Если - ...-1  с=> [л-4{ = 7<=>л-4 + 7, то признак Д'Аламбера ответа

не дает.

расходится поведение ряда 
-------- >-

л

Исследуем поведение ряда (15) на концах интервала сходимости, т.е. при 
л = - 3 и л = 1 1 .

D ^ = - 3 .
"+ 3  ^

5и + 2 
л + 3

Так как Ит = Ит = 5 ^ 0 , то ряд ̂ #сло^мд?ся.
Л-^ОО И—Ю э и  +  З

S  (и + 3) 7" ^  (п + 3) 7" ^  "  + 3

ряд ^асхоблм^мисл, т.к. его общий член не стремится к нулю при л -> со 
(не выполняется необходимый признак сходимости ряда).
Таким образом, областью слоЭм.иос/ии степенного ряда (15) является 
интервал -  3 < л < 1 1 .

56



б) Рассматриваем степенной ряд зчда
М=1

4 я ^ -1
я^ + 3

(л+.б)". ( 16)

Составляем ряд из модулей и применяем признак Д'Аламбера

L  --1—  Х+6  , 
я ^ + З

2 к\ 1  / 4
я-t Я +3 

и^ + 1
lim

, ( 4 ( я  +  1 ) ^ - 1 ) - Ь  +  6 Г '  - ( ^ + 3 )  , ,
: ----- ......................... ...........  "  Л +  6  X

"-^°° ((я + 1)4+3).(ц4--!).1дч-б1"
. 2 4,, 4я -я , ,)х hm —------— = л + 6 .к—̂со ^4  ̂^ 2

Если ]л + б[<1 <=> - 1 < л + 6 < 1  <=> - 7 < л < - 5 ,  то ряд (16) слог)мжсл 
пбсотюшно.
Если ]л + б]> 1, т.е. л е  (-оо ;-7) и  (-5; + оо), то ряд (16) рлсл обмелел.
При л = -7  и л = -5  нужно дополнительное исследование.

4и ^-1и 1! ] X  ( - о
И=1

2) л = —3.
м=1 Я^.

я " + 3
(17)

(18)

Очевидно, что ряд (18) сходится по признаку сравнения с рядом ^
м=1 " 2 '

т.к. lim 4 л ^ -1  1 (4яЗ-1)д2 
1нн , —̂  = 4.

Я->сОй^+3 я ^ + З

Значит, ряд (17) слобмл^ся йбсолюжло. Следовательно, область w 
сло^кмосмм степенного ряда (16) является отрезок л € [-7; -  3).
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