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Яапюоем учебной пыозвиммы 2 -ао семестру1. Функции нескольких переменнь!х (определение, предел, непрерывность, частные производные).2. Полный дифференциал ФИП и его приложение в приближённых вычислениях.3. Производная сложной функции и производные высших порядков.4. Производная по направлению и градиент.5. Экстремум функций нескольких переменных. Необходимые идостаточные условия экстремума функций несколькихпеременных.6. Метод наименьших квадратов.7. Комплексные числа. Различные формы комплексного числа.8. Первообразные функции. Неопределённый интеграл и его свойства.9. Замена переменной в неопределённом интеграле.' 0. Интегрирование по частям в неопределённом интеграле.' 1. Интегрирование рациональных функций.' 2. Интегрирование иррациональных функций.' 3 Интегрирование тригонометрических и иррациональных функций.' 4. Определённый интеграл (задачи, приводящие к определённому интегралу, определение, свойства).15. Производная определённого интеграла по верхнему пределу. Формула Барроу.16. Формула Ньютона - Лейбница.17. Замена переменной в определённом интеграле.18. Формула интегрирования по частям для определённого интеграла.19. Определённый интеграл для чётных, нечётных' и периодических функций.20. Несобственные интегралы.21. Геометрические приложения определённого интеграла (площадь, объём, длина).22. Механические приложения определённого интеграла.23. Основные понятия ДУ первого порядка. Задача Коши для ДУ первого порядка. Теорема существования и единственности решения.24. ДУ с разделяющимися переменными25. Однородные ДУ первого порядка.26. Линейные ДУ первого порядка. Уравнение Бернулли.27. ДУ высших порядков. Общие понятия. Задача Коши. Теорема существования и единственности. 3



28. Понятие краевой задачи.29. ДУ высших порядков, допускающие понижение порядка.30. Линейные ДУ высших порядков, свойства. Структура общего решения Л ОДУ и Л ИДУ.31. Линейные однородные ДУ с постоянными коэффициентами.32. Линейные неоднородные ДУ с постоянными коэффициентами и со специальной правой частью.33. Метод вариации произвольных постоянных.34. Функции комплексного переменного (определение^ предел, непрерывность, дифференцирование).35. Операционное исчисление и его применение при решении ДУ и систем ДУ.Перечень основных задач по темам 2-го семестраФункции мноемл переменны*1.  Найти область определения функцийa) z =т/ + у 2 -  1; 6) z -  arcsin(x + у); в) z -  !п(-х + у);г) z  ̂у2. Найти частные производныеа ) z = х ^ у + ^ ; б) z = !п(х +^2х + 2у); в) z - arctg^-;
г) z= arcsin ^=^; д) е) z-л;^ .3. Вычислить приближенноа) 1.02^ ;  б) !п(0.09^0.99^); в) л/1.02  ̂ +  0.05^4. Найти производную функции z -  х̂  -ху + у̂  в точке А(1,1) в направлении вектора а -  6i + 8j5. Найти производную неявной функцииа) х̂ +у̂ + 1п(х̂  + у̂ )=а̂ ; б) !ntg^ -  ^ ^6. Найти экстремум функцииа) 2 = х̂  + ху + у -̂Зх-бу; б) z = ^ху +(47-х-у)(  ̂+ в) z-xy^(l-x-y)4



Неопределенный мягпёардяНайти неопределенный интегралn  ;4 §  2)/(2^- 3*)d* 3 } ;( v i + i ) ( V ^ + 2 ) d x  4) ; ^ '^  -,t ^in(T-7^)(  ̂ <*2ж+5dx5) i  г т г г ж ^  S) J  sin (3x +  8)dx 7) JX(l+3f2) 7% -l B) ; g r i d x9) ; ^ d x  10) 11) 12)Ж+3
13) J Уб4-ж^ йгсГ̂ г-14) { dx 15) J*4^ ^ d x  16) j*x < 3^ dx17) ; ^ i d x  1 8 ) / ^  i9 , ; - ^ - d x  2 0 ) ; ^ g = d xe^+l21) J  xV S-^ x^  dx 22) ^ ^ § ^ d x  23) Jx ^ m 2 x d x  24) ^x^nxdx25) J*xeS*dx 26) j* —^ d x  27) j* ^ + ^ у + 2)(ж+з)^  3 0 ) f ^ A d x  3 1 ) Jc o ^ x d x^ у;ц2жсд2д. ^3) j*t^^xdx 34) ^ g_3̂ sx 35) JОпределённый интеграл и его приложения1. Вычислить a) L^--y-^- - --dx 6) f j ^ - -^ - l ^dx2. Выч ислить ил и уста повить их расходимостьа) Г" * г?д. я) Г" ^  - si f ^ - ^ -'  4  (1+х)3 ' 4  х ^ (х + 1 )' ' 4  xin^x3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:а) у^=2х+1,х-у-1=0; б) у=х",у=^ в) =  у4. Вычислить длину ЛИНИИ У")п)х{ ОТ Xi=V3 Д0 Х2=\̂ 85. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ох фигуры, ограниченной линиями y^=(x-lf и х=2Дифференциальные уравнения1. Решить ДУ первого порядкаa) (l+y^)dx+xydy=0; б) (l+y^)dx=xdy; а) х^/+у=0; г ) х у '-у = у ^ ;д ) у '^ -1 ;е ) у '= ^ ;и < ) у у '= 2 у -х ;з) (x-y)ydx+x^dy=0; и) у'+2у=е ^ к) х/-у=х^со$х 5



2. Решить ДУ второго порядка a) y"=x+sin2x; 6) у"х!п=у"; в) (1+х^)у"+2ху'=х^;
г- f y " - y ' ^ + y ' ( y - - l )  =  0Н  у(0) =  а  у'(0) =  23. Найти общие решенияа) у"-3/+2у-х-1; 6) у"-7у+12у=е^(х-1); в) y"+y=7sinx4. Решить систему дифференциальных уравнений
э) dXi—dt<%Х2 '-  -а х <dt ^ б) {̂  -  5 ^dx =  5%i +  12x 2\.dt 1 ^5. Решить задачу Коши операционным методом х"-4х'+3=е"*, х(0)=1, х*(0)=3Теоретические вопрось! по аттестационной работе №2«Интегралы, дифференцированные уравнениям1. Первообразная функция. Неопределённый интеграл и его свойства.2. Таблицы неопределённых интегралов.3. Замена переменной в неопределённом интеграле.4. Интегрирование по частям в неопределённом интеграле.5. Разложение рациональных дробей на простейшие дроби.6. Интегрирование простейших дробей. Интегрирование рациональных функций.7. Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции.8. Определённый интеграл и его свойства.9. Производная определённого интеграла по верхнему пределу.10. Формула Ньютона-Лейбница.И.Замена переменной и интегрирование по частям в определённом интеграле.12. Несобственные интегралы.13. Вычисление площадей плоских фигур.14. Вычисление длины кривой.15. Вычисление объёмов тел вращения6



16. ДУ первого порядка. Задача Коши, теорема существования и единственности решения.17. ДУ с разделяющимися переменными.18.Однородные ДУ первого порядка.19. Линейные ДУ первого порядка. Уравнение Бернулли.20. ДУ высших порядков. Задача Коши, теорема существования и единственности решения.21. ДУ высших порядков, допускающие понижение порядка.22. ДУ высших порядков. Задача Коши, теорема существования и единственности решения.23. ДУ высших порядков, допускающие понижение порядка.24. Линейные ДУ высших порядков. Общие свойства. Метод вариации произвольных постоянных.25. Линейные однородные ДУ с постоянными коэффициентами.26. Линейные неоднородные ДУ с постоянными коэффициентами.27. Система дифференциальных уравнений. Метод исключения.Задания ж ауютеетаммоммой юаЙогие №2 по тем е иИмтезволыи.Задание 1. Найти неопределённые интегралы.
dxa) 6) .)  т4x4+1' -* (gx+2)ytn (5х+2)A )^^sinxd x, e H ^ ^ L ^ d x , ж) J  3)j*

dx
x '- 2 x - 4  (x2+l)(x-2)

, к) J sin^xcos^xdx.
dx- R ! < -

x3+3

, r) J* cosxcos2xdx,
xdxу Ш Д / ж 'и) f- .

 ̂ 2smX"-cosx+5 ̂  ̂ -̂x̂  + Sx -̂3 , ^  r 2x̂ dx . r2- ^  j — dx,  6) в ) ;д) fx^cosxdx, e) f ^ ^ d x ,  ж)
dx

x^Vx^+i 
dx

, r)  ̂cosxsin2xdx,v з ) / dx(l"X)Vl"X2'H) f 2cos2x+3sin2x , к) У sin^xcos^xdx.3. a) 6) в) r) /sin5xcos3xdx.A)J*xcos(x + 6)dx, e ) J ^ L ^ d x ,  ж ) / ^ ,  3 ) j* - ^ ^ d x ,
dx4sinx+3cosx , к) j* sln^xcos^xdx. 7



dx4. a) б) , )  у:___
x x+4  ̂ ' (x+2)^)n (x+2J ^

r)  ̂cos7xsin3xdx,

д) J" x!n^xdx, e) — -dx, ж) f ^ L ,  3) f —-- -И) J* dx 
3cos^x-2 к) J cos^xsin^xdx.5. . ) f ( v : - g ) d , . . , ^ d , .r) J* cos5xcos4xdx, Sx̂ dxд) f(x  + ^dx, e) f -— n-— —  ж) f  д, , „ 

 ̂  ̂ (x-3)(x+2)'  ̂ ( x -3 ) ( x ^ iy  ^  J  ^ - ^ - 1
^  . 3̂  f dx7 J 3rr 6 л- ^

и) J*
dx1+3S!Ĥ X- K)J*6 . a) .^  ^dx, 6) J ^ ^ d x ,  в) / ^ = d x , r )  J'sinl0xcos8xdx,

eoŝ x
dx.tg^2x x̂ dx . 3) fд) J' e^x^dx, e) f -r-^ — , ж) f -,---- ^--------

 ̂  ̂ хЗ-бх+8  ̂ (x -2)(x^+x+l)

и) J*  ̂ ^  3 , к) J*sm^xcos^xdx.

-, a)_f^4 ^ i i d x ,  B) J ^ ^ d x , T )  f(x^ + 2x)cos8xdx,

д) J x^eos (x + 3)dx, e) /  dx, ж) f  dx,K H s iA c o s 'x d x .3. a ) ; S ^ d x , 6) j ^ ,  B ) J V S ^ d x ,
4x^+5x-3 7') Д хз +9х)соз9х4х,д) ;  У Е Ё П ^ х , e) J ^ d x . M )  J r ^ ^ d x ,3 ) i ^/x+3 , . r dx

dx, и) J —r9. a ) ^r ) i
ж) _f

/̂x+3+Vx+3 
^ - 2X̂ +2 ;, cos^4xsm4xdx.

x.2

4sinx-6cosx

6) J * - ^ ^ d x ,  в) j  V7 -  8xdx,
6̂/r) R x  + 6)cos4xdx^) J - ^ R ^ d x ,  e ) J Sxdx

2xdx r V^dx r
(x-+6x+5)(x+3)'

dx(x^4 5)(x+3) cosxsin^x , к) / sin^4xcos^4xdx.
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Ю.а) J*(2V ^-^  +  2)dx, 6) f ^ d x ,  в) i y ^ d x .  r) /xtn^xdx,Д) У dx
(x-4)In^(x-4)

 ̂ /- 2x^41 ,  ̂ f  2x^42x420 ,e) ! """""— dx, ж) J 7— э'Г"'"  OX,' ^-*x3-2x3+x ' (x-l)(x3+2x+5)f X+i+y(x+]?+VxTt^ f  к) J^ E S S s m ^ x d x .
 ̂ (x + l)(l + W H )   ̂  ̂ 7 J11.a) f  (7  ̂ -   ̂4 4cosx)dx, 6) J * в) jx V 2 ^ x d x , r) 2 ^

dx .  .  , _ d x _  .  , ______ dx_____'  ̂ J  (x -3 )(x + 2 )* ^ ' ^  J  x ^ -1 ' -* J  ^ ( 1 - ^ 5 ) ^ 'A) J") J \ _12 a) f(x^ -  l)(Vx +  4)dx, 6) / в) У 4 4  dx.
(x4S)ln^(x45)'  ̂ (x-3)(x42)
2 - s i n x .  ̂ r . x x ,  dx, к) sm—cos-dx.'  12 32+cosx

(3X42)2г) У x^arccos3xdx, д) J*^ ^ - dx, e) X^-4
Sx+6

2x43 Vl^x^ 
X

(x-l)2(x+2) 
dx

dx,Ж) yry,-— dx, з) f^ )y * d x , и) к) i  cos5xcos3xdx.13. a) ^)dx. 6) в), J e — si„2xdx,r)lx3 e*d x, A) J  ^ ' ° ^ ^ dx, ж) J*з) j*Vx(l + ^)^dx, и) J  sin^xdx, к) J* cosxcos4xdx.14. a) f ^ ^ d x ,  6) в) J*x^sin(x^ + l)dx, r) f  x2*dx,
ln (2 x + l) ,  ̂ r (x43)dxA) j* 2x41
1-cosx

dx, e) J*
(X-2)2(X42)

, Ж ) ^ ^  ^  3) f - p & d x ,
(x24l)(x-4)и) f — r^dx, к) f sin7xcos-xdx.2-?l4smx 2

15.a) J*(4sinx +  8x3 - ^ ) d x ,  g) в)

Vx2-4x4S
dx

dxr) Je^inxdx-д) f ^ d x ,  e) - ж ) ; — dx
(x-S)(x^43)'

3) l^ = rd x ,B )  . к) lsin3xcos7xdx.

dx- 6) f ^ d x ,  в) 1 ^ ,  r) J-x!n(x-l)dx,

dx16. a) }V2x-1  ̂ 44cosx
4x^4i/x43 , r 3 x - l— ^ - d x , 6) ; —i  ̂ r dx ê dx

и) f dx2sinx4sin2x , к) J  sin6xsinxdx.



i ld x  61 r ^°x+7)dx ,17. a) ĵ (3^+  - "y j c 2 ̂  ̂ cos^x x ^   ̂ 5x^+7x+4г) R 3 x  + l)c s2 x d x . д ) ^ ,  e ) J ^ ^
(x-4)(x+2)2* ж) 1 xdx(x-3)(x4i7з) f  ^ р и )  ^ cos^xsm^xdx, к) j* cos4xsin8xdx

is . a) ; ^ ^ d x .  6) ; (20x43)dx
1 0 X ^ 6 -r) / (2x  ̂+  7)sin3xdx, д) / . e) /

Vxdx r Sdx
V P 4 ?   ̂ (2 x+ l)(x-l)'

^  ^  ^ . x -  *)  /sin 5xcos6xdx.
(32x+5)dx

Ж) ^ 4xdx
(x^+3)(x-l/

i s . . )  f ^ i ^ d x .  6) ; 16x̂ +5x . B) j dxxVx^Tsx+l'
r) ; ( 2x + 3).n (X -  2)dx. д) ;  ̂ 5  dx, ,)  /  

ж) j- . 3) / s ^ = , H ) ; - ^ - ,  K )Jcos3xcosSxdx.
1+4X^

xdx ^
(x^+5)(x+4)' " ^ 7  ^ / 2 x ^ 3 t+cosx'R ^ + ^ - 4 ) d x ,  6) ; й ^ ,  . )  ; ^ d x ,  r) /x^e-§dx.

(7x43)dx ^ r 3xdx
д) /

dx
V 3 -2 x-x- v e) J r sin^xdx

(2x+3)(x+4)
ж1 f ----- 1 — -  3) И ) f

'  ̂ (x^+3)(x-'"4)  ̂  ̂ 7 Х42 '  ̂  ̂ co s x -3 'X-t-2K) f  — dx
3sinx-4cosx21. a) ; ( ^  + 2x3 -4 )d x, б) в) r) f ^ n x d x ,^  J x3-x2- x + i^ '  ^  j 3̂+8 ax, a; j

и) J* Vcos4xsin^xdx, к) J  соs3xsin5xdx.

22. a) 6) i 7-1, ^ ^ -? . в) r) ;x^cos2xdx,

dx

f  X " . ^ r  X + 5  . ^ r  -3XUX ^ f  u x^  ^  3x6-7 ^  x^ + x-2  ^  ^ x 3 + 2 7 ^ ^  Y (2 x+ l)^  - ^ ( 2 x + l) '
и) sin^xcos^xdx, к) ^ sin7xsinxdx.23. a) J* dx, 6)  ̂-L. L  dx, в) ^e^x^xdx, r) j* xsin^xdx,

3xdx dx

:- ж) f xdx . r V x + ^, 3) J^-^-g^dx, ̂ r x^dx  ̂ r (3x+4)dx
Д1 J ^ 7 ^ '  в ;  J  (x+4)(x-2)'  ̂ (x^+5)(x-3)'

и) ^ sin^xcos^xdx, к) ^ cosl0xsin2xdx.10



24.a) f ^ ^ d x ,  6) в) f e ^ - i . - d x ,
COS^Xг ) ^  +  3 ) ^ х , д ) / Ж ,  e ) ; ^ g L ,  ж ) / ^ ,

dx,з) ; И) J к) ;  sm^xcos^dx.25.3) . - dx, 6) ; ^ - d x ,  .)  / ^ = =

r )fM (x  +  4)dx, д ) / ^ ,  e ) J - ^ ^ ;d x ,  ж ) ^ ,  3) f ^ ^ = g ,

и) f —r-;— ------ , к) f sinl2xcos2xdx.26.a) i -—^ r - ' " dx, 6) ; - ^ d x ,  в) r) ) xctg^xdx.
(2x  ̂+ 1) dx ̂ f i/x43dx  ̂ ^

^  J  ^   ̂ (x46)(x-2)^и) j" 2c'o^ '+3  ̂ i  cos8xsm2xdx.
LX ^ r^  Ж) J (3x^41)dx 

(x2 + 3.)(x-3)E v . 3 ) ; x + l
xVx-1

dx,
27.3) Я # ^  + ^ х ,  6) в) f ^ d x ,  r) f x s iA d x ,

xdx(5x43)dx . f _____2 E L —  з\ Г dx(x41)Vx+4̂(x-l)2(x42)'  ̂  ̂ (x-2)(x^42)'и) / dx, к) / Vcos^xsm^xdx.
2g.a) 6) в) f - ^ ^ dx, r) f  xarctgxdx,

-(/x+3dx
/̂2+x. f X̂ +x̂ - M  ,  .  f JM X+I)dx_ , r7 SJ J x -̂x  ̂ ^   ̂ f2x+3Vx3 + lV ^  Jи) / - '^ ^ dx, к) ^ sin^xcos^xdx.

dx
(2X43) (x  ̂41)' 5+Vx+I'

cos^x29.a) f - ^ ^ d x ,  6) .)  r) . f f x ^ + ^ d x ,
 ̂ ^-x^dx  ̂ r 2x345x2-1 i r (2x44)dx  ̂ r

Д) 3) ; - ^ r - d x ,  ж) . 3) ^и) / sin^2xcos^2xdx, к)  ̂sin3xcos5xdx.30.a) j -----^ -----dx, 6) в) r) }
dx44Vx-3'

д) ; ^ d x ,  e) f d̂x
(x-3)^(x42);. ж) 1 2-sinx

4xdx
(x-l)2(x241)

arccosx Vl-X^ ̂ r x̂ dxз) j dx,Vx^2'и) f sin^x V c o A d x , к) f 3̂ ?  ..̂ ... dx.Vcoŝ x 11



Задание № 2 Вычислить определённые интегралы I- а) б) ^ xln(x +  l)dx.э я! ^  ^^  (1+жЗ)3̂  ^  ^  si^x'3- б) ^ 'x e S * d x .-1 V5̂ 4x'
.  ̂ f l6  dx r2 x3^  ^  x+W ^  Vi+^ dx.5. a) f - # - , 6 )  #

' i  X ^ + X

* 3 d x

xdx
cos^x*6. a) 6) ^x^cos2xdx.7. a) dx, g) f= ?̂L=, ̂ ^3x-2  ̂ -̂1 X+V2X-171'48. а) Г dx dx6) f41 x3+6x+io  ̂  ̂ -'O l+ 2sitl2x ̂  ̂ -̂3x̂ +1 fl  Vê dx9. a) J^ -r^ d x , б)10. a) 6) J j  x 'sinxdx.H a )  6) j^xtnxdx.12. a ) f i ^ d x .13. а) ;M. a) ^

6̂
< dx14x2-9 

2 dx
(x-t-l)(x2+4) 

3 dx
4  (x-l)2 (x+ l)16. a) ^17. a) JL18. a) f 1 ŷ dy

ly + 2  ' 
1 xdxС Х̂ +Зх+2 

dx19. a) ^20. a) f  ^

6) x in (l x)dx 

6) ^ ( x  + l) e " ^  dx 

6) j^ ln (3x + 2) dx 

6) j^xarctgxdx"̂2 x2(x-l)71 jg) P - 4 -
 ̂ ^0 i+ sm x

6) xe"^ dx 

6) V4 -  x  ̂ dx

21. a) ^1 x^+l 
dx

smx

6)1,6) 1
з х З  dx 0 V9+x2 
8 dx 6 x2+2x

12



6 ) 4 '-  6 Н
dx 

O co sx  
cosxdx

0̂ cos^x+l24' 3) 4 ' т ё й '  6 ) /Jxcosxdx25. a) cos xsin^xdx, 6) x sin x cos xdx
& 226. a) C ' V x + l  dx, 6) j f s J L d x27. a) JV3 x̂ dx d 1+^ ' 6) ^ ( x  d- l)e ^^dx28. a) 6) J J  V xln xd x29- a) dx 6) jy(x +  3)sinxdx6) f ^ d x30. a) Jfj ê +3 1 x̂ dx1 Vl+x2 *1Задание 3. Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость.I- б) Jo
W  (x ^  +  1 )^  

+  o o ^ _ _ ^ .22 a ) JJ  xe3. a ) J ^ dx , Vl-x^.̂1 x̂ dx6) J,3—
4. a) J dxi+

dx

У(1-Х2)5 
1 dx

1 x^(x+l) '+00 ^  0̂ e^-1It
f i-C C S R5. a) JY-00 x3+2x+2* 

+ 0O dx
6) ^ dxxVi+x  ̂ ' x^б ) Л ^ б хa) J. + 00 dx 6) il1 ^

e dx 
I x i n x  
e dx

'1. (i+x)Vx ^7. a ) J ^ 2 x s in x d x , 6 ) J ° ^8. a) J°^xe*dx, 6 )J^ -= jj=
^+<ю dx dx9- x̂ +6x+12 ' ^ '0 e -̂cosx

1 0  ^  dx, 6) J j ° ° e  ^xdx 13



11. a)

12. a)

13. a)

14. a)

15. a)

16. a)

17. a)

18. a)

19. a)

20. a)

21. a)

22. a)

23. a)

24. a)

25. a)

26, a)

27. a)

28. a)

29. a)

30. a)

-+00 dxfOJ-3 (x2-l)2
dx*74x3*3 б) Д  6) 1

-cosx .4 ------- d x

J ' xdxcc^(x2 + 4p* '
xVx

^ Bsin^xdx 0 VcoFx x̂ dx6) Jo HI-----
/-03 arctg2x , /-14  6) A*it(144x2) *e3+*f3----X^xIn v3

V l-2x6)-* -*0 Г2Х-J*, dx+ C0
3 x^-3x+2 '
oo dx

(2x - l )2 4 dx
^2 x(ln x-l)^  ' 
f°Q dx*4 Vx^-4x+l  ̂

00 dx

6) 1 ^
J,1 (x^+2x)!n x̂' 

3 dx L '
S dx

^  V3x-x^-26) f '  —6) f'4 ^ (x -l)(2 -x )-t-oo , .e ^smxdx2 (x-2)̂  ' 
00 dx(4+xT) faretg!

6) 4  6) ;  б) Л , , ;/-+00 2+3COSX ,6) Ji ....dx
dx

J. dx1 6x2-5x41 " 2 6) 2̂,5 -1
dx

X1+x̂
dx-oox -̂4x' 

}-oo dx 
^  2x2-2x41
r o o ln x ,
A v * * -J^°e*^xdx.
r-3  xdx J -00 (x2+l)3-*J ^ - ^ d x ,

)dx, 6) ^6) J3б) 1
1 x2-5x46 2 x̂ dxC л/64-х̂  

dx9x2-9x42
^ dx 2.
0 (2x - l )26) J,0 - l̂-x^ dx6) f  j . exdx

in 26) J jf-*6) 4
dx

1 sin 2x dx
14



1. а) у -  8 — х^,у — Зх +  7, б) р =  2 +  cos<p2. а) у =  sinx, у =  2 sinx, х =  0, х =  т̂г, б) р — 5 cosrp3. а) у -  у -  ^ ,у  =  0,х  -  0,х  -  3, б) р =  V3sin<p4. а) у  ̂ =  2х 4-1 , у — х -  1, б) р — 3(1 +  sinгр)Б. а) у =  + Зх + 6, у =  ^х^ - х +  1, б) р — 2^sin2<p6. а) у — —х^,у — —9х, б) р =  2 sin 5гр7. а) у — х^,у — 2х,у == х, б ) р  =  cos2rp8. а) у - х ^  -  Зх, у -  х, б) р =  1 -  cosrp9. а) у — — 2х + 3,у =  Зх — 1, б) р — 3 cos <р10. а) у — 2 — }х], у -  х^, б) р =  3 sin 4<р11. а) ху^= 6, х +  у — 7 =  0, б) р — 4cos3<p12.  а) 4у — х^7у  ̂ ^  б) р =  3 cos 2гр13. а) -  1 -  х, х =  - 3 , б ) р  =  2cos^ ^14. а) у -  х^, у -  2х, у =  х, б) р =  Ssinrp15. а) у =  2х -  х^, у -  - X ,  б) р -  2(1 -  cos tp)16. а) у -  3 — 2х, у -  х^, б) р -  5 sin гр17. а) у -  е ,̂ у =  е"^, х =  1, б) р -  4 cos гр18-а) у -  у =  у , б) р =  1, р ^  3, гр -  гр =  ^19. а) у  ̂ =  9х, х  ̂ -  9у, б) р -  2(1 +  cosrp)20. а) у -  х^, у -  7х -  10, б) р =  4sin^<p21. а) х  ̂ +  у  ̂ =  9, у -  3 -  х, б) р -  3 sin 4гр
2 2 . а) у -  х^ -  9, у =  - у  -  х, б) р -  2 sin 3 rp23. а) х =  у^, у -   ̂(4 -  х), б) р -  2 sin (р, p =  2V3cosrp24. а) у^ — х +  5, у  ̂ — —х +  4, б) р =  2 cos 2гр25. а) ху — 6, х +  у — 7 — 0, б) р̂  =  cos2tp26. а) у — 2*, у = 2х -  х^,х — 0, х — 2, б )р  — ^/cos2rp, полярная ось27. а) у  ̂ -= 4х, -  4у, б) р̂  — 2sin2rp28. а) -  х^, х -  0, у -  4, б) р "  3 + cosrp29. а) =  х +  1, -  9 " X , б) р =  sin r̂p30. а) =  4у, у =  б) р sm4rp

Задание 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указаннымилиниями.

15



Задание 5. Вычислить длину дуги данной линии.1. у--х^+2х от вершины до точки с абсциссой х=232. у - у  до точки с абсциссой х=63. f  =(У "4. Г "1 у

smt,cost (одной арки)acost, у — asmt5. р V2smy?6. от у ? - ^  до у? =  ^
7. у̂ =х̂ ; отсечённой прямой х=5

2 2 1
8. хз +  у з  =  9з3t^9 ! %
10 у =  3t - 1' f% = cos^t, (петля)- у  ^  t-o(y = 211. p -  cosy?12. p =  3(1 -  cosy?)13. y=!n(l-x^) от Xi=0 до X2-^14. x ^ y i n y  от yi=l до уз^е (x — e^cost,15. t . / oTt=0 до t=l(y =  c^stat16. y=-xVx от Xi=0 до x =̂12317. y-tnx от Xi=- до X2- 2,418. p =  5y?, находящейся внутри окружности p — Юл19. p = 6(1 + stay?), у? 6 (jr =  3sint +  4cost,' (y = 4smt — 3cost20 r% =  2cost -  cos2t, ж'( y " 2 s m t  — sm2t "  " 222.2y=e^+e" отх=0 до х-!пЗ23.y=y-^n% , хб  [1;е]
16



24252627282930

3(t — sHtt), хб [тг;2тг](ж "(у — 3(1 — cost) p =  находящейся внутри круга радиуса ру̂ =(х-1)̂  отточки А(1;0) до B(6;Vl2S)у^-9-х, у=-3, у-01 2  ̂ 2 1S4ж +  ^  отсеченной осью Ох Найти длину замкнутой кривой 9у^х(х-3)^=0 р = 4costpЗадание 6. Вычислить объём тела, полученного вращением фигуры вокруг указанной оси координат.1. ху=4, х=1, х=2, у=0, ох.2. у=дЗ, х -2, у=0, оу.3. y=sinx, хс[0;тт], у=0, ох.4. у=4х-х^, у-х, ох. ̂ =  cos^t,5.  ̂ вокруг оси ох.( ^ — t^,6.  ̂ 1 q (петля) вокруг оси ох.7. у-с^, х=0, у=0, х=1, ох.8. j ох.(у = 6(1 — cost),9. p - 2{l+cos(p), полярная ось.10.  у = ^ ,  у=0, х=0, х=1, ох.11. y^-(x^lf, х=0, оу.12.  у^=16-х, х=0, оу.13. y-V^c^, х=0, х=!п2, ох.14. y=2sinx, хс[0;тг], ох.15. у^=6х, y-V&K^, ох.16. ̂ г -  1, оу.17. %̂ +у̂ =1, вокруг прямой х=2.18. у^"6х, х=3, х=5, ох.19. У% +Уу=1, х=0, у-0, оу.20.  ^у =  4, 2 ^ 17



21.  y=x^, 4x-y=0, Oy22. y^-4ax, x=a, Oy23. у  -  2ymt, OyуЗсоу^,24.2y =  x , 2x+2y-3-0, Ox25. y=x-x^ y-O, Ox26. y=2x-x^y-o, Ox27. -  +  ^ l ,  0 ,28. x^-(y-l)^ x=0, y-0, Ox29. y=x ,̂ 8x-y^, Oy30. y ^ ,  y-1, OxЗадание 7. Найти координаты центра масс однородной плоской фигуры, ограниченной данбными линиями1. у=х̂ , y-Vx2. y=sinx, х е [ 0;я]3. y=VR2 — осью Ох4. д —a(l-r-cosyr)5. д  ̂ -  я^соу2^, ^ 6 [" § ' 36. Vx* + т/у -  V^, х > О, у  > О7. acoy^t, : aym^t t е и
Р 1, х > О, у  > Оа(1 +  costp)

Ю .у -  Зх -- х ,̂ у=011. x + у  -  2 — О, х = 0, у  — О12. у=х -̂4, у=2
13.  у -̂х, х-2
14.  у^-х-1, х-4
15. у^хт2, х=3Найти координаты центра масс однородной плоской кривой16. x^+y^=tf ,расположенной под осью Ох17. x=a(t-sint), у= a (1-cost), t е (О; 2тг]18



18.  лз+уз=яз g третьем квадранте19. г-а(1+сод<р), f  [0;лг]20.  г-2(1+соз%?)21. r=2sin ^ от (0;0) до (V2;22. x=V3f, y=t-t ,̂ t 6 [0;1]23. r=2V3 от -  0 до ^  ^24. х= a(cos t+tsint), y=a(sint - С cos t), t e (0; ?r]25. x-2cos^^,y-2sin^, t e [0;^]26. x=e^sint,y=e^co$t , t 6 [0;^]27. x=3(t-sint), y=3(l-cost),t e [0;?r]28. r=ae^, < p e j^ ;n j29. r=ach(x-a), x e [-a; a]30. Дуга окружности радиусом R, стягивающая центральный угол аЗадание 8Вычислить работу, которую необходимо затратить на выкачивание воды из резервуара. Удельный вес воды 9,81^, я ^ 3,14 (точность вычисления т — 0,01),1. Правильная четырёхугольная пирамида со стороной основания 2 м и высотой 5 м.2. Правильная четырёхугольная пирамида, обращённая вершиной вниз. Сторона основания пирамиды равна 2 м, высота - 6  м.3. Полуцилиндр, радиус основания которого 1 м, длина 5 м.4. Усечённый конус, у которого радиус верхнего основания равен 1 м, нижнего - 2м и высота -  3 м.5. Цилиндрическая цистерна, радиус основания которой 1 м, длина 5 м.6. Конус, обращённый вершиной вниз, радиус основания которого 3 м, высота 5 м.7. Усечённый конус, у которого радиус верхнего основания равен 3 м, нижнего - 1 м , высота -  3 м.8. Конус с радиусом основания 2 м и высотой 5 м.9. Цилиндр с радиусом основания 1 м и высотой 3 м.10. Жёлоб, в перпендикулярном сечении которого лежит полуокружность радиусом 1 м, длина жёлоба 10 м. 19



11. Полусфера радиусом 2 м.12. Параболоид вращения, радиус основания которого 2 м, глубина 4 м.13. Правильная шестиугольная пирамида со стороной основания 1 м и высотой 2 м.14. Правильная шестиугольная пирамида с вершиной, обращённой вниз, сторона основания которой 2 м, высота 6 м.15. Конус, радиус основания которого 2 м, высота 3 м.16. Усечённый конус, радиус верхнего основания которого равен 1 м, нижнего - 2  м, высота -2 м.17. Правильная шестиугольная пирамида со стороной основания 1 м и высотой 2 м.18. Правильная шестиугольная пирамида с вершиной, обращённой вниз, сторона основания которой 2 м, высота 6 м.19. Правильная усечённая шестиугольная пирамида, у которой сторона верхнего основания равна 1 м, нижнего 2 м, высота - 2  м.20. Половина эллипсоида вращения, радиус основания которого 1 м, глубина 2 м.21.  Усечённая четырёхугольная пирамида, у которой сторона верхнего основания равна 2 м, нижнего - 4  м, высота - 1 м .22. Правильная усечённая шестиугольная пирамида, у котором сторона верхнего основания равна 2 м, нижнего - 1 м, высота - 2  м.23. Правильная четырёхугольная усечённая пирамида, у которой сторона верхнего основания равна 8 м, нижнего -4  м, высота - 2  м.24. Желоб, перпендикулярное сечение которого является параболой. Длина желоба 6 м, ширина Зм, глубина 2 м.25. Правильная треугольная пирамида с основанием 2 м и высотой 5 м.26. Правильная треугольная пирамида, обращённая вершиной вниз, сторона основания которой 6 м, высота 8 м.27. Правильная шестиугольная пирамида со стороной основания 6 м и высотой 2 м.28. Правильная четырехугольная пирамида со стороной основания 2 м и высотой 4 м.29. Правильная шестиугольная усечённая пирамида, сторона верхнего основания которой равна 1 м, нижнего- 2  м, высота - 2  м.30. Правильная треугольная пирамида со стороной основания 3 м и высотой 6 м.
20



Решение типового варианта аттестационной работы № 2 по теме"Интегралы".Задание 1. Найти неопределённый интеграл
a) =  j* ^ " б *  -  4x^3- 4 x " ^ d x  =,8 , - 3

13i - i - 4 - .  + 4 - - ^  + +C 6—  % 6 13 .8 4 -3
б )У -^ ф -= = -У1 г X^dX 6x̂ 44 6^ 1 у ^ + § )6̂ х"+: 36

2 3
%?t з- ^  +  с

+  б.

В)1 dx(6х+б) /̂Ы (̂6х+б) 6-  J* М б(6х +  6)d(M (6x 3- 6)) -  +  С"  М (б х 3-̂ 6) 3- б*г) J' ^m^6xcos6xdx =  ^  sm^6xd(sm 6x) =  +  б =  ^^гп^бх 3* б6 -*  ̂  ̂  ̂ 6 6  Применение формулы интегрирования по частям:f  М б  =  Уб -  f  ббУ
 ̂ . Л- . г-\  ̂ . lf"x2 + 6x+S, ^U=(2x+6)dxд) з (х^ 3-6x3- 5)coy6xdx - i9--$m6x =   ̂ 3- блг +бЙ?-гол6Х)Ях,

jT"2x+6, d 8 -2 d x [ 1  ̂ 2
di9=5tn6xdx, ^=-^co$6xj3-5)б*^6х -  ^ /(2х 3- 6)^m6xdx3-5)^m6x -  (2х 3* 6)cos6x 4 -^ J co^6xdx^ =  ^(x^ 3- 6x 3-3-5)sm6x 3- — (2x 3- 6)cos6x — - j -  sm6x 3- C

(x^ 3-6x3-
e) f 6x+S -dx f 12X+10 (12x+S)4S

6x^+Sx+4'"'"' 2^ 6x^45x44^*"^ 2^ 6x^4Sx44
dx d(6x^4Sx44)6X^45x44+ ? / dx 4(*+T#,  . 7 ;- y  -S T = ^ n l6x^ + 5x +  4 l + ^ ; f  , ?11 5 12 x +  V7^ M ]6x^ 3-5x3- 4j 4 - ^ ^ ^ c t g - - ^ - " 3* 6

Зк}6х^ 3- 5x3- 4} + - ^ o r c t ^ 1212x 3* 5V71 3- 6
21



t г — -̂(x̂ +6x̂ +Sx̂ +4x+3)  ̂ ^ x̂ +6x̂ +Sx̂ +4x+3х̂ -бж̂  418x2—54x481 dx12х^ -  13ж  ̂+  58х -  78\ _, (х^ +  9)(х -  З Г12̂ "13%̂ +Б8дг-78(жЗ+9)(д-3)2 4x4В , С , Л 
Ж^+9 х -3  (ж-3)2^12х^ -  13х^ +  58х -  78 =  (Лх +  й)(х -  3)^ 3- 6(х -  3)(х^ + 9) 3- +Я(х^ +  9), х - 3  '12 - 27 -  13 - 9 Л 58 - 3 -  78 =  180; 303 =  18D; Я =  ^612 =  24 3-47,-1 3  = - 6Л 3-Я - 36 з-Я , 58 = 9Л -  6Я +  96;С = 12- А-624 3- Я -  3(12 -  Л) =  - - - ^ ,  9 Л - 6 Я  +  9 ( 1 2 -Л )  =  58;

18D; Я Л +  6 =  12,-6Л 3- Я -  36 =

Г С = 12 -ЗЛ 3- Я =  - 6Я =

179 6 '924 -  6Я +  96 =  58;6 = 1 2 -Л- 6Л +  Я -  36 +  ЗЛ =  -9Л -  6Я +  108- 9 Л  = г 258 =  у ,13
л

179 6 ' 58;Л,37б 50;13̂ 25 203 101
18'203I F '

18. В Ц d%(x-3)26
13 ^ 4 (^ + 9 ) , ISO r 

*̂ " 18-2  ̂ (ж^+9) 18 -*+9) +  у  -  +  ^ -  b }x
X + — f is-' 13X+1S0 , , 203 r ^  , 101 fЯХ + —r  J -— +  — Jdx +  ^  J  -^r 3-

x^+9 18

x̂ +9
dx . 203

18 dx 
x -33j -  ——— 3- c.

X -3  ' 6 (x-3)2
101/- dx . 1 3
6

dx 
x -3  =  X +

6(x-3)

 ̂  ̂У6x3 64̂ /6x46 _^  dx "  
=  ^(t^3- 6^)dt

= 6x + 6, V6x 3- 6 ^ f3 

л/6х + 6 = 6dx = 6t^dtdx =  t^dt— 3* "r 3* 6 —6 522



_6х+6 , I t/(6*+6)S  ̂ ^
6 5 5

<%x
6 + 3 s m x + 4 c e s x

+ - x .  . 2t i - f-"t, уmx =irrn? ?co$xdx 1+  ̂2dt^l+t2 i+t2
= f 2dt1+^ { 2d^6 4  6^  +  6t +  4 -  4t^ J  2t^ 4  6f; 4  10i 2dt

dr dit2+3t+5 (i+§) +ii ^Ti ^ v n  ^ "  у и  4  7̂2 2Г+3

VII ЯГС^ 4 C .
к) co5*̂ 6xsm ^6xdx = / cos^6x^ m ^6 sin6xdx =  — ^/(со^^бх — -3co^^^6x43co^^^6x—c o s ^ 6x)d(co^6x) — — ^ ^  4  --^  —

 ̂ '  6 9 6-113cos*36x,lcos^6%,  ̂ 1 q  ̂ , 1 11  ̂ 1 13̂  ,^ — -j--—^ — 4 ^  -  -  — cOS^6%4— C0S^^6x-^C05^"6x44-^-co^^^6x + C.
90Задание 2. Вычислить определённые интегралы.Vx — 6a )l ^ f ± ^ 2 t d t  =-̂1 f3t, X — 6, X — t^-j-6M _  dx -  2tdt,7 (x-6)V4^6 если x: — 7, то t =  1еслих — 10, то t =  22 ^ ( ^  +  12 +  ^ ) &  =  2 ^ P  +  2 4 t ^ - ^ P  =  1 ( 8 - 1 ) 4 - 2 4

-72
1941 " 'Применение формулы интегрирования по частямя ^ ^  М И-'а
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6)fJ(x + 6)e *^d% i7 —x + 6,
+ 6) . ^  7 +  4 ^ .

131 2 '
-84 +e -72

*^^dx; = :-----* 13e ^12 "12
3L4̂ r 14^!

—  dir 1
— — 12

12

* -  1 2 . - 7 2  -
1

(^ + i7
,1 4 S  .+ 1— 6 144

-72

Задание 3. Вычислить несобственные интегралы или установить их рас ходимостьxdx __,.6х̂ +бх47 " гаJo xdx6^+6х+7'xdx _  1 ^  (12х + 6) -  6dx^ 6х̂  + 6х + 7 12 jQ 6х^4-6х + 7= ^ Ы 6 ^  + .^ + 71^- — ^1

1 V3--',___ arctaVl32 V ll

d%x^+x + -r6( * ^ 2)+X +1 , 7 , 1 1-V12- t . ! 6 ^ + 6 .  + 7 l - - h , 7 - ^ = ^ t H  ^1 1"1п[6а^ -+ 6а + 7] -  - - In  7 ,____12 12 V132 2V31 (2х + 1 )^arctgf
-  ^ !п ]6 а^  +  6а + 7{ -  ^  in 7 VII1 (2% + 1)V3arctg*v i n v n

iim
1

(-1п}6я2 + 6я +  7 ! - —In7 1̂2 ' ' 12 1  ̂ (2a+-l)V3 ,ЯГС%----^ ---- hVs Vl32 v nя г с ^  y=)=oo (интеграл расходится).
б);;e 4д Подинтегральная функция имеет бесконечный разрыв при % — 124



i "2m %
— И т^о in  X1 Б-зО __2-1 = -1 Й

1+E

+oo=+oo,2in̂ e 2!ii2(].+g)/ 2т. e. исходный интеграл расходится, в) Исследовать интеграл на сходимостьsinxdx
Решение. Имеем: /(х) =  ^Так как =  й т ^ о . х"^ ^  -  iim (-^1 ^)= Н т (- ^ +  1) =  1,1 a-)oo-*x}u а-юо иrcodxто — сходится, а тогда, согласно признаку сравнения, сходится и интеграл —̂ . Следовательно интеграл —̂ сходится.

Задание 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями а) у  =  х^ +  7х Т 3, у  = Зх Решение. Построим графики этих функций.Имеем: у  -  х^ +  2 - - х  4---------- +  3 -  (х +Тогда точка ( " ^ " ^ )  вершина параболы.Точки пересечения параболы с осью ОХ определяются системой:-7-VT7
f[у =  + 7х +  3, откуда х  ̂ +  7х +  3 -  О, Xi -Х2

2
7+V37

6,50,46Строим графики функций у — х^ +  7х +  3, у  =  Зх
25



Система уравнений _  'параболы и прямой:+  7x +  3 — Зх, х^ + 4х +  3
определяет точи и переселения

=  0  ̂ х-̂  — —3, %2 *Тогда"  L ^ (3 x  -  (х^ + 7х +  3))dx = L 3 +  4х + 3)dx = - 2 х ^ - 3 х ) [ ^ ^ ^  (кв.ед.)б) -  36 cos 2%?Решение. Эта линия носит название лемниската Бернулли. Изобразим линию в полярной системе координат

26



О < coy 2%? <  17Г0 < 2 < р < -О < у? < 7?4Используя формулу:5 "  2 получим ^5 —  ̂ Збсоу 2y?d̂ p — 18 * ^ym 2у)^ 5 - 9 ,  5 - 3 6  (кв.ед.)Задание 5. Вычислить длину дуги данной линии
Я
4О

а) (у -  4)2 =  (х -  4)^ - кубическая парабола, отточки А(4;4) до точки В(6; 4 +  2^2)Решение. Строим график:

-  (х -  3)з  ̂ то у ^   ̂(х — 4)  ̂ и 1 + у^ -  1 +  ̂(х — 4).Поэтому ̂ ^  i l  +  ^ - 4) d x  =  J ^ I a  d x  =  ^  V 9 x  -  32 d x  =
27



=  ^ J ^ ( 9 x - 3 2 ) 3 d ! ( 9 x - 3 2 )  
;  ( V ( 5 4  -  3 2 Г  - 1/('36 -  32)3

1 (9^-32)2 f6 _' i s " T " l 4 "^ L ( 2 2 V 2 2 - 8 ) .
118

^ t y  =  6( l - ^ t ) ;  0 S t S 2T!Решение. Эта линия называется циклоидой, График её, соответствующий одному витку 0 <  Г <  2тг, имеет вид:Ул
Имеем; 6(1 -  cos t), == 6 sm t. Тогда по формуле f —

1-2п: _____________________ __ _________ __  З̂яг ______________ г2я?!= j /̂36(1 cos Ч" 36ŝ ?î t 6?t - 6j  V2 — 2 cost dt == 12 j sm^dt
= -24 cos ^ - 2 4 ( - l  -  1) -  48в) д = 6sm^ ^Решение, Вся кривая изображается при ^с[0; Зт?];

Находим д': д' = 6 - 3sm^ ^ co s^  -  ̂ 6s ^ ^ c o s ^ -



Используя формулу
f  Ур2 +. (р')2' ^  получим  ̂ ^36уЁл^  ̂+ ЗбуЁл^соу^ d ̂ гЗд .6 L  s-mп й) З̂т?1"СОУ̂  {Зл^ " - 6 L  ----^ d ^ -3 < p ! ^ 3 . 2%н3тг^ 5 ^ " т ) о 9л.^ з "10 2 ^  ̂ { оЗадание 6. Вычислить объём тела, полученного вращением вокруг указанной оси.а ) ^  +  ^

'3 6  16
1 -  эллипс, ось ОХ.Решение. По формуле % -  л ^  y'd?c, вследствие того, что 1 -  гг и у '  =  16 (̂ 1 -  -  6 <  х <  6, получим:i !  = 16 36К- ж Г  16(1

зг
36)d% -

-  16л(% - г)3 - 36' )-6  
^ 16л(6 - 2 ^ 6 - 2 )

 ̂ 36-6 36*6
3 3 6 3*36'

128л.л — 6(Г — уЁл t),Ly -  6(1 -  cos t);6) ! "  J X  X' ось o%, о <  t <  2л( У "Решение, dx =  6(1 — cos t)df-  л ^ ^ З б  (1 -  coy t ) '  * 6^1 — coy l)d f "  216л^^(1 —coy dt — 216л j^ ^ (l — 3 coy t +  3coy't — coy't)dt =  216л J^ ^(l
—3 cos i + 3-2я l+ co s 21 (1 -  уЁл'г) coy dt -  216^(j^^^d^

4 ^  coy tdt + + ̂ J^^coy 2rdr + ^^уЁл'гсоу tdt) = 216л(^С2jr  ^  216л * L  2л -  1080л'*2л* 2лО
4 УЕЛ t 1/ -1 + - УЕЛ 2Г ! О 4в) р -  6 уЁл2<р, аокруг полярной оси.Решение. График функции представляет двухлепестковую розу:



Используя формулу % "  ^  получим:^  -  ^887rjy8^№^^€o^^(p$^n^pd^ =П д^3 0 4 тт^ 5 щ ^ ^ со^ з^ ^  ?= 2 3 0 4 ? r jjs ^ (p (l2 3 0 4 л - ( ^  -  S =  2304лг. ^  =.^ 5   ̂ 0 33 35
Задание 7.

а) Найти координаты центра масс дуги цепной линии у -  6с^—§ < # $; 6.Решение.

Т.к. кривая симметрична относительно оси ОУ, то ^  -  0. Найдём по формуле:
30

к i ^



 ̂ ф х f ' " х  х
6 ^  6 ОДлинадуги  ̂ -  2 j ^ c ^ ^ x  -  -  12s/il.Ус -  r ^ r r f t  ^ x  - " r r f f  c ^ ^ d x  - r ^ r  -  y i r  j f  ( l  +  c^^)d x =i г . .  ,^ .,.ж 1 6  ^ .(6  + 3 ^ 2 ) =  ^2yAl (2 -p s&2).Ответ: x  ̂ -  0; Ус -  ^ ( 2  +  ^ 2 ).6) Вычислить координаты центра масс однородной плоской фигуры, ограниченнойлиниямиу-6 - х ^ ,  у - 2.Решение. Построим фигуру а системе координат:

Из однородности и симметричности данной фигуры следует, что Хс Тогда
Ус =

1 ( ( 6  -  х^)^ -  2^)dx 1 ^  (32 -  12х^ +  x^)dx
У , (4 x^)dx  ̂ 2jf^(4 —x^)dxj ( 3 2 x - 4 x ^ + ^ ) ^ 192(4 x -% -) 0 -  _ ^ .  -  з б ̂ y-Отзет: x  ̂ "  0, ŷ , =  3,6.

0.
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Задание 8Котёл имеет форму параболоида вращения. Радиус его основания R-Зм, глубина Н=5м. Котёл наполнен жидкостью, плотность которой р — 0 ,8 ^ . Вычислить работу, которую нужно произвести, чтобы выкачать жидкость из котла.Решение.

Сечение котла плоскостью ОХУ есть парабола, уравнение которой у -  ад2. точка N(3;S) принадлежит параболе, поэтому её координаты удовлетворяют уравнению параболы, т.е. S =  З^а. Отсюда а = .̂ Тогдау ^  -уравнение параболы.Разделим параболоид на слои плоскостями, параллельными поверхности жидкости. Пусть толщина слоя на глубине 5^у равна t%y. Тогда, принимая приближённо слой за цилиндр, получаем формулу для определения его объёма: dV = nx^dyИз уравнения параболы находим -  —̂, тогдатг9уd V ^ - ^ d yМассу слоя жидкости обозначим через dQ, ТогдаdQ -  pdV — ^wpydy, р-плотность жидкости.Чтобы выкачать жидкость с глубины S -у , потребуется затратить элементарную работу32



dA =  d Q ( 5 - y ) g ^ n p g ( S - y ) y d y .Учитывая, что 0 <  у <  5, получаемГ^9 ,   ̂ 9 fS  д 125 125^А =  ^npg(5 -  y)ydy =  - n p g  j (5y -  y^)dy =  ^ n p g ( ^ --------^ -) ^9 125 75
Т .к .р ^ З О О ^ , g =  9,8 Y  то A =  — и - 800 - 9,8 ^  30000 - 9,8n ^^  294300 (Дж)Ответ; 294300(Дж).

Задания к аттестационной работе N$2 по теме: Дифференциальныеуравнения1 Решить дифференциальное уравнение:1. (1 4  е")уу' = е'2. у' =  t̂ny3. sin ydy + tgydy -  04. y'ctgx ч y-25. cos ydx —2 V lY x^ d y  4  cos y V l 4 x^dy6. y^Vi"— — cos  ̂у "  07. e^+*^dy = xdx8. ctgx - cos  ̂ydx 4 sin" xtgydy — 09. e^tgydx = (1 — e )̂ sec^ydy10. (1 4 e^)xdx = e^dy. . e"  ̂ dy , dx 11.------- 4 coŝ  у12. ЗУ -x = УУ'13. /  ^ (2y 4 l)tgx14. (y  ̂ 4 3)dx -  ydy = 015. y' sinx — yiny

16. sinx - y' -  ycosx  4 2cosx17. Зе  ̂sin ydx 4  (1 — e^) cos ydy — 018. sin x - tgydx — r^- =  019. sin у cos x dy =  cos у sin x dx20. sec  ̂x * tgydy 4  sec^ у - tgxdy -  021. (I4e*)ydy-eydx = &22. /  -  ex\(l 4 y )̂23. y' -  (2x -- l)ctgy24. tgx sin  ̂ydx 4  cos^xctgydy — 025. xy' — у — y^26. xyy' =  1 -  x^27. y'tgx =  у28. (1 4  eX)yy' =  eX29. (xy^ 4  x)dx 4  (x^y — y)dy =  030. (1 4  y^)dx 4  xydy =  0

33



И. Решить дифференциальное уравнение:1. у2 +Х2у' = хуу'2. х^у' — у(х +  у)3- (у +  .^xy)dx — xdy4 . ху' -  у cos In ф5. ху 4  у  ̂ =  (2х^ ^6. (2уху - y)dx  ̂xdy=07. 2х̂ у' = у(2х̂  — у̂ )8 . у' =  ^ +  Ху х9. (х — y)ydx — x^dy — О10. xdy — ydx — у х  ̂  4  y^dx И . xy' -  У х^ -- у2 +  у12. (х  ̂ + y2)dx +  2xydy — О13. у'х 4  х 4  у =  О14. (х 4  2y)dx 4- xdy =  О15. (х  ̂ — 2ху)у' =  ху — у2

16. (у  ̂— 3x^)dy4 2xydx =  О17. (х -- y)dx 4  (х 4  y)dy =  О18. у' -   ̂-  1 i19. (4x2 ^  _t_ ^у2 з^у x^dy =  О20. (у  ̂ -  2xy)dx -  x^dy = О21. x y '4 y ( ln ^ -  l )  -  О22. ydx 4  (2т/ху -  x)dy=023. у — xy' =  xsec^24. (y  ̂ -  2xy)dx + x^dy -  025. xy' -  у — xtg-26. xy' -  у (x 4 y)ln ^27. xy' =  у — хеж28. (x +  2y)dx -  xdy =  029. 4x — 3y 4  y'(2y — 3x)dy =  030. xy' =  i/ y ^ - ^
Ш. Найти частные решения (частный интеграл) дифференциальногоуравнения:1. (1 +  х^)у' 4  4ху -  3,у(0) =  О2. у'-у=е*,у(0) = 1

3. (х + 1)/ + у = х̂  + х̂   ̂у(0) = О4 . ху' 4 (х4  1)у =  Зх^е"^,у(1) =  О5 . х ( у ' - у ) - е ^ у ( 1 ) - 06. х^у' 4  ху 4  1 -  О, у(1) =  О7. (ху' -  1)1пх -  2у,у(е) -  О8. ху' 4 у =  sinx, у ф =  ^9. y'ctgx-y=2C0S^xctgx, у(0)=Ю10. (1-х2)у'+ху^1,у(0)-111. у' -  Зх^у -  х^е^ -  0, у(0) -  О12. (х  ̂ -  1)у' — ху -  х̂  -  x,y(V2) — 113. ху' 4  у 4  хе"^ = 0, у(1) ^  ^14. (1 -  х)(у' 4  у) = е"^,у(0) -  О15. у =  х(у' -  xcosx), У 0 )  =  О

16. у' +  ytgx =  secx, у(0) — О17. ух' 4  х =  4у  ̂ 4  Зу^,у(2) =  118. (х 4  y^)dy =  ydx,y(0) =  1^ T  = ^ ,y ( o )  = i20. ху' - 2 у -  2х^у(1) -  О21. х У = 2 х у 4  3,у(1) =  -122. у' =  2х(х^ 4  у),у(0) =  О23. у' 4  2ху =  хе"^,у(0) =  О24. cosydx =  (х 4  2cosy)sinydy.y(0) =25. ( 2 е У - х ) у '-  1,у(0) =  026. (sin^y 4  xctgy)y' =  1,у(0) — ^
28. (2х 4  y)dy -  ydx 4  4!nydy,y(0) -  129. ( 1 - 2 х у ) у '- у ( у - 1 ) ,у ( 0 )  =  130. ху' 4  у — 1пх 4  1, у(1) =  О

34
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!V  Решить дифференциальное уравнениеху"+у'-!пх 17) хУ'+х\'=12) у'\1пх=2у" 18) ху'^у'+х^3) ху"=/!пф 19) y"xtnx=y'4) 2ху'у"=у' -̂1 20) y"+y'=sinxу"-^ х(х-1 )5) y"tgx=y'+l 21)6) ху"=у' 22) y -̂2y'ctgx=sin^x7) х\"+ху'=1 23) y^+/tgx=sin2x8) у"+2х/^0 24) x(y"+l)+/=09) у"+4у'=2х^ 25) xy"-y'-2x^e*10) х^у'^у^ 26) y"=y'+x11) /"х!Г)Х=/' 27) „  XУ -- —12)13) y"ctgx+y'-22ху^у'=у' -̂4 28) У(x+1 )y"-(x*2) у' *x+2=014) y"+4y'=:COS2X 29)15)16) 2ху*у"=у^+1y'"+y"tgx=secx 30) xy'"+y"=l+x
V  Найти частное решение (частный интеграл) дифференциальногоуравнения1)2)3)4)5)6)7)8)9)10)11)12)13)

y " +  ^ y ' '  =  o,y(o) =  o,y'(o) =  iу'^+2уу"=0, у(0)=1, у'(0)=1 2уу"=/', У(0)=1, У'(0)=1 у"=2-у, у(0)=2, у'(0)=2 уу"-2у"=0, у(0)=1, у'{0)=2 у"(1+у)=5у'', у(0)=0, у'(0)=1 УУ"-У''=0, у(0)=1, у'(0)=2 у"(2у+3)-2/^0, у(0)=0, у*(0)=3 у(1-!пу)у"+(1+<пу)у'̂ =0, у(0)=1, у*(0)=1 у"(1+у)=^+у', у(0)=2, /<0)=2 У"=4, У(0)=1, УЮ)=2у"=-^, У(0)=У'(0)=0 уу"-у'̂ =у̂ 1пу, у(0)=1, у*(0)=1 35



14) 2у''=(у-1)у", у(0)=2, у'(0)=215) у"+уу''=0, у(0)^1, у'(0)=216) уу"-2уу'!пу=у'', у(0)=1, у'(0)=117) у"=у'е\ у(0)=0, у'(0)=118) уу"+у'̂ =0, у}0)=1, у'(0)=119) уу"-у*'=у', у(0)=1, у'(0)=120) у"+2уу''=0, у(0)^2, y'(0)=i21) у " = ^ , y(0)=p y'(0)=V222) уу"+у''=1, у(0)=1, у'(0)=123) у"-у''+у'(у-1)=0, у(0)=2, у'(0)=224) Зу'у"=у+у'3+1, у(0)=-2,у'(0)=025) у^+у'̂ -2уу"=0, у(0)=1, у'(0)=126) у'у^+уу"У^0, у(0)=1, у'(0)=227) 2уу"-3у*^4/, у(0)=1, у'(0)=028) 2уу"+у -̂у'̂ =0, у(0)=1, у'{0)=1
29) у"=у"-у, v t ih -^ .y 'd )^30) 1+уу"+/^=0, у(1)=0, у*(1)=1V! Решить дифференциальное уравнение1) у"-2у'+у=4е*2) 6у"-у'-у=3е^3) у"12у^40у=2е^4) у"-3у'+2у=(34-12х)е*5) у"+5у^72е^6) у"+6у'+10у=74еЗ*7) у"-9у'+20у=126е^8) /'+у^2х-19) у"+3у'=10-6х10) у"-2у^(4х+4)е^11) у"+у'-6у=(6х+1)еЗ*.12) у"+2у'+у=6е"13) /^4/=15е"14) у"+4у'+5у=5х^32х+515) у"-4у^{-24х-10)е^

16) у"+4у'+29у=26е *17) у"+9у=10е^18) /'-4/=8-16х19) у"+4у'+4у=6е20) у"-8у'+17у=10е^21) y"+2/+37y=37x^-33x+7422) у"-7у'+12у:=3е^23) у"-6у'+10у=51е^24) у"-12у'+36у=14е^25) у"+2/+у=(18х+8)е"26) у"+6у'+9у=72е^27) у"+2у'+у=(12х-10)е*'28) у"+8/+25у=18е^29) /'+6/+9у-(48х+8)е"30) у"+2/-Зу=(12х^+6х-4)е"36



V!i Решить дифференциальное уравнение1) у"+2y'-24y-6cos3x-33si п Зх2) y"+16y=8cos4x3) y"+y-2cosx-(4x+4)sinx4) y"-8y'+20y=16(sin2x-cos2x)5) y"-6y'+34y=18cos5x+60sin5x6) 2y"+7/+3y=222sin3x7) y"+4y'=e"(24cos2x+2sin2x)8) y"-6/+13y=34e"^sin2x9) y"+y--4cosx-2sinx10) y"+Sy'=39cos3x-105sirt3x11) 4y"-4y'+y=-25cosx12) y"+4y'+20y=4cos4x-52sin4x13) y"+y'"2y=9cosx-7sinx14) 4y"+3y'-y=llcosx-7sinx15) y"-5/-6y=3cosx+19s) nx

16) y"-2y^8y=12sin2x-36cos2x17) y"-2y'+5y=10e"cos2x18) y"+6y'+13y--75sin2x19) y"-4y'+29y=104$mSx20) y"-14/+49y=144sin7x21) 3y"-5y'-2y=6cos2x+38sin2x22) y"-4y'+5y=(24sinx+8cosx)e^23) y^-3y'+2y-"Sinx-7cosx24) y"+5y'+6y=52sin2x25) y"-9/+18y=26cosx-8sinx26) y"-12/+36y=32cos2x+24sin2x27) y"-6y'+25y-9stn4x-24cos4x28) y"-2y'+y--12cos2x-9sin2x29) y"-2y'+37y=36e*cos6x30) y^+2/+5y=-8e*"sin2xV!!! Решить систему дифференциальных уравнений двумя способами: а) сведением к дифференциальному уравнению высшего порядка; б) с помощью характеристического уравнения.1. Г х' = 6д — у И . f х'' = х У 4у 21. ( х' = х У 2у(у' -  Зх У 2у (у' -  2х У Зу (у' -  4х У Зу2. fx' = 5х У 4у 12. Гх' = Зх У у 22. (х' = 8х -  Зу(у' — 4х у  5у ty' -  х У Зу t у' -  2х У у3. Гх' -  4х у  2у 13. = у 23. Гх' = —х У 8уty' — 4х У 6у (у = X t у' ^ х У у4. f х' -  4х -  у 14.' f х'' -  х У 2у 24. f х' = —2х У у(у' = -Д  У 4у ty' = Зх У 6у (у' = -З х  У 2у5. fx' = Зх -  2у (у' -  2х у  8у 15. х' = х - у  = -4 х  У 4у 25. f х' = 2х У у ty' = — 6х — Зу6. fx' = Зх У у 26. fx' -  х У 4у[у' -  8х У у 16. = 7х У Зу t у' = х У у7. ( х' -  4х — 8у ty ' -  х У 5у 27. ( х' — х — 5у[у' -  -8х У 4у 17. -  - х  — 2у (у' = - х  -  Зу8. Гх' -  2х Ч- 8у ty' -  Зх У  4у 28. Гх' -  Зх У 8уt у' -  х  У 4у 18. -  5х У  8у ty' = -X  -  Зуty' -  Зх У Зу 37



9. 19. 29.10.

(f x ' —2 х + уty' =
=  —2x + 4y t y ' = X " 2 y  fx '" 2 % + 3 y  (y' — 3x + 4y (y' -  5x + 4y

x' — —2x — 3y y' =  - x
20 . 30.

' — —5% +  2y y' =  x - 6 y  ' x ' = 6 x + 3 y  y' -  - 8 x  -  5y!X Решить дифференциальное уравнение методом вариации произвольных постоянных.1} y"+4y-tg2x2) у"^2/+2у=3) y"+y=tgx4) у"+2/+у=-5) у"+у= sinx6) у"+2у'+у=хе^7) У^У= " хе-е̂ +18) у"-4/+5у=-9) у"+у=—' сом10) у"-2/+2у=11) у"+2/+2у=12) у"+4/+4у=13) y"+y-ctgx14) у-+4у=-^
stnxе"*сом--2Х

15)/"+/= sm2xstnxсся̂ х

17) y"+4y=ctg2x18) /'+2/+2y=e*ctgx19) y"+2/+y=3e'"V^ + 120) у"+у=-гУ-21) y"-/=e^cos(el
24) /'-4/+4у=^25) y"-y'-e^sin(e^)26) у"+9у^^—' со^Зх27) y"+y=tg^x28) y"+y=-ctg^x29) y"-2/+y=g30) y"+4y-2tgx

X Решить следующую задачу:1. Записать уравнение кривой, проходящей через точку А{1;2) и обладающей следующим свойством: отношение ординаты любой её точки к абсциссе этой точки пропорционально угловому коэффициенту касательной к искомой кривой, проведённой в той же точке. Коэффициент пропорциональности равен 3,
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2. Записать уравнения кривых, обладающих следующими свойством: длина отрезка оси абсцисс, отсекаемого касательной и нормалью, проведёнными из произвольной точки кривой, равна 2Й3. Записать уравнения кривых, для которых сумма катетов треугольника, образованного касательной, перпендикуляром, опущенным из точки касания на ось абсцисс, и осью абсцисс, есть величина постоянная, равная а.4. Записать уравнения кривых, обладающих следующим свойством: площадь треугольника, ограниченного касательной, осью абсцисс и отрезком от начала координат до точки касания, есть величина постоянная, равная а̂ .5. Записать уравнения кривых, обладающих следующим свойством: площадь треугольника, образованного касательной к кривой, перпендикуляром, опущенным из точки касания на ось абсцисс, и осью абсцисс, есть величина постоянная, равная Ь̂ .6. Записать уравнение кривой, проходящей через точку А{2;4) и обладающей следующим свойством: длина отрезка, отсекаемого на оси абсцисс касательной, проведённой в любой точке кривой, равна кубу абсциссы точки касания.7. В точке с ординатой 2 кривая наклонена к оси OY под углом 45°. Любая её касательная отсекает на оси абсцисс отрезок, равный по длине квадрату ординаты точки касания. Записать уравнение данной кривой.S. Записать уравнение кривых, для которых длина отрезка, отсекаемого
у 2нормалью в точке М(х;у) на оси ОХ, равна --р9. Записать уравнения кривой обладающей следующим свойством: если через любую её точку провести прямые, параллельные осям координат, до пересечения с этими осями, то площадь полученного прямоугольника делится кривой на две части, причём площадь одной из них вдвое больше площади другой.10.Записать уравнение кривой, все касательные к которой, проходят через начало координат.11.Записать уравнение кривой, для которой произведение абсциссы какой-либо её точки и длины отрезка, осекаемого нормалью в этой точке на оси OY, равно удвоенному квадрату расстояния от этой точки до начала координат.
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12.3аписать уравнение кривой, обладающей следующим свойством: отрезок касательной к кривой, заключённый между осями координат делится е точке касания пополам.13.3аписать уравнение кривой, обладающей следующим свойством: длина перпендикуляра, опущенного из начала координат на касательную, равна абсциссе точки касания.М.Записать уравнение кривой, проходящей через точку А(2;-1), если известно, что угловой коэффициент касательной в ^юбой её точке пропорционален квадрату ординаты точки касани^. Коэффициент пропорциональности равен 6.15. Записать уравнение кривой, если известно, что точка пересечения любой касательной к кривой с осью абсцисс одинаково удалена от точки касания и от начала координат.16.3аписать уравнение кривой, если известно, что расстояние от любой касательной до начала координат равно абсциссе точки касания. 17.3аписать уравнение кривой, для которой треугольник, образованный осью ОУ, касательной и радиусом-вектором точки касания является равнобедренным.18.3аписать уравнения кривых, для которых длина отрезка, отсекаемого нормалью в точке М(х;у) на оси ОУ, равна у19.3аписать уравнение кривой, если касательная к ней отсекает на оси1ОУ отрезок, равный по длине —й сумме координат точки касания. 20.3аписать уравнение кривой, проходящей через точку А{2;0) и обладающую следующим свойством: отрезок касательной между точкой касания и осью ОУ, имеет постоянную длину, равную 2.21.3аписать уравнения кривых, обладающих следующим свойством: площадь трапеции, ограниченной осями координат, касательной к кривой и перпендикуляром, опущенным из точки касания на ось абсцисс, есть величина постоянная, равная За̂ .2 2.За писать уравнения кривых, обладающих следующим свойством:точка пересечения любой касательной с осью абсцисс имеет абсциссу, вдвое меньшую абсциссы точки касания.23.3аписать уравнения кривых, для которых длина отрезка, отсекаемого касательной на оси ОУ, равна квадрату абсциссы точки касания.40



24.Записать уравнение кривой, для которой длина отрезка, отсекаемого на оси ординат нормалью, проведённой в какой-либо точке кривой, равна расстоянию от этой точки до начала координат.25.За писать уравнения кривых, для которых точка пересечения любой касательной с осью абсцисс имеет абсциссу, равную 2/g абсциссы точки касания.26.3аписать уравнение кривой, проходящей через точку А(1;5) и обладающей следующим свойством: длина отрезка, отсекаемого на оси ординат любой касательной, равна утроенной абсциссе точки касания. 27.3аписать уравнение кривой, проходящей через точку А(0;-2), если известно, что угловой коэффициент касательной в любой её точке равен утроенной ординате этой точки.28.3аписать уравнение кривой, для которой угловой коэффициент кесательной в какой-либо её точке в п раз больше углового коэффициента прямой, соединяющей эту точку с началом координат. 29.3аписать уравнение кривой, каждая касательная к которой пересекает прямую у=1 в точке с абсциссой, равной удвоенной абсциссе точки касания.30.Найти кривую, для которой произведение абсциссы любой точки, принадлежащей кривой, на отрезок, отсекаемый нормалью на оси ОХ, равно удвоенному квадрату расстояния этой точки до начала координат.
Решение типового варианта аттестационной работы №2 по теме "Дифференциальные уравнения"Задание 1 Решить дифференциальное уравнение+  (1 -  =  0РешениеЭто уравнение с разделяющимися переменными. Разделим обе части уравнения на произведение tgy(l-e^)Получим:ЗеМ х 1с---- - + — г— —  dy =  01 — ex cos^y - tgy 41



Проинтегрируем:-ЗМ }1 — е̂ ] +  Injtgyj =  Ы}С^} После потенцирования получим:}tgyi}1-ехр
tgy

}С̂ } или Т9У = !Ci!}1-е\Обозначим + C i =  С.Тогда (1-е*)з — С или tgy — С(1 — ê )-Получили общий интеграл исходного уравнения. При разделении переменных мы предполагали, что tg y ( l -  е^) ОПриравниваем каждый множитель к нулю; tgy-O—>у -  ктт, (к — 0, + 1 ,? 2 , .. .) ,у  — ктг, (к — 0, + 1, + 2 ,...)  являютсярешениями данного уравнения. Эти функции могут быть получены из общего интеграла при €=0.Если 1-е* -  0, то л =  ОХ=0 -  решение данного уравнения, оно может быть получено из общего интеграла при С=<*>. Действительно, если полагая С=-г , общий интеграл примет вид:C 2tgy- (1 -  е*)з =  ОИ решение х=0 получается из общего интеграла при с^-О , а это соответствует С=<*э.Следовательно, функции у =  ктг, (к =  0, +1, + 2 ,...)  и л — 0 -частные решения данного уравнения.Общий интеграл tgy-C(l -  е^)  ̂ -  О
Задание 2 Решить уравнение(2x-y)dx+(x+y)dy=0РешениеТак как функции 2х-у и х+у -  однородные первого измерения, то данное уравнение -  однородное.42



Сделаем замену y=Ux, dy=Udx+xdU.Тоща(2x-Ux)dx+(x+Ux)(Udx+xdU)=0x(2-U)dx+x(l+U)Udx+x^(l+U)dU=0x(2-U+U-Hj^)dx+x^(l+U)dU=0x(2+U^)dx+x^(l+U)dU=0Получим уравнение с разделяющимися переменными. Разделяя переменные, получим:

При разделении переменных мы делили обе части уравнения на выражение (Lf+2)x ,̂ но U^+2^0, а х  —О не является решением уравнения.
^ у 2  +  2x2 + =  С.
Задание 3 Решить уравнение y'-ytgx -  -^-^,у(0) =  О РешениеСделав подстановку Бернулли y=UV, /=U'V+UV', получим U'V+UV'-UVtgx=— 43



U -V+U (V--Vtg*)^Находим частное решение уравнения V'-Vtgx=0. § ^ V t g x ,^  = tgxdx in}V} =  -ln{cosx{ +  ln}Ci{Полагая Ci=l, выбираем частное решение V = Далее ищем общее решение уравнения U'V=— ,гдеУ =  —
COSXИмеем: U'=l, U=x+C.

COSX COSXОбщее решение исходного уравнения у— UV"(x+C)----
COSX

COSX

Из него выделяем частное решение, удовлетворяющее начальному условию у(0)=0:( 0 + С ) ^  =  0, откуда 0 =  0Подставляя значение С-0 в общее решение, получаем частное решение исходного уравнения:Xу*-— .
COSXЗадание 4 Решить уравнение х/'-у'-х^е*РешениеДанное уравнение не содержит у. Понизим порядок этого уравнения на 1, положив /==z. Тогда y"=z', и исходное уравнение превращается в линейное дифференцальное уравнение первого порядка:xz'-z-x^e^Разделим обе части данного уравнения на хэь 0, Получим z —  =  хехXПрименим подстановку Бернулли z=UV, z'=U'V+UV', получим:44



U 'V + U V '-— =  хе* или U'V+U(V'--)=xeXX X уНайдём частное решение уравнения V — -  — О
dV V dV dx , , , , , , , ,

Выбираем частное решение уравнения V = х Далее ищем общее решение уравнения 
U'V-xe^, где V=x.Имеем: U'x-xe^х^ О, U ' =  е*, U =  e  ̂ +И общее решение линейного уравнения z=x(e*+Ci) следовательно^ /=х(е^+С^) у'=хе^+С^ху=хе^е"+С^у +  С2; у  =  е^(х -  1) +  С^х^ +  С^, где ^  =  у  Следовательно общее решение исходного уравнения y=e*(x-lj+CiX^t-C2.Задание 5 Решить уравнение v"=p-, у(0) — t  у '(0) =  О Решение
Данное уравнение не содержит явно аргумент х. Поэтому путём 
замены Р(у)=у' порядок его можно понизить на единицу и 
получить уравнение первого порядка с разделяющимися 
переменными.

Имеем: /= Р , у"=Р ФdyР^в =  -Ь P d p ^ ^dy уЗ* -.3-  dy у  ̂ -*—Проинтегрируем: y  =  —  + C i ; y  = —? + C i 45



р 2 ^ +  2 Q ; Положим 2С^ =1 , 1 ^  +  С^; р -  у , следовательно, у   ̂ +  С]
Y ' = ±  f - ^ + C t ;  ^ = ± J - ^  +  C i ,  d y  =  ± J - ^  +  C i d x

Разделим переменные: ± dxГ2+С1
1 d ( q y ' - i ) dx2Ci ^ / C , y ^ - 1" 2 ^ " i  (Ciy^ -  l)" 2 d  (Ciy^ -  1) =  j^ d x  +  C,

1 ( C i ^ - 1 ) 22Ci 1 =  x  +  C ,: ±  — (Ciy^ -  1)2 =  x +  С ,
Возведём обе части равенства в квадрат - L ( f i y 2 - l )  =  (x +  fz)^Получим общий интеграл.При разделении переменных мы делили на — +  C i, но при этом мы не потеряли решения, т. к. у-С , где С -  постоянная, не является решением исходного уравнения.
Мы ранее нашли у " +  C i. Определим C i,воспользовавшись начальными условиями у(0) =  1, у '(0 ) =  046



0=-l+Ci, C i=l.Подставим Ci-1 в общий интеграл: y^-l=(x+C2fОпределим С2:1-1=(0+С2^Q=0Следовательно частный интеграл уравнения у -̂1=х^Отсюда у^-х^+1, y=±Vx^ +  1Начальным условиям удовлетворяет только решение y=Vx2 +  1.
Задание 6 Решить уравнение у"-2/+у=хе"РешениеНайдём общее решение соответствующего однородного уравнения. Для этого составим характеристическое уравнение 
k^-2k+l=0 ki=k2=lОбщее решение однородного уравнения yo=Cie*+C2xe*. Правая часть данного уравнения -  специальная; где а=1. Так как а=1 
является корнем характеристического уравнения кратности г=2; 
частное решение исходного уравнения определяется формулойу*-х^(Ах гВ)е*; у*=Ае*х^+Вх^е*.Найдем у*'; у*" и подставим в исходное уравнение у*; у*'; у*": у""=Ае*х^+Ае*Зх^2Вхе*+Вх^е*
у*"=Ае\з+Ае*Зх^+ Ае"3х^+ Ае"6х+2Ве"+ 2Вхе" + 28хе" +Вх^е*Y^"=Ae^-r6AeV+6Axe^+2Be^+ 4Вхе  ̂+Вх^е^
Подставим в уравнение: 47



Ae*x3+6AeV+6AxeN-28e*+4Bxe*+Bx^e*-2Ae\3-6Ae*x^-48xe*-2Вх^е*+Ае*хЗ+8х^е*=хе*После преобразований получим:6Ахе*+28е*-хе*Приравняем коэффициенты при хе^ е*хе^ ёА - 1 1А ^ -е" 6!2В =  0 В =  0Следовательно, у*=у^е*И общее решение данного уравнения равноУ=Уо+У*. те.y=e^Ci+C2x)+^x^e"Задание 7 Решить уравнениеy"-3y'+2y=3cosx+19sinxРешениеНайдём общее решение соответствующего однородного уравнения. Составим характеристическое уравнение: k^-3k+2=0Его корни ki= l, k2-2Общее решение однородного уравнения: yo-Cie*+C2e^Правая часть данного уравнения специального вида, где а-0 , Ь=1. Числа a+bi == + i не являются корнями характеристического уравнения. Частное решение у* имеет вид:y*-Acosx+BsinxНайдём у*', у*" и подставим в исходное уравнение у*, у*', у*". y*'=-Asinx+Bcosx, y*"=-Acosx-Bsmx 4S



-Acosx-Bsmx+3Asinx-3Bcosx+2Acosx+28sinx=3cosx+19sinx
(A-3B)cosx+(B+3A)sinx=3cosx+19s!nxПриравняем коэффициенты при cosx, sinx.cosx А - З В - З т  - A - 3 b  +  3 1 А - З В  +  З1 А - 6 1  sinx В +  ЗА =  191 В +  9B +  9 =  191 10В =  10 1 В 11 Следовательно, частное решение y*"6cosx+sinxИ общее решение исходного уравнения y=;Cie*+C2e^46cosx-+sinxЗадание 8 Решить систему дифференциальных уравнений двумя способами: а) сведением к дифференциальному уравнению высшего порядка; б) с помощью характеристического уравнения.f ж' =  л — у  (у' =  - 4 х  +  уРешениеа) Дифференцируем первое уравнение данной системы. Получаем: х"=х'-у'. Затем заменяем в последнем уравнении /  его 
выражением из второго уравнения данной системы: х"=х'+4х-у. В 
последнем уравнении у заменяем выражениему=х-х', найденным 
из первого уравнения системы. В итоге приходим к 
дифференциальному уравнению второго порядка относительно 
неизвестной фикции x(t): х"-х'+4х-х+х' х"-2х'-3х=0 ^-2к-3=0 № -1Д2=3x=Cie^+C2e^ -мотсюда находим x^-Cie"^3C2e^
Подставляя полученные выражения для х и х' в у=х-х', имеем y=Cie^+C2e^+Cie^3C2e^ 49



у=2С,е'-2С,е"Следовательно, искомым решением являются функции:f х  =  ^(у -  2С^е"^ -  2Сзе^{.6) Составляем характеристическое уравнение и решаем его:
Лз=-1; Л2-31) Л1--1 Построим первое частное решение вида Xi= yie"\ yi= У2е" \ соответствующее корню Л1=-1. Числа y i и у 2 нужно искать из системы:
каждая сводится к одному уравнению 2 у г  у  2=0,так что одно из чисел у^ у2 можно выбирать произвольно. 
Положив yi=l, получим у2=2. Поэтому характеристическому числу 
Ai- -1 соответствует частное решение:
xi=e\yi=2e*
2) 2,2=3. Построим частное решение, соответствующее ^2=3:
Х2= У2=
Числа pi и Ц2 нужно искать из системы: f - 2 щ  -  Hz =  О ( .-4 ц 1 -2 ц 2  =  0 ,
которая сводится к одному уравнению 2 pi+ р2=0. Положив pi=l, 
получим р2--2. Поэтому характеристическому числу л 2=3 
соответствует частное решение

=0 (1-л)^-4=0; 1-2л+л^-4=0; л^-2л-3=0

2yi -  У : =  0 4yi -  2у2 =  0 ,2yi
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Общим решением системы будет:f х —(у — 2Cie"^ — 2 €26^Задание 9 Решить дифференциально^ уравнение методом вариации произвольных постоянных.У ^ 2у ^ у = ^РешениеРешаем соответствующее однородное уравнение у"-2у'+у=0, к^2к+1=0Общим решением однородного уравнения будету-(^е**€2хе*Считаем что Ci и С2-  функции от х, то y=Ci(x)e*+C2(x)xe*Определяем Ci(x) и С2(х) из системыf +  6У М У 2 ^  Оk i ' M y i  +  С з 'М У з  =  / Wкоторая для данного уравнения имеет вид^ ( x ) 3 *  +  Q ' x ,=;*==0' +  6*2( х ) ( ^  +  Хб^) =  —
 ̂ %Находим из неё Ci'(x), C2IX) а затем и Ci(x), С2(х).+  Q '(x )x  -  О+  С^(х)(1 +  х)V х
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6/(х) -  "Cg'(x)^f  6{(x) =
) + -C 2 (x )(l 4- x)

1
X

€ / № p  C2(x)=!n{xl + Q  Ci'(x)=-1 C i ( x h - x + C i  Общее решение y=(-x+Ci)e^+( M{x{ + Q)xe^Преобразуем его: 
y - - x e ^ C ^ e ^ + x e ^ n  x  +  S ^x e ^  

y=( S^-l)xe^+Cie^+xe^n}x{Обозначим 6*2-1= QТогда окончательно y=(Ci+C2x)e^+xe^^jx!Задание 10Записать уравнение кривой/проходящей через точку А(1;2), если 
известно, что произведение углового коэффициента касательной в 
любой её точке и суммы координат точки касания равно 
удвоенной ординате этой точки.

Решение

Искомое дифференциальное уравнение имеет вид:у'=(х+у)=2у
Это уравнение является однородным дифференциальнымуравнением первого порядка.52



(x+y)dy=2ydxСделаем замену y=Ux, dy-Udx+xdU.(x+Ux)(Udx+xdU)-2Uxdx=0x(l+U)(Udx+xdU)-2Uxdx=0x(l+U)Udx+x^(l+U)dU-2Uxdx=0x(U+U^2U)dx+x^fl+U)dU=0x(U^U)dx+x^(].+U)dU=0Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделим обе части уравнения на х^О(М ).dx 1 - Р Й  % й ( й - 1 )Проинтегрируем: +  ^ ^  ^Ы+1
Второй интеграл -  от правильной рациональной функции.Разложим её на простейшие дроби:

й +  1 _  Л , й

, ,  ̂ д,,,  ̂ , Г7 )х4 4* й — 1 й ^  2
U3-1=A(U-1)+BU. ) д ц - 1

Следовательно " ^  +  ^ 1и -  lj=^n) С j
УЗаменим U на тj^j+2hf.]  ̂ "  1{"^) С [
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Ы "М[ С у )1п(у "  =М) Су)(у-х)2=[ Су]; (y-xf=± СуПоложим =+) Су[= С. Тогда общим интеграл уравнения (у-х)^=€уПри решении уравнения с разделяющимися переменными мы делили обе части уравнения на x^U(U-l).Приравниваем каждый множитель к нулю.х=0 не является решением исходного уравнения. Если U=0, то у-0. Это решение. Оно может быть формально получено при С=аз.1Последнее означает, что постоянная С заменяется через —, послечего общий интеграл примет вид Ci(y-x)^=y; полагая в последнем равенстве 0^=0, что соответствует С-оо, будем иметь у-0.Если U-1-0, те. П=1, получаем у-х. При подстановке этой функции в уравнение убеждаемся, что у-х -  решение, оно входит в общий интеграл при С-0.Найдём кривую, проходящую через точку А(1;2).Определим С;(2 -lf= C 2 ; С=^( у - х ) ^ у ;  у=2(у-х)^Получили исходный частный интеграл.
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