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Современная теория стохастических дифференциальных уравнений ба- j 
зируется на понятиях стохастических интегралов. Наиболее общий среди них j 

стохастический 0-интеграл, где параметр 0 принадлежит отрезку [0;1] ([1 |
с. 192). Для исследования'решений таких уравнений разработана специальная j 
теория (см., напр., [2]). .$ ■ ; : . 1

Аппроксимациями решений стохастических дифференциальных урав- 1 
нений занимались многие авторы. Как правило, решения уравнений Ито при­
ближаются решениями соответствующих конечно-разностных уравнений, a i 
решения уравнений Стратоновича — решениями обыкновенных дифференци­
альных уравнений. В работе [3] установлено, что решения стохастических : 
уравнений в 0-интегралах могут быть приближены решениями конечно- ! 
разностных уравнений с осреднением. ; ;

В сообщении [4] введен новый класс стохастических 0-интегралов, в 
котором параметр 0 принадлежит всей вещественной прямой R. Данная ста- i 
тья посвящена задаче аппроксимации стохастических интегралов и решений 
стохастических уравнений в 0-интегралах именно для такого случая. В ней 
дается полное описание предельного поведения конечных сумм с осреднени­
ем для процесса броуновского движения, приводятся необходимые и доста­
точные условия сходимости решений*конечно-разностных уравнений с ос- j 
реднением к'решениям стохастических уравнений в 0-интегралах, 0eR. Най- | 
дены также оценки скорости сходимости. • • v . . ..

' ' Пусть (Q ,A ,P ) -  полное вероятностное пространство, Т=[0, a]c=R, ; 

{F,}ter -  стандартный,' непрерывный справа поток сг-алгебр и B(t)~  стандарт­
ный одномерный1 процесс ^-броуновского движения ([5], с.48). В качестве 
представителя обобщенного случайного' процесса броуновского движения 
будем рассматривать

B„(t)=(B*p„)(t)=jB(t + s)pn(s)ds, * (1)
.. . .• -г: , ... ....... О .... ... .... .
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где pn(t)eD(R), supp рл(/)с[0,1/и], | /n р л(s)ds = 1 и существует A s R  такое, что

| /П|рп(5)|Л< Л ,ДЛЯ любою П= 1,2,3... ...

Лемма 1. Пусть t > 0, hn > О, иеГЧ, тогда имеет место следующее ра­

о ее U — Гг
венство Е(Br(t+h„) -  £„(/)) = hn Jj (1 -  ~r~^)Pn 0 )P „ (j)dsdz =hnK(n, h„).

, . , b<s,T<Mn К  , . , * / \ 'X . ■ ,
' ' ' ' : ' : | Т|̂ АИ ' .i- • ■ ' • ;

В качестве представителя обобщенной функции / ,  ассоциирующей 

функцию/; R-»R, рассмотрим следующую последовательность f,= f*рп, где рп
из выражения (1). ........

Следующие теоремы дают полную классификацию способов аппрокси­
мации стохастических ^-интегралов, где 0 eR  по броуновскому движению в 
сверточной алгебре. - •

Теорема 1. Пусть/ е  C j , ( R ) , /^0  и точка Вп(zt+ (k-l)hn) лежит на от­

резке, соединяющем точки Bn{z,+kh„) и Bn(z,+(k-l)hn), k~l...m,. Тогда конеч-
' т, _ - ■ ’ ' " ' ' ..........

пая сумма ^ f„ (B „  (zt+(k-rl)hn))[B„(z,+khn) - B n(z,+.(k-l)h„)]2, сходится а
4=1 .' . . ' ' ■' ’.

L2(Q, А, Р) и равно-мерно по te T  при и—4со, h„—>0 тогда, и только тогда, ко­
гда числовая последовательность К(п, Я„) сходится при п—>со, И„—>0.

Теорема 2. Пусть /e C g (R ) , /  Ф-Const. Конечная ■сумма

(р+(£-1)/г„)) x[Bn(z,+khn) -  Вn(z,+(k-l)hn)] сходится в L2(Q, А, Р) и
4=1 ■■ ‘-Л' ч; г’ ■ ' v .- : ' ■'

равномерно по te T  при п —> со, h„—> 0 тогда, и только тогда, когда числовая 
последовательность К(п, hn) сходится при п-^со, hn- y 0 . f

Теорема 3. Пусть f e  C |(R ) и 0s(-oo;l/2]. Тогда,выполняется следующее
р  • ■ '

. _ . ■ . Иг.,. ■ . ... .... :
неравенство sup Е( £  /„  (Вп ( z,+(k-1 )hn)){Bn(zt+khn)-B n(z,+(k-1 )hn)]-

-  {в) )f{B (s ))d B (s)f< C h n+C/n+C((l-K(n, hn))!2 - в ?  /
Г* ■ . ’ /

Теорема 4. Пусть fe C l(R ) ,f;4 c o n s t. Конечная сумма £ / и(й„ (z,+khn))
. . . .  4=1 ■ '-V -•

x[Bn(z,+khn) -  Bn(z,+(k-l)h„)\ сходится в L2(Q, А, Р) и равномерно по te T  при
23
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и—»со, /г„—>0' тогда, и только тогда, когда числовая последовательность \ 
К(п, /г„) сходится при п->х, /г„-->0. ]

Рассмотрим стохастическое уравнение в ^-интегралах ]

Аналитические и численные методы исследований в математике - . . \

’ " ' X (t) = x + ((?))f(X (s))dB (*)+  )g (X (s ) )d s ,tz T ," (2) i
• o " ■ . ;• o ‘ ,/ ' . ■ ■■ ■ : .

где f e  C\ (R), geC *(R ), интеграл в правой части (2) стохастический в- j 

интеграл, 0eR. • . ,■■ , - . - !
Решение данного «уравнения будем аппроксимировать решением еле- ] 

дующей задачи Коши: г'.- :. !

%(*:+, Ó  Г  + К ) -  в м + е Л Х М К ,

^»(0|[оа) = ^»о(0> t e T , :  г-.’ :

i

(3) i

- * . . - i • * ‘ 1
где случайный процесс X„o(t), te[0;hn) является Т7,,[/„-измеримым и лежит в j

l 2( q h , p ) ' . ' ' . ■ .
Теорема 5. Пусть ве(-<х>; 1/21, fe  С* fR) и geCg(R) ,  “начальное усло­

вие " задачи Коши (3) X„o(t) принадлежит L2(Q, А, Р) u -является F,+i/n изме­
римым для любых Ге[0;/г„). Тогда для решения задачи Коши (3) Xn(t) и решения 
уравнения (2) X(t) справедливы следующие неравенства:

sup E.[Xn(t)-X{t)f <С sup E{XM(t)-x f+ C l(n*hnm)+C{K{n, hn) - { l - W ) f
- t€T • -‘и .г ';- - ;  •. / /€£0.АЛ) • /• . . . * - , ; • / _  ' - •. .

Теорема 6. Пусть 0e(-oo;l/2], f e  CB (R) u geC 'B(R). Если и—>co, h„—>0 

так, что 1 /n2~o(h„), причем sup Е[АГ„о(0-зс]2—>0, то для сходимости последо-
• - ге[0,Ая)

вательности Xn{t) решений задачи Коши (3) в L2(Q, А, Р) и равномерно по 
te T  необходимо и достаточно, чтобы сходилась числовая последователь­
ность К(п, h„). ■ ' " : * -.............

Чтобы получить аналогичные теоремы для уравнения (2) в случае, ко­
гда 0е[1/2;+оо) рассмотрим следующую задачу Коши с опережением

. ГХ п {t .+ й„) -  (:) = /„ (X , (t + h„ ))[5 (t + h j -  B. (0] + g. (X , m , ,

\ x M : o , . t = X nM  t e T ,  ( )

Теорема 7. Пусть ć?e[l/; x ) , / g C*(R) i / g e C ^ R ) ,  "начальноеусловие"

задачи Коши (4) X nQ(t) принадлежит,L2(Q, А, Р) и является измеримым 
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для любых Те[0;/г„). Тогда для решений задачи Коши (4) X„(f) и решения урав­
нения (2) X(t) справедливы следующие неравенства:

етрЕ[ВД-.Х(Г)]г£С sup E \X J t)-x f+ C /(n 2l3hnh'3)+C(K(n, К ) - { 2 в - \  ) f
'. i /е7' /е[0,Лм) ■ '  "

Теорема 8. Пусть #е[1/2; со), /eC g (R ) и g e  C'B(R). Если и-»со, /г„->0 

так, что 1/и2=о (/?„), причем sup Е[Х„о(?)-х]2->0, то для сходимости последо-
• "  • _ '■ fe[0,*,,j / ..............................  • < _ ' ■ ■ ■ ■ • t - ___ _

вательности Xn(t) решений задачи Коши (4) в L2(Q, А, Р) и равномерно по 
teT  необходимо и достаточно, чтобы сходилась числовая последователь­
ность К(п, hn).
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: Рассмотрим уравнение Дуффинга £

; x(t)+ a x(t)+ /3 x(t)+ yx3(t) = F(sińt,cost) (1)

с краевыми условиями • ... , ’ ■ Л..
х(о) = х(2я), х'(о) = х'(2л), (2)

где х(г) -  2л - периодическая дважды дифференцируемая по t функция.

Разобьем отрезок [0,2?г] на1 N  частичных отрезков точками (г = 0,Лг). 

Аппроксимируем первую и вторую производную в дифференциальном уравне­

нии (1) линейными комбинациями значений х(тг) (г = 0 ,N )  следующим образом 
; ' ' ' " ' ’ ’ 25


