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4 1п К(шп/2)
“ п К (озп)

( 10)

В ряде случаев известна не К(ш), а функция влияния K(s), Аппрокси

мируя K(s) функцией q(x) из (5) и рассматривая K(s) на уровне полушири

ны функции влияния, т.е. K(s0) = 1/2К(0), находим а  = s0, где 2s0 - размер 

пятна рассеяния оптического звена на уровне 1/2 высоты функции влияния.
_ . Полученные зависимости для М(со) и Д  позволяют уменьшить поле

искомых значений параметра и, тем самым, сократить объем вычислений.
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; Рассмотрим краевую периодическую задачу Дуффинга:

• - х" + а х '+ рхт +ух = F(sin /,cos t) ' (1)

а\Х(а) + р {х'(а) = А\, 
а2х{Ь) + р1х'(Ь) = Аг.

Заменив дифференциальную краевую задачу ее разностной аппрокси
мацией на сетке, получим систему нелинейных уравнений. При решении не
линейной системы квазиньютоновскими методами на каждой итерации необ- 
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ходимо решать линейную систему, матрица которой представляет собой мат
рицу Якоби системы нелинейных уравнений и является диагональной, при
чем количество диагоналей матрицы равно количеству точек, по которым бы
ли аппроксимированы производные. Если исходная матрица содержит п диа
гоналей, то при применении регуляризованных алгоритмов [1] используют 
матрицу, которая содержит (2п-1) диагоналей. v .

Так как производная функции, как правило, изменяется более плавно, 
чем сама функция, то для расчетов мы .можем использовать матрицу Якоби, 
которая бы получалась при аппроксимации производных по трём точкам, а 
функцию и производные, участвующие в задаче, будем аппроксимировать по 
большему количеству точек. Данный подход, насколько известно автору, на 
практике применяется впервые. При таком подходе мы практически не про
игрываем в точности, но при этом можем очень значительно (на порядки) со
кратить количество операций, а значит и время решения задачи. Эта эконо
мия возможна вследствие того, что матрица Якоби при таком подходе будет 
трехдиагональной, а матрица /'(•*„ )/'(*,) пятидиагональной, следовательно, 

при решении линейной системы мы можем использовать вместо метода Гаус
са метод матричной прогонки, который учитывает специфику таких систем и 
является очень быстрым.

■ Метод трёхдиагональной прогонки достаточно широко освещен в лите
: ратуре [2]. Гораздо больший интерес представляет метод пятидиагональной
прогонки, которого нет в известной автору литературе.

Метод прогонки для пяти-диагоналъной матрицы

; Пусть необходимо найти решение системы п линейных уравнений с п 
; неизвестными, причем матрица системы имеет пяти-диагональный вид.

j fc,x,+(/,x2+e1̂ = ź :,, . /  ■ '
i М У + С Л  +d2x3+e2x4 = &2> . '
; а3х, +Ь2х2 + с 3х3 + d3x4 +e3xs =  g}, '
; а4х2 +btx3+ c4xt +dAxs + etx6 = g , ,
[ ■ a}x}+bsxĄ+csxs +dsxt-+esx2 =gs, @)

■ +b^2x^+c„_2x„.2 + d„.2x„_1 +e^2x„ =  £„:2> '

: a ^ ^ + b ^ ^ + c ^ ^ + d ^ ^ g ^ , ,
: . йЛ-2+*Л-1+С,Л=Я„.
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Метод прогонки состоит из двух этапов -  прямой прогонки и обратной.
1 этап: прямая прогонка - . . ' ■ : ' • • : ' ' - - ; .
Прямая прогонка состоит в том, что каждое неизвестноех, выражается 

через хм и x(t2 с помощью прогбночных коэффициентов' д  , Ą , С,:

". ..... " ’ + BlxM +Cl, i = l, 2,...; 72-2. - (4)

Из первого уравнения системы (3) найдём: х. х, х3 +
ci ci • ci

‘ С другой стороны,4в силу (4) х, =Д1х2+В1х3+С1. Приравнивая коэффици

енты в обоих выражениях для х,, имеем, Ą = -d ^c x, 5, = -е , /с , , .  С, =g,/c,.
Выразим из второго уравнения системы (3) х2, заменяя х, по формуле (4):

(Д х 2 +ГВ,х3 + С , ) - — х3 х4 + —  =
(̂2 i*2 ć?2 Cj 2̂ Cj .

£i

Х2 = - — X, -  —  X, ~ — х4 + —
■ с,

^Дх2 S,x3---- - — л3i, _ rf2 е2 —С, - — х, — -х. +

Приводя подобные слагаемые, имеем выражение для х2:

bjB] + d-y а ----,х , +/ 1 - ^ 1-
; . ■ ' 2_ f e + м . ) 3 (с! + м . ) 4 (а- м О-

Отсюда получаем прогоночные коэффициенты для х2:

с  8г~ЬгСх 'A ^ - hlB' +d\ , В2 =-
(с2+ М ) ’ (с2+ М | ) ’ 2 (c2+ M i ) '

Аналогично можно вычислить прогоночные коэффициенты для любого
. , —а,А. 7В, , -Ь,В, , -ii, „ с, _ -аАА.-тС, . +С, 2)-Ь,См +g,номера г: д  =:■■ — l, Ą. =— t-, с, =— ----- £Lz— 1 м ,где

-р, ■ - - • р, ■ Ih

■ ■■ - Гг. v . = д + д ( Д .2Дч .+ Д .2)+ Д Д .1, i = 3 , 4 ,...,, п-1.

2 этап: обратная прогонка : : г :
Обратная прогонка состоит в последовательном вычислении неизвест

ных х(. Воспользуемся формулой (4) при i=n-2 и последним уравнением сис

темы (3). . ■
' Хп-2 ~ Л„_2хп-1 "*■ В„.2Х„ +Сл_2 . .

' °Л-2 + Ь„Х„-\ + С„Х„ = •
Подставив первое уравнение во второе, получим:

■■(a„A^1+b„)x^l +(a„B^1+cn)x„=gn-a nCn.1 
Рассмотрим предпоследнее уравнение системы:

(5)
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а, А ч  > 4 - Л - 2  -г + <Зы х, ■■■ '

Заменяя в этом уравнении х„13, х„_г по формуле (4), имеем:

: : («„ч4-з + 4ч)(4 чА-1 +4 -2хп +С„_2) + (а„̂ В„_3 +с„_,)х ,̂ +d„Axn =g„A -д„.,С„.3

Обозначим s = я„_, А„_3 + 4 ч , тогда последнее равенство. перепишется в 

ВИДе. /(4-2*л-1 + В„-2Х„ + 4 -г )  + (в„ч4-з + слч)*п- 1  + 4-1хл = 8n-l ~ an-\C„-i , :

Ti;: ( 4 ч  +а.ч 4 з  + ̂ |К -1 + (^ 2  + 4-1К  = &м ~sC„-2 ; ■ (6)
: Таким образом, используя (5) и (6), получили систему из двух уравне

ний с двумя неизвестными: .

[(M -J + 4>*»Ч + («A-J +С»Х = 8,  -« .4-г ' • > • • • .  л
[(^4-2+ алч4-з + с»-1 )̂ л-| + № - 3 +4 i 4  — a»-i4-3 ~^ 4 - 2 , .

Вводя обозначения: Л„_, = а„4,_2 + 4 , Я„„, ^а„В„.г^с„, С „ .^g„-a„C^2 ,, .

. ' ' • '4  = 'ę4-2+«»-l4-3+ C»-l> 4 =Л4-2+4-1> 4  ~ Sn-l _ «n-l4-3 ' - :

получим, что последняя система запишется в виде:' ; .

Г4-1̂ л-1 + 4 - А  ” 4 - i  ' ........  ■
А х„а +В „ х „ = С „  ■ '+  ‘

Найдём отсюда’ , х„: х„_ .4-1 4-i х п ' 44-1 44 -i
» * л  = , 44ч ,4ч4.

Далее, используя формулу (4) и найденные на первом этапе значения 
ирогоночных коэффициентов, последовательно вычисляем все неизвестные

Т л - 2 ’ *л-з> х\ • : , ; - - • : •

Подсчёт числа операций умножения и деления.
Нетрудно подсчитать число действий умножения и деления, необходи

мых для решения системы (3) с помощью метода прогонкигПолучим, что при 
реализации метода прогонки для пяти-диагоиальной-матрицы выполняется 
14п операций умножения и деления. Для сравнения отметим, что при исполь
зовании метода Гаусса число действий умножения и. деления близко к 24/3. 

Естественно, если матрица системы позволяет использовать метод прогонки, 
то следует использовать именно его. . .. ......

Литература. ‘" '
1. Ермаков В.В., Калиткин Н.Н. Оптимальный шаг и регуляризация в методе Ньютона. // 
Журнал «Вычисл. матем. и матем. ф йз.4 1981,Т .21 , №2, с.491—497.
2. Самарский А.А., Гулин А.В. Численные методы,—М.: Наука, 1989 .-432с.

21


