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ОЦЕНКА СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ ПРОЦЕССА 
С БЕРНУЛЛИЕВСКЙМИ ПРОПУСКАМИ НАБЛЮДЕНИЙ

Илюкевйч Т И., БГУ, Минск I

Рассмотрим/, стационарный „в,, широком. смысле . случайный.,процесс 

X(t),teZ  с математическим ожиданием тх  =0, ковариационной функцией 

Rx {r\ reZ  n спектральной плотностью f x (х), ЛеП = [-тс,л\. Пусть в результа

те некоторого эксперимента получено Т последовательных, через равные про

межутки времени наблюдений / ') ' , :

•...'..•.;-:.,,.и(0ХУ(1);:Д.Т(Г-0 ‘ ’ ' • • (1)

за процессом Y(t),teZ, который связан с процессом Х(0,(е7следующим0бра-

К(0-А'(г>/(0» "
t е Z , где d(t), te Z -  бернуллиевская последовательность, для которой

</(0 =
\,если в момент t X (/) наблюдаем

(2)

‘(3)[0, если в момент! X (t) не наблюдаем 

причём P{rf(0 = l}= p>0,P{rf(0 = 0}=q,tdZ, p + q~ \:

Предположим, что d(t),t<=Z последовательность независимых случайных 

величин и d(t),teZ  не зависит от процесса.X(t)';ieZ\ Возникает задача по на

блюдениям за процессом У(/) t е Z . построить оценку спектральной плотности 

процесса X(t),teZ  и исследовать её статистические свойства.

В качестве оценки спектральной плотности рассмотрим статистику i

1Т (Д)= —V' 2 яТ
Y{t)Y(s) „ ч м .-s)

—» . п , 2 ’
/=0 р  -  /=05=0 " Р

s*t

Д еП . (4)



•г ,::Теопема 1. Пусть ссмиинвариантная спектральная плотность четвёртого

пррядка. У4Г (А], Я2, Я3) непрерывна на П1 и спектральная плотность/ х  (Л) не-
, .г- - д  .

прерывна 'на П . тогда статистика / Г(А), задаваемая равенством' (4), является 

асимптотически несмещённой оценкой для f x  (Я) и

П л ). , А,,Л2 еП-= 0(mod2;r) 1 2
. . . А

Доказательство. Найдём математйческоёбжйдание 7Г(Л). Имеем
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« * / ■ № № № ) Г—>оо
' ■' ■ 0, А[ ± А2 * 0(шос 

/ A' ( ^ ) / X(A2),A,±A2

М1т(х)^
2лТ

r̂ M X 2(t)Md2(t) +  Tj F ^ MX(t)X{s)Md(l)d(s) 

/-0 ' ° ■ - ' ■ ”2
v2{t)Mj2 '  

р t-0s~0 
s*t

_1
2 2  пТ

Г -1Г -1
^ R x (ts)c-tx̂  

./»=0j»0
= \ f x  w z = \ f x(*+■W rW *,

1=03=0
(Где Or (z), z e n ,  - ядро Фейера. (Учитывая ̂ непрерывность спектральной плот

ности и свойства ядра Фейера, получим требуемое. . : , . ; ;

Докажем второе соотношение, используя определение ковариации, свойст- 

- ва математического ожидания, определение смешанных моментов четвёртого и

второго порядков и связывающие соотношения между смешанными моментами 

и смешанными семиинвариантами.
Д '  А А  . . А

I ' ( А , ). 1 1 ( А 2 ) U  М Г 1 (А , )1 '  (А 2 ) -  M  i l  ( А ,)М 1‘ (А 2 ) =

1
-А!! ОН № iX , r ,Z  т : * : ( 2 я т ) 2

. .Т - l ,  Т-1

Т - У  Г-1 ‘
Е  ( t )X ( s )X U )X (k )e - ,^ ‘l

1,3=0 J,k=0 '7 - ' ‘!i"!
-Ą(l-s)+U,(j-k) _

\  J \

1 ,
(2 я 7 ’) 2

' X ■' ̂  21-'Л/ЛГ’ (О'ДТ (j j A«f (>) Af-(Jfc) е A W-л}+ Ma СУ-*) ■
t,s=0 j,k~0 i , .... . , v ... .. .

t j -  0 j,k=Q 0 У,А:-0

(2 xT)1

Г - l  T - \ {

I  l ( </.ł-o ;,*=о
[ c ^ ( (  -  k,s -  k , j  -  k) + RX (t - j ) R X (з-к )+  R X (t - k ) R X (s -



Подставляя вместо ковариационной функции и.смешанного семиинвари

анта их выражения через спектральную плотность и семиинвариантную спек

тральную плотность.четвёртого;порядка и используя представление функций 

ф г О ’ 1 >- - > У л ) >  л  = 2>3.' -Р ,  стр. 86] получим

COv|/ (Я ]) ,/  (Я2 ) |  = — : Щ / / ( У 1 + Я], У2 -Я ,,> 'з  - Л 1 ) Ф т ( у 1,У 2 ,У з)(1 у 1 с !у 2 <1Уз +
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+ \ f X (х\)®т(х\ -Я2)<&1 | / ^ ( х 2)Фг (л2 + Л| у Х2 + Л? }dx2 -f
П ; . f; п . - . ^  - • "• "

+ \ / Х (х1У&т(.х1 _21 +Я2)Лг] J/'* '(лг2)Ф7-(х2 +Я);х2 - Я2)dx2 ■
П ■ , П

Рассмотрим предел при Г-»оо, учитывая непрерывность f *  (Я], Я2, Я3) на

П3 и / Х(Я) на П. . , . ;. ; ; . . . г;

\ \ \ f X (У1 +М>У2 ~ 21 > у2 -  я2 )Фг (>’1 ,У2’УЗ )dy\dyi<lyi—jr—~>0.
‘ ГГ

l f X\ xl)^T(.xl~  ^i'’xl - Я2)dxi f f * ( х2)Фт-(лг2 +Я];*2 +Я2)Л2—
П ■ П; .. ■ -• •, / ' "г,\  ■ . , .;■>" _

[ ' О, Я1 - Я 2 *0(m od 2;r) . • 1

■ т-* л  1 / А'( Я 1 ) /А'(Я2 ), Я, -  Я2 =0(то,12л-)

J/*<*l)«>r(*l — Aj;ДГ|- + Я2)<&1 | / ^ ( ^ ) Ф г (дг2 + Я,;х2 -Я 2)<&2 ■ 
п п п

[ О, Я1 +  Я2 *0(m od2;r)

Г ~>*> >\ / Х ( Я , ) / А'(Я 2), Я, + Я 2 =0(то.32л-) '

Теорема доказана. '

Таким образом, построенная оценка взаимной спектральной плотности не 

состоятельная. Для состоятельности оценки,' сгладим её спектральными окнами 

([2], стр.72). - ' • : ■'• : ; л \ *' : - :' я >: ■? ? > i ■' i 1 »’ J * •- ■ i' .i’ г, -

г V  2яз
■ ■ (S). . я •

Теопема 2. Если семиинвариантная спектральная плотность четвёртого
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порядка./^(Л],Я2;А3) непрерывна на П’У спектральная плотность/^ (^непре

рывна на П и 2  |р г (*)]: — >0 .  то статистика / г (Я5) , задаваемая равенст

вом (5) является состоятельной в среднеквадратическом смысле.

Доказательство. Найдём дисперсию оценки f T (Я5) .
Гг! Гг]

U J. -  ,1 Г.Г Я Г -;i. л: ; -  2 I
Л/Г(А,)=.

к , = -

<pT\k i)ę T(k2)coy\l (As+kt),I {As+K)\

f e " # 1 0  -

Если к. *к,, то D f  (Я.)—------ >0 по теореме 1.
< ' i ■■ ■ '  м *k0° - f

Если Я, = кг, то D f  (Я5) =
*=-

[/(* )  J *

(У\+Ъ+к<Уг-х*+к<Уъ-Ъ+к)фт(.У\’У2’Уъ)<1у\‘1уг‘1Уъ+ .

+ \ f x (х[)^т(х\ \ f x (хг)фт(хг +^s+a;x2 + As+k)dx2 +
n  ̂ ' V' П ;

: + ,jfx  (* 1 )®г(хЬ~Л5+к'>х1 + J-s+k j f X (xi Y^t (x2 + As+k\x2 -?-s~k),lt2

Из условия теоремы следует,' что D f  (ЯД  т_ ^  >0 .Теорема доказана.
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В работе предложена'аппроксимация условной плотности вероятностей 

двумерного процесса, используемого в двухфакторной модели безрисковой 

процентной ставки;",:: г’;.; г" ' ; : ; ' : ; : , ; ; . ' - 'Я:  .


