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Шаг 3. Генерируем устойчивую случайную величину по формулам/
А) а * 1

,, sina(K + Саj )  rcos(V - a ( V  + С„ р ) ) ^  , ---------------1 ----------1) “ +Р-

В)а = 1

Х = а -  {~&pV,)tgV- р\п{п I ■ - ■ -
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СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ КОЛЕБАНИЙ ШАРНИРНО ОПЕРТОЙ 
ТРЕХСЛОЙНОЙ КОЛЬЦЕВОЙ ПЛАСТИНЫ

Громыко Ю. В., БГУТ, Гомель

Рассматриваются свободные осесимметричные колебания упругой трех

слойной кольцевой пластины. Для описания кинематики пакета приняты гипо

тезы ломаной нормали: в несущих слоях справедливы гипотезы Кирхгофа, в 

легком заполнителе нормаль остается прямолинейной,;не изменяет своей дли

ны. Работой заполнителя в тангенциальном направлении пренебрегаем. Дефор
мации малы. ; /. - -.'i \ У - ’ - v ' -

: Однородная система дифференциальных .уравнений в частных производ

ных, описывающая движение получена вариационным методом: ■■■■,?■

L2(a ̂  + 02^1 - a 3w,r ) = 0; 12(а2и + а4ц1 - а ^ , г ) = 0;

, L3(a3u + as\yrr,a6w,r ) - M 0w = 0 , ■ / i  ‘ (1)

где:Мо -  коэффициент зависящий’от физических и геометрических параметров 

слоев;.!/ -  дифференциальные операторы; запятая в нижнем индексе обознача

ет операцию дифференцирования по следующей за ней координате;
з
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Щ  + ̂ ) K t  + А2 (С■ + + ~с2К

«с = А,(с2 +  С1 ц + ^ ) К {  + /;2(с.-2 4-ch2 + ̂ -)А'2+ + ~С3А'з+. (2) 

В общем случае система уравнений движения (1) сводится к виду [1]: 

u = blw,r+C]r + C2/r ;s  ф « Ь'{-т,г'+СгГ+?С1 i  г ; 5 "L3 (w,у ) + M 4w = 0. (3)

. Здесь - . ’ ' 1 -

L _ a l a A ~ a 2 a S . i  а \а Ъ ~ а 1 а Ъ . w 4 _  М й а \ ( а \ а \  ~<22) ,
°1 ~ ----------- 2~ > °2 _ ----------- 2~’• ~ ---- :------ 2----- 1------ 2 :-------- :—:----Т ■

а 1«4 -  а 2 «1«4 “  Я2 (°J°6 ~ а 3 )(«1«4 -  «2 ) “ 0*105 “  «2«з)
, Прогиб принимается в виде: - .* .ю

. w(r, г) = v(r)(/lcos(co/)+5sin(ci)/)), ■ . ■ . ' ;  , ■ (4)

где v(r) -  неизвестная координатная функция; со -  частота собственных колеба

ний рассматриваемой пластинки; Л, В -  константы интегрирования, определяе

мые из начальных условий. -Л ~ ‘

После подстановки выражения (4) в третье уравнение системы (3) получа

ем бибесселево уравнение для определения неизвестной координатной функ

ции v(r):

4 ( v,j - > V = o , 4 ( v4 ) - ^ = 0 ; . P 4 = . .. .(5)
Решение уравнения (5) представляем в виде [2]:

г(г) = С5У0(Пг) + с ; /0(рг)+'С7}'0(Рг) + С8К0(Рг) ' •;

v(r) = C5J n(jSr) + C6I0(J3r) + C M P r)  + С>К0({!г) . ’ (6)

Здесь Ą, Г0 -  функции Бесселя нулевого порядка первого и второго рода, 

соответственно; /0, К0 -  модифицированная функция Бесселя и функция Мак

дональда нулевых порядков. Константы интегрирования Сь ..., Cg, входящие в 

(3) и (6), определяются из граничных условий на внешнем и внутреннем конту-: 

рах.. . . ; ■ _ ,, , i;-ji

Рассмотрим случай шарнирного опирания пластины по,внутреннему и 

внешнему контурам. В этом случае при' г = Л и г,*? г0 должно выполнятся тре

бование и = \р = w = 0, Мг -  0. Подставляя в последние два условия решение



(2.16) с учетом координатной функции (2.19), получаем систему линейных ал

гебраических уравнений для определения констант интегрирования:

^  CSJ  о (Р) + С6/0 (Р) + С71 о (Р) + (Р) ~ 0;

' 1Г; С5 F, (У (Р)) -  С6 F2 (/(Р)) + С7 F, (Г(Р)) + Q  F4 (К (Р)) = 0; -

•V! ■ :^5^o(Pro) + Q /o (Р.го) + С7К0 (Рй>)+Cg/k0 (Рй>) = 0;

156 Раздел V. Аналитические и численные методы
'________  исследований в математике и их приложения

;C5F1(y(Pr0) ) -C 6F2(/(Pr0)) + C7F3(r(pr0)) + C8F4(/:(pr0)) = 0. ,„v . (7)

где Ą , У| -  введенные ранее функции Бесселя первого порядка; 7 Ь К\ -  моди

фицированная функция Бесселя и функция Макдональда первых порядков.

Однородная система уравнений (7) имеет нетривиальное решение для кон

стант интегрирования Сб.Сб, С7, С8 при условии равенства нулю ее детерми

нанта. Следовательно

■/о(Р)
ъ у т

М Ы - -
W f i r 0))

■ /о(Р) łó(P) ^о(Р)
- f2(/(P)) f3(i'(P)) f 4(A'(P))

I 0( M  Го(Р'-о) А'0(рг0)
- f 2№ o ) ) .  /'з(ДР'-о)) Ш Ф г ь ) )

-0. (8)

Получаемое ’ из (8) трансцендентное уравнение служит для определения

собственных чисел Д, (и = 0, 1,2, ...). После их вычисления частоты собствен

ных колебаний следуют из соотношения (5).
В общем случае для описания прогиба круглой трехслойной пластинки с 

отверстием, защемленной на внешнем и внутреннем контурах, при поперечных 

колебаниях можно ввести систему-собственных ортонормированных функций

v„ ^ v(/3„r) п т(Д„г): " " ......

- - - ул “77[/о(Ряг) +• blnh(Ряг) ^0(РяГ) (Ряг)]» ,(9)
- dn ■; ...........

где • кт ~ выражаются через значения бесселевых1 функций на внешнем и внут

реннем контурах пластинки после определения собственных чисел Р„ в связи с 

громоздкостью здесь не приводятся.:1-• • 1 ? . ■

•-•f; г Константы d„ определяются из требования нормировки собственных функ

ций: • ••• ■' • /  • ■



: dl  = \ [ j ^ nr) + Ш М  + к М пг) + k ,K M „ r) f rd r : \  •
: ; ’<• г0 : ' • .

В конечном виде искомый прогиб представляется с помощью разложения в

ряд по полученной фундаментальной системе собственных ортонормированных 
функций (9):'- • ' : i . . ■

• со

- ;  : w (r,0= (^„cos(conr ) + ^  sin((o„r))... .. ' (10)

Радиальное перемещение и относительный сдвиг получим; используя со

отношения (3)’ и условия и = тр = 0 п р й г= 1 ,г0:' ■■

.«(Г.0 = ̂ ЕФ/1 ( Л с° Ф „ 0 + Я > п(й и0 );..... , ..
, , ^ 0  '  • - *  ■ ■■ * ' * ' ■ *  ' ■

ф(г,г) = й2^ ф л (4cos((o„/)+^sin(ai„/)), ' (11)
л=0

Коэффициенты А„, В„ в формулах (10), (11) получим из начальных условий 

движения

11 ' . , I
4 n = l f ( rK r d r , B n = ^ - j g ( r ) v nrdr.

Г0 ■ ■ ■ ■ ®Л Г0 1
Численные результаты получены для шарнирно опертой по обоим конту

рам пластины, несущие слои которой выполнены из сплава Д16Т, в качестве 

заполнителя -  фторопласт. Соотношения толщин слоев в пакете принималось 

следующее: Лз = 20/ц = 20йг= 0,1.

_ На рисунке показана зави

симость собственных частот о» 

от радиуса отверстия>0 (I — ш0, 

2 -  со i, 5 -  юг)- С увеличением 
отверстия жесткость оставшей
ся части пластины увеличива- 

! ется, что и вызывает нелиней-
, „ ный‘ рост’ собственных частот

„ г 0 1.0 ......... .;. . .  ......
' ■ •- колебаний;'* ’*
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КОМПЛЕКС КОНТРОЛИРУЮЩЕ-ОБУЧАЮЩИХ ПРОГРАММ ПО 
КУРСУ СИСТЕМНОГО АНАЛИЗА И ИССЛЕДОВАНИЯ ОПЕРАЦИЙ

Гуща П.И., БГТУ.'г. Брест

(0J )B настоящей работе рассматривается один-из подходов'к разработке про

грамм для.обудения и контроля знаний с^дентов. В;качестве конкретных задач 

были выбраны следующие задачи из рбласти исследования операций: ,

1) Задача линейного программирования. Необходимо найти такой на

бор неизвестных'переменных xi..x„, при которых линейная целевая 

функция (1) достигает своего экстремума, и при этом выполняется ли

нейная система основных ограничений (2).

L(x) = cm  + сгхг +... + СпХп -» extr(max, min) (1)

, , . . fli:Xi + ЯиХ; + ... + П̂ Г. ® Ь<
ai\X\ +anXi + ... + ® Ы

1" ....................  '
-у u a.iXi+a.;X: + ... + a^x.® b.

■ ^Г дё:';п'!п j ■

а) ) - знак операции отношения;

' б) X], Хг.......х„ - неизвестные переменные, значения которых необхо

димо найти; J | :

в) С], ć2, ..., с„- известные константы, которые называются коэффици

ентами целевой функции;

г ) aij- известные константы, которые называются коэффициентами
- и .  1: r  i .* - "; ‘ \  \
системы основных ограничений;

д) b j-известные константы, которые называются,свободными членами
'  * '  * ó  ; ч о  ■? '*■ 0  ■ - V  *или просто правыми частями системы основных ограничении;


