
БЕЛОРУССКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

УДК 517.544.8+517.965

МАКАРУК СВЕТЛАНА ФЕДОРОВНА

С М Е Ш АН Н Ы Е  К РА Е ВЫ Е  ЗА Д А Ч И  Д Л Я  
А Н А Л И Т И Ч Е С К И Х  Ф УН КЦ И Й  В М Н О ГО С В Я ЗН Ы Х  

О Б Л А С Т Я Х  И  И Х  П РИ М ЕНЕН И Е К  РЕ Ш Е Н И Ю  ЗА Д А Ч  
О П ТИ М А Л ЬН О ГО  Д И ЗА Й Н А  КО М П О ЗИ Ц И О Н Н Ы Х 

М А ТЕРИ А Л О В

01.01.01 — математический анализ

АВТОРЕФЕРАТ
диссертации на соискание ученой степени 
кандидата физико-математических наук

Минск, 2004



Работа выполнена в Белорусском государственном университете

Н аучные руководители — кандидат физико-математических наук,
доцент Р огозин  Сергей Васильевич, 
Белорусский государстенный университет, 
кафедра теории функций

— доктор технических наук, кандидат физико- 
математических наук, профессор 
М итю ш ев Владимир В икторович, 
Поморская педагогическая академия (Слупск, 
Польша), кафедра прикладной математики

Официальные оппоненты :
доктор физико-математических наук, профессор 
Ж уравков М ихаил А натольевич, Белорусский 
государственный университет, кафедра теоретической 
и прикладной механики

кандидат физико-математических наук, . доцент 
Х вощ инская Л юдмила А ркадьевна, Белорусский 
государственный аграрно-технический университет, 
кафедра высшей математики

О ппонирующ ая организация:
Чувашский государственный университет

Защита состоится 28 мая 2004 г. в 10:00 часов на заседании совета по за­
щите диссертаций Д 02.01.07 в Белорусском государственном университете 
по адресу: 220050, г. Минск, пр. Ф. Скорины, 4, главный корпус, к. 206, 
тел. ученого секретаря — 209-55-58.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Белорусского госу­
дарственного университета

Автореферат разослан “ (Г ” ол-целзи 2004 г.

Ученый секретарь совета 
по защите диссертаций ( 7/
профессор w"' А. А. Килбас



1
О Б Щ А Я  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  РА Б О Т Ы

А ктуальность тем ы  диссертации. Диссертация посвязцена кон­
структивному анализу задач оптимального дизайна композиционных мате­
риалов. С точки зрения постановки задач она примыкает к исследованиям 
таких авторов как П. Адлер (Р. Adler), В. В. Митюшев (V. V . Mityushev), 
К. А. Лурье (К. A. Lurie), А. В. Черкаев (А. V. Cherkaev), Дж. Бутац- 
цо (G. Buttazzo), Я. А. Колодзей (J. A. Kolodzej), Д. Дж. Бергман (D. J. 
Bergmann), В. Л. Бердичевский, Е. И. Григолюк, Л. А. Филынтинский и др. 
При изучении свойств композиционных материалов их основные характе­
ристики описываются в терминах решений краевых задач в тех или иных 
классах функций (например, в случае потенциальных полей - в классах 
гармонических функций). Одним из мощных методов исследования раз­
личных вопросов теории композиционных материалов являются краевые 
задачи для аналитических функций. Данный подход успешно применяют­
ся в задачах для композиционных материалов В. В. Митюшевым, Г. П. 
Черепановым, Ю. В. Обносовым, В. В. Сильвестровым, Л. Берляндом (L. 
Berlyand), Р. К. МакФедраном (R. G. McPhedran), Дж. У. Милтоном (G. 
W. Milton) и др.

Оказывается, что для композиционных материалов с большим числом 
включений их характеристики существенным образом зависят от структу­
ры и взаимного расположения этих включений. Задачи, в которых опре­
деляется оптимальная (с точки зрения максимальных или минимальных 
значений тех или иных характеристик) структура композиционного ма­
териала, относятся к классу задач оптимального дизайна. Исследованию 
таких задач посвящены многие работы последнего времени (см., напри­
мер, работы К. А. Лурье (К. A. Lurie), А. В. Черкаева (А. V. Cherkaev), Я. 
Соколовски (J. Sokołowski), Я. П. Золезио (J. Р. Zolesio)).

Среди работ этого направления выделяются так называемые конструк­
тивные исследования эффективных Свойств композиционных материалов. 
Эти исследования позволяют дать либо явное представление эффективных 
характеристик композиционных материалов, либо получить приближен­
ные формулы для этих характеристик с любой степенью точности. С точки 
зрения приложений такие работы чрезвычайно важны для изучения кон­
кретных типов композиционных материалов. Однако, следует отметить, 
что получение подобных результатов существенно зависит от разработки 
методов решения соответствующих краевых задач. В частности, в случае
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двумерных композиционных материалов необходимо проводить глубокое 
исследование краевых задач для гармонических или аналитических функ­
ций. К сожалению, не все из возникающих при этом задач допускают явное 
решение. Известно лишь ограниченное число работ, в которых получены 
явные формулы для эффективных характеристик композиционных мате­
риалов. Поэтому актуальной представляется задача дальнейшего развития 
методов решения краевых задач для гармонических и аналитических функ­
ций и их применения для конструктивного анализа эффективных свойств 
композиционных материалов. ,

С вязь работы  с  крупны ми научными программами, темами. 
Исследования проводились на кафедре теории функций Белорусского госу­
дарственного университета в рамках программы фонда фундаментальных 
исследований Республики Беларусь Ф 00-205 “Нелинейные краевые задачи 
и нелинейные сингулярные интегральные уравнения и их приложения”, а 
также госбюджетной научной темы министерства образования Республики 
Беларусь “Методы действительного и комплексного анализа в теории инте­
гральных и дифференциальных преобразований и их приложения” (НИР 
БГУ № 883/25, № госрегистрации 20011617).

Ц ель и задачи исследования. Целью диссертационной работы яв­
ляется конструктивное описание решения задачи оптимизации функциона­
ла эффективной проводимости двумерных композиционных материалов с 
круговыми включениями на множестве решений смешанных краевых задач 
для соответствующих потенциалов.

Для достижения поставленной цели необходимо:
-  исследовать разрешимость смешанных краевых задач для аналитиче­

ских функций в случае многосвязных областей и получить их явное реше­
ние в специальных случаях; . '

-  получить явное представление функционала эффективной проводи­
мости (его изменяющейся части) и указать условия его оптимальности;

-  дать описание оптимальной конфигурации включений в случае 
неограниченного и ограниченного композиционного материала.

О бъект и предм ет исследования. Объектом исследования является 
задача оптимизации функционала эффективной проводимости на множе­
стве решений 'смешанных краевых задач для аналитических функций в 
случае ограниченных и неограниченных многосвязных областей.
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Предметом исследования является описание оптимальной структуры 

двумерных композиционных материалов с конечным числом цилиндриче­
ских включений.

М етодология и м етоды  проведенного исследования. При реше­
нии поставленных задач используются методы краевых-задач теории ана­
литических функций, методы функциональных уравнений в комплексной 
области, а также методы оптимизации нелинейных функционалов.

Н аучная новизна й значимость полученны х результатов. Науч­
ная новизна работы заключается в следующем:

-  получено решение' смешанных краевых задач для аналитических
функций на основе их сведения к функциональным уравнениям в ком­
плексной области; ' 1 '■

-установлено представление функционала эффективной проводимости 
на множестве решений краевых задач для неограниченной многосвязной 
области; '

-  установлено представление функционала эффективной проводимости 
на множестве решений краевых задач для ограниченной многосвязной об­
ласти;

-  получено геометрическое описание оптимальной конфигурации ком­
позиционных материалов в случае простейших внешних полей.

П рактическая (эконом ическая, социальная) значим ость полу­
ченны х результатов. Работа носит теоретический характер и вносит 
вклад в развитие теории краевых задач для гармонических и аналитиче­
ских функций, а также в решение задач оптимального дизайна компози­
ционных материалов.

Полученные результаты могут быть использованы в теоретических ис­
следованиях эффективных свойств композиционных материалов.

Результаты могут быть также использованы при конструирований ком­
позиционных материалов с оптимальным размещением включений задан­
ной формы и размеров.

О сновны е полож ения диссертации, вы носимы е на защ иту.
1. Исследование разрешимости смешанных краевых задач для аналити­

ческих функций в случае многосвязных областей и их решение в замкнутой 
форме в специальных случаях.

2. Представление функционала эффективной проводимости для ком­
позиционного материала с п включениями в случае простейшего внешнего
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потока для ограниченного и неограниченного композиционного материала.

3. Исследование задачи оптимизации функционала эффективной прово­
димости на множестве решений смешанных краевых задач в случае малого 
параметра Бергмана. ...............

4. Геометрическое описание оптимальной конфигурации композицион­
ных материалов в случае простейших внешних полей.

5. Построение новой математической модели, описывающей композици­
онные материалы с экстремальными эффективными свойствами.,,

Л ичный вклад соискателя. Все изложенные в диссертации основные 
результаты получены соискателем самостоятельно.

А пробация результатов диссертации. Основные результаты дис­
сертации докладывались: .

— на международной математической конференции AMADE 2001 
(Минск, 15-19 февраля 2001 г.);

— на IV Республиканской научной конференции студентов и аспирантов
(Гомель, 19-22 марта 2001 г .) ;.... . .......  .

— на международной .‘математической, конференции AMADE 2003 
(Минск, 4-9 сентября 2003 г.);

— Минском городском семинаре по краевым задачам имени академика
Ф. Д. Гахова (руководители - проф. Э. И. Зверович, А. А. Килбас, В. Г. 
Кротов). .... . . .  . , ..

О публикованность результатов. Основные результаты диссертации 
опубликованы в 6 научных работах. Среди них четыре статьи в рецензи­
руемых научных журналах и двое тезисов докладов на международных и 
республиканских конференциях.

Все работы опубликованы без соавторов.Общее количество страниц 
опубликованных материалов - 19.

С труктура и объем  диссертации. Диссертация состоит из оглавле­
ния, введения, общей характеристики работы, четырех глав, заключения и 
списка использованных источников, насчитывающих 97 наименований. Об­
щий объем диссертации - 73 страницы, из которых три страницы занимают 
7 рисунков.

О СН О ВН О Е С О Д Е Р Ж А Н И Е

Во введении дается краткая характеристика работы, её цели и зада­
чи, описываются основные направления исследования и характеризуются 
результаты, полученные в диссертационной работе.
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В первой главе приводится краткий обзор исторических сведений по 

вопросам, связанным с тематикой диссертации. Обсуждается связь теории 
оптимального управления с задачами теории композиционных материалов 
и дано описание конструктивного подхода к решению смешанных краевых 
задач, г

В торая глава посвящена анализу конструктивных методов исследова­
ния задач оптимального дизайна композиционных материалов. В разделе 
2.1 содержатся вспомогательные сведения из теории композиционных ма­
териалов. ... ... , , ..... . . . . . .  ....

В разделе 2.2 приводятся математические задачи, возникающие при ис­
следовании проводящих свойств композиционных материалов с цилиндри­
ческими включениями. '

Рассматриваются два основных типа задач.'
Первый тип задач. Ограниченный композиционный материал.
Дана ограниченная область Q на плоскости, такая что Г — dQ есть 

простая кусочно-гладкая замкнутая кривая Ляпунова. Требуется найти 
кусочно-гладкую кривую L, состоящую из конечного числа связных ком-

П ____: - * .
понент L — У  Lk, L С intY (Г и /ц  имеют попарно не более, чем конечное

ьл  ’ • ' - '
число общих точек), и.кусочно-гармоническую функцию и, удовлетворяю­
щую уравнению Лапласа .... .

Жи(г) =  0, z  Е D + U Dk, (1 )

в областях Dk — intL&, D + =  Q\int у  L*, а также краевым условиям на
k=i

L '
ди+ , .~  . ди~

(t) =  « “ (i), A » ^ ( f )  =  A G L  =  U  Lk,
dn fc=i

или , Л*#
u+(t) -  u~(t) =  g(t), A =  A i^ -  W , t e  L,

где g(t) - заданная на L непрерьшная функция и одному из условий

ди+ , 
дп

u+(t) =  h(t), t 6  Г, 
ди+ , 
дп

-(*) =  0, t 6 Г,

) =  h(t), t €  Г, 

-(t) =  q(t), t e  Г,

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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на Г, таких, что коэффициент Ае эффективной проводимости принимает 
минимальное или максимальное значение.

Второй тип задач. Неограниченный композиционный материал.
В этом случае Q =  С, то есть внешняя граница Г отсутствует. Тогда 

внешний поток исходит из бесконечности, т.е. задана некоторая аналити­
ческая в С функция /( z ) , имеющая особенность аналитического характера
на бесконечности. Задача состоит в определении кусочно-гладкой кривой. . . . . . . . . . . . .  ... п
L, состоящей из конечного числа связных компонент L  =  { j  Lk, имеющих

к=1
попарно не более чем конечное число общих точек, а также потенциала и,

■_ .... • .V ; \ .; п __ - .
удовлетворяющую уравнению Лапласа в областях Dk и С\ (J Dk, имеюще-

;; ... .г/. 'Л ' к = Т

то особенность заданного типа на бесконечности и удовлетворяющего крае­
вым условиям (2) (или (3)) на L, таких, что коэффициент Ае эффективной 
проводимости принимает, минимальное или максимальное значение. ■ "

В. работе показало, что в рассматриваемой задаче потенциал u носит 
вспомогательный характер. В частности, изменяющаяся часть коэффици­
ента эффективной .проводимости выражена в..терминах решений соответ­
ствующих краевых задач. -

Приведенные выше постановки носят функционально - геометрический 
характер. Однако, если форма и размеры кривых Lk фиксированы, то эти 
задачи переформулированы в чисто геометрических терминах. В частно­
сти, если кривые Lk являются окружностями фиксированного радиуса, то 
обе задачи сводены к нахождению центров этих окружностей. Изменяю­
щаяся часть коэффициента эффективной проводимости также выражена 
через эти центры.

В разделе 2.3 описывается метод функциональных уравнений в задачах 
для композиционных материалов, приводятся основные понятия и факты, 
связанные с этим методом.

В разделе-2.4 устанавливается связь задачи описания проводящих 
свойств композиционных материалов с задачами оптимального дизайна. В 
этом разделе получено аналитическое выражение для функционала эффек­
тивной проводимости. Сформулированы следующие задачи оптимального 
дизайна композиционного материала (для ограниченного и неограничен­
ного композиционного материала, соответственно):

Задача А . Пусть Q заданная область в С, h(t) - заданная непрерывная 
функция на Г =  д  Q, и фиксированная константа р удовлетворяет пера-
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венству \р\ <  1. Пусть п кругов Dk, k =  1 ,2 , . . . ,  п, фиксированного ради­
уса г расположены в области Q. Пусть g(t), t Е Lk =  dDk, k =  1 ,2 , . . . ,  n
- заданные кусочно-непрерывные функции. Обозначим через <p(z) u.<pk(z)
(k — l ,2 , . . . , n )  аналитические функции, удовлетворяющие краевым усло­
виям ■ ■

=  <Pk(t) - m (i) + g(t). \ t -a k\=r,  к =  1,2,...,n, (7)

Re pif) =  h(t), tE  Г. (8)

Требуется найти такое расположение кругов D k, при котором функ­
ционал Хе

. -^-  =  1-,- — (9) 
71 т

достигет максимального (минимального) значения, где ipk{z) =  p'k{z ) ,v
- положительное число, Хт - проводимость матрицы.

Следует заметить, что второе краевое условие в Задаче А можно все­
гда считать однородным в силу возможной замены неизвестной функции 
p(z) =  ip(z) — f  (z), где f ( z )  - решение вспомогательной задачи Шварца 
R e f( t )  =  h(t), t Е Г.

В приведенной формулировке Задачи А  круги Dk должны быть взаимно 
непересекающимися, но возможно касание кругов между собой, а также их 
касание границы Q.

Если граница области Q расположена далеко от всех включений, то 
этот случай моделируется устремлением Г к бесконечности. Тогда, вместо 
граничного условия на Г предполагается, что внешний поток определяется 
заданной функцией f (z ) ,  имеющей особенность на бесконечности. В этом 
случае также оптимизируется функционал, задаваемый формулой (9).

Задача В. Пусть и заданное положительное число, f (z )  заданная ана­
литическая функция в С, имеющая особенность аналитического типа на 
бесконечности, и р - фиксированная константа, удовлетворяющая нера­
венству \р\ <  1. Пусть п кругов Dk фиксированного радиуса г располо­
жены в области Q. Пусть также граничные значения функций ф(г) и 
фк{г) удовлетворяют краевым условиям

ip(t) =  фк&) + р ( т  Г— )  *Pk(t) -  \ t -a k\ =  r, fc =  l , 2 , . . . , n ,  '(10) 
\ i — akJ
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где ipk(t) - функция аналитическая в £>*, ip(z) - функция аналитическая 
в дополнении всех Дь до расширенной комплексной плоскости.С. U { 00}  и 
ф(оо) — 0. .

Требуется найти такие расположения кругов, при которых функци­
онал ..

T ' =  1 +  ~ ' f ^ Re^k(ak), (11)
л"* п ь 1

достигает максимального (минимального) значения.
В третьей главе исследуется задача оптимального дизайна ограни­

ченного композиционного материала в случае малого параметра Бергмана 
(|р| «  1). Приведем точную постановку задачи. Дана область Q, ограни­
ченная простой замкнутой кривой Ляпунова Г. Эта область разбивается 
на две части D~ :=  intL и D + :=  extL  П int Г некоторой неизвестной 
кривой L. Предположим, что D~ состоит из конечного числа непересека- 
ющихся компонент, & L -  из конечного числа простых замкнутых кривых 
Ляпунова. Пусть /  ё  С 1,Л(Г), g £  C 1,X(Q) - заданные достаточно гладкие 
функции. Требуется найти кривую L  и (кусочно-) аналитическую функцию 
<p(z), непрерывную в замыкании соответствующих областей, при условии, 
что предельные значения на Г и L соответственно удовлетворяют со­
отношениям ’ • ' -'

’ R e?(i) =  f {t ) , Ł £ Г, (12)

<p+( t ) - < p - ( t ) = g ( t ) , t € L ,  (13)

а функционал эффективной проводимости

<т :=  J Re<p~(t)dy, t =  x  '+iy, (14)
ь

прштмает максимальное (или минимальное) значение в предположении, 
что площадь области D~ фиксирована. - •

В работе построена общая схема решения задачи в случае одного или ко­
нечного числа включений фиксированной формы. Другими словами, рас­
смотрена задача оптимального расположения включений, а более слож­
ная задача об оптимальной форме остается для дальнейшего исследова­
ния. Кроме того, в работе получено решение указанной задачи в замкнутой 
форме для важного с точки зрения приложений случая, когда g(t) =  i.

В случае одного кругового включения разрешимость задачи сведена 
к исследованию возможности достижения максимального и минимально­
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го значения функции F(^,rj) :=  Reip'(f +  щ), а :=  f  +  щ, на замкнутом 
круге К  :=  {(£,??) : £2 +  rf  <  (1 — г)2}  С С. Существование экстремума 
является следствием теоремы Вейерштрасса и условий на известные функ­
ции / ,  д. При этом решение задачи единственно с точностью до вращения 
единичного круга относительно его центра.

В случае п круговых включений получено представление изменяющей­
ся компоненты функционала эффективной проводимости в виде

<T =  - V R eп *—/ Е
jt=i

+  £ •(1 О'т.О'к) т-/-к ®т)

Исследуя данную функцию 2п действительных переменных на экстремум 
на компактном множестве \aj\ <  1 — г, |щ — aj\ >  2г, i =  1 ,2, . . .  ,n, у =  
1 ,2 , . . . ,  п, i фф, получаем общее утверждение о разрешимости рассматри­
ваемой задачи. В частных случаях получены точные значения минимума 
и максимума функционала а и указано оптимальное расположение вклю­
чений.

Ч етвертая глава посвящена оптимальному дизайну неограниченного 
композиционного материала. Рассмотрены: случай малого параметра Берг­
мана (|р| «  1), когда задача на границе включений сводится к задаче о 
скачке и случай \р\ <  1, когда на границе включений рассматривается об­
щее краевое условие задачи Л-линейного сопряжения.

В разделе 4.1 в случае малого параметра Бергмана рассмотрена задача 
оптимального (с точки зрения значений функционала эффективной про­
водимости) размещения взаимно непересекающихся круговых включений 
Dh :=  { z  € С : \z — щ| <  г }, к — 1, . . .  ,п, одинакового радиуса на плоско­
сти. При этом, установлены условия разрешимости задачи

и :=  J  Reip~(t)dy —► max(min),

где t — x  +  iy.
В данном случае а =  Rep, где 

«г8=  ___ —

(15)

(16)

Имеет место следующая
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Лемма. Пусть g{z) =  z. Если функция а =  Re у  достигает максимума 

на множестве точек А  :=  {ai, а2, . . .  ,ап}, то
1) p(A)eR;
2) каждый круг Df. касается хотя бы одного из остальных кругов Dm, 

причем замыкание D~ является связным множеством на комплексной 
плоскости С.

Из леммы вытекает, что расположение круговых включений всегда до­
стигается при перколяции, то есть, когда круги, касаясь друг друга, обра­
зуют множество типа цепи.

В случае двух и трех круговых включений дано полное геометрическое 
описание оптимального расположения включений на плоскости.

В разделе 4.2, когда \р\ <  1 получено точное описание функционала (9) 
в случае конечного числа круговых включений. В частности, установлено, 
что оптимальные значения достигаются для конфигураций типа цепи. Да­
но полное геометрическое описание решения модельной задачи оптималь­
ного размещения двух круговых включений на плоскости (то есть D =  С) 
в случае g{z) =  z, то есть необходимо найти экстремальное значение функ­
ционала (16) для кусочно аналитических функций, удовлетворяющих краг 
евому условию

ip+(t) =  +  pip~(t) + t , t e  L, (17)

где L =  L i \JL2, а Д  =  {z  £  C : \z — at\_ =  r } , i =  1,2, - окружности 
постоянного радиуса г, центры которых а\, а2 (jai — a2| >  2г) подлежат 
определению. Верна следующая

Теорема. При любом фиксированном |р| <  1 функционал эффектив­
ной проводимости Хе принимает максимальное значение в том случае, 
когда круговые включения касаются друг друга и расположены вдоль ве­
щественной оси, и минимальное значение - когда круговые включения ка­
саются друг друга и расположены вдоль мнимой оси.

В разделе 4.3 дается конструктивный анализ задачи оптимального ди­
зайна в случае п круговых включений и произвольного внешнего потока. 
Возникающая при этом задача Л-линейного сопряжения (10) сведена к кас­
каду задач методом малого параметра. Получена приближенная формула 
для значений функционала эффективной проводимости на множестве ре­
шений данного каскада задач.

В разделе 4.4 рассматривается случай включений произвольной формы 
при условии g{z) =  z , который важен с точки зрения механики компози­



ционных материалов. Соответствующая задача Д-линейного сопряжения 
решена методом малого параметра. Установлено представление функцио­
нала эффективной проводимости на множестве решений этой задачи.

ЗАК Л Ю Ч ЕН И Е

В диссертации дается конструктивный анализ задач оптимального ди­
зайна двумерных композиционных материалов в случае потенциальных по­
лей. При этом: -

1. Сформулированы новые тины задач оптимального дизайна для дву-
*

мерных композиционных материалов и разработан аналитический подход 
к их исследованию [4, 6]. _

2. Дано решение в замкнутой форме смешанных краевых задач для ана­
литических функций, на их основе исследована задача оптимального ди­
зайна композиционного материала в случае одного и двух круговых вклю­
чений [2, 5].

3. Получено явное представление, функционала эффективной проводи­
мости, исследована задача его оптимизации на множестве решений крае­
вых задач и дано описание неограниченных композиционных материалов, 
обладающих оптимальной эффективной проводимостью [3, 6].

4. Установлено явное представление функционала эффективной прово­
димости, исследована задача его оптимизации на множестве решений кра­
евых задач и дано описание ограниченных композиционных материалов, 
обладающих оптимальной эффективной проводимостью [1].

5. Получено решение задачи оптимизации функционала эффективной 
проводимости для композиционных материалов с малым параметром Берг­
мана [4].

Полученные результаты применяются к описанию композиционных ма­
териалов с цилиндрическими включениями, обладающих максимальной 
или минимальной эффективной проводимостью.
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РЕ ЗЮ М Е
М акарук Светлана Ф едоровна 

СМ ЕШ АН Н Ы Е К РА Е ВЫ Е  ЗА Д А Ч И  Д Л Я  
А Н А Л И Т И Ч Е С К И Х  Ф УН КЦ И Й  В М Н О ГО С В Я ЗН Ы Х  

О Б Л А С Т Я Х  И  И Х  П РИ М ЕНЕН И Е К  РЕ Ш Е Н И Ю  ЗА Д А Ч  
О П ТИ М А Л ЬН О ГО  Д И ЗА Й Н А  К О М П О ЗИ Ц И О Н Н Ы Х 

М А ТЕРИ А Л О В

К лю чевы е слова: потенциальные поля, функционал эффективной 
проводимости, смешанные краевые задачи для аналитических функций, 
метод функциональных уравнений, оптимальный дизайн композиционных 
материалов, двумерные композиционные материалы. '

Объект исследования - задача оптимизации функционала эффектив­
ной проводимости на множестве решений смешанных краевых задач для 
аналитических функций в многосвязных областях. Предмет исследования - 
описание оптимальной структуры двумерных композиционных материалов 
с конечным числом включений.

Цель диссертационной работы - конструктивное решение задачи опти­
мизации функционала эффективной проводимости двумерных композици­
онных материалов на множестве решений смешанных краевых задач для 
соответствующих потенциалов.

В диссертационной работе получены следующие новые результаты:
1. Получено решение смешанных краевых задач для аналитических 

функций на основе сведения этих задач к функциональным уравнениям.
2. Установлено представление в замкнутой форме функционала эффек­

тивной проводимости на множестве решений краевых задач для ограничен­
ной многосвязной области.

3. Установлено представление в замкнутой форме функционала эффек­
тивной проводимости на множестве решений краевых задач для неограни­
ченной многосвязной области.

4. Получено геометрическое описание оптимальной конфигурации ком­
позиционных материалов в случае простейших внешних полей.

Работа носит теоретический характер. Полученные результаты могут 
быть использованы в теоретических исследованиях эффективных свойств 
композиционных материалов, а также при конструировании композицион­
ных материалов с оптимальным размещением включений заданной формы 
и размера.
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РЭ ЗЮ М Е
М акарук Святлана Ф едара^на

ЗМ Е Ш А Н Ы Я  К Р А Я В Ы Я  ЗА Д АЧ Ы  Д Л Я  А Н А Ш Т Ы Ч Н Ы Х  
Ф УН КЦ Ы Й  У  М Н А ГА ЗВ Я ЗН Ы Х  А Б Л А С Ц Я Х  I I X  

П РЫ М ЯН ЕН Н Е Д А  РА Ш Э Н Н Я  ЗА Д А Ч  А П Т Ы М А Л Ь Н А ГА  
Д Ы ЗА Й Н А  К АМ П А 31Ц Ы Й Н Ы Х М А Т Э Р Ы Я Л А У

К лю чавьы  словы : патэнцьшльныя uajii, функцыянал эфектыунай 
праводнасщ, змешаныя краявыя заданы для аналйычных функций, метад 
функцыянальных раунешщу, аптымальны дызайн кампазщыйных матэ- 
рьшлау, двухмерныя кампазщыйныя матэрыялы.

Аб’ектам даследвання, з’яуляецца задача аптышзацьн функцыянала 
эфектыунай праводнасщ на мностве рашэнняу змешаных краявых задач 
для аналйычных функций у  вьшадку абмежаваных i неабмежаваных мна­
газвязных абласцей. Прадметам даследвання з’яуляецца ашсанне апты- 
мальнай структуры двумерных кампазщыйных матэрыялау з канечным 
ЛЖ аМ  ЦЬШ НДРЫ ЧНЫ Х уКЛЮ ЧЭННЯу. •• v

. Мэтай работы з ’яуляецца кансгруктыунае атсанне рашэння заданы ап- 
тым1зацьп функцыянала эфектыунай праводнасщ двумерных кампазщый­
ных матэрыялау з цылшдрычньпн уключэнням1 на мностве рашэнняу зме­
шаных краявых задач для адпаведных патэнцыялау.

У дысертацыйнай рабоце атрыманы наступныя новыя вышм:
,1. Атрымана рашэнне змешаных краявьк задач для аналйычных функ­

ций на аснове ix звядзення да функцыянальньк рауненняу.
2. Установлена прадстауленне функцыянала эфектыунай праводнасщ 

на мностве рашэнняу краявых задач для неабмежаваных мнагазвязных 
абласцей.

3. Установлена прадстауленне функцыянала эфектыунай праводнасщ 
на мностве рашэнняу краявьк задач для абмежаваных мнагазвязных аб­
ласцей.

4. Атрымана геаметрычнае атсанне аптьшальнай канф1гурацьп матэ­
рыялау у выпадку прасцейшьк знешнк палёу.

Работа носщь тэарытычны характар. Атрыманыя вышш могуць бьщь 
выкарастаны у  тэарьггычньк даследваннях эфектыуных уласщвасцей кам- 
пазщыйных матэрыялау, а таксама пры канстрзфравант кампазщыйных 
матэрыялау з аптымальным размяшчэннем уключэнняу дадзенай формы 
i размеру.
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SU M M A R Y  
Svetlana F . M akaruk

M IX E D  B O U N D A R Y  VALU E PRO BLEM S F O R  TH E 
A N A L Y T IC  FU N CTIO N S Ш  M U LTIPLY CO N N ECTED  

D O M A IN S A N D  T H E IR  A P P L IC A T IO N  TO  TH E SOLVING OF 
TH E O P T IM A L  D ESIG N  PRO BLEM S F O R  C O M PO SITE  

M A TERIALS

K eyw ords: potential fields, functional of effecthre conductivity ,* mixed 
boundary value problems for analytic fimctions, method of functional eąuations, 
optimal design of composite raaterials, two-dimensional composite materials.

The object of the imrestigation is a problem for optimization of the effective 
conductivity functional on the set of Solutions of mixed boundary value 
problems for the analytic functions in the case of bounded and unbounded 
multiply connected domains. The subject of the research is to describe the 
optimal structure of two-dimensional composite materials with finite numbers 
of the cylindrical inclusions.

The purpose of the work is to obtain the constructive description of the 
solution to the problem of optimization of effective conductivity functional for 
two-dimensional composite materials with cylindrical inclusions on the set of 
Solutions to mixed boundary value problems for the corresponding potentials.

The following results have been obtained: 
л 1. The'Solutions of the mixed boundary value problems for the analytic 
functions aie obtained by the reduction to the functional eąuations.

2. An exact form of the effective conductivity functional is established on 
the set of Solutions of the boundary value problems for the unbounded multiply 
connected domain.

3. An exact form of the effective conductivity functional is established on 
the set of Solutions of the boundary value problems for the bounded multiply 
connected domain.

4. Geometrie description of the optimal configuration of composite materials 
in the case of simplest external fields is obtained.

The thesis has a theoretic character. The obtained results can be used in 
the theoretical studies of the effective properties of composite materials as well 
as for the construction of the composite materials with optimal displacement 
of inclusions of a fixed form and shape.
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