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МОМЕНТЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ МОДЕЛИ 
ГИДРОЛОГИИ

Для описания колебаний речного стока рассмотрим марковский про
цесс, используемый в стохастической гидрологии.

Пусть У -  среднегодовой расход воды, а У, -  расход воды в момент 
времени I. Тогда, полагая X, = (У ,-У ) /У , процесс многолетних колеба
ний стока можно описать с помощью стационарного решения стохастиче
ского дифференциального уравнения (СДУ) Орнштейна -  Уленбека с не
прерывным временем [1]:

с!Х, = -кХ,Ж  + асНУп (1)

где Wt -~ стандартный винеровский процесс, — - = Щ' -  обобщенный слу-
Л

чайный процесс белого шума с параметром а  = Су\[2к , Су -  коэффициент
вариации, к~х -  время релаксации речного стока.

Процесс Орнштейна -  Уленбека является однородным по времени 
марковским процессом диффузионного типа с коэффициентом сноса 
а(1,х) = -кх  и диффузии $ (/,*) = з-2, переходная плотность вероятности 
р(г, х, у) которого является фундаментальным решением соответствую
щего уравнения Фоккера -  Планка (т. е. прямого уравнения Колмогорова) 
вида

^ к - -(ур)+
и 1 д2р

ду 2 ду1
где коэффициент к определяется по формуле к — — 1пг, так как автокор
реляционная функция колебаний стока имеет вид е ь  , а г -  коэффициент 
автокорреляции годового стока.

Предположим, что в начальный момент времени г = 0 сток равен х, 
а х, -  некоторое фиксированное значение стока. Выясним, за какой про
межуток времени значение У будет находиться в полуинтервале [х,,оо ) 
при условии, что хе[х,,4-оо). Решить эту задачу можно с помощью об
ратного уравнения Колмогорова. Так как случайные колебания стока, опи
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сываемые СДУ, однородны по времени, обратное уравнение Колмогорова 
для процесса (1) имеет вид:

д . , д ч , сг2 д2р{1, х,у)
— р(1, х, у) = - к х — р(г, х, у) + - --- ; 2
ОТ О Х 2 Уд;“ (2)

Пусть Т -  момент времени, в который значение V покинет промежу-
+оо

ток [х*, оо). Тогда /?той(Г>?) =  <х(?,х), С(?,х)= Г р((, х,у)ф>.

Так как функция 1 — (Д7,х) является распределением случайной вели
чины Т , то моменты п -го порядка времени достижения границы х, опре-

л  дС(1,х)'деляются соотношениями Тк = -\> - Л = \  1аы С(1,х)Ж.

Интегрируя по 1 на интервале от 0 до +оо соотношение (2), получаем 
следующие уравнения для Тп:

Т ^ ' ~ кх^  = ~пТпА,ПрИ ^ (+Ж) = 0, Тп(х^ ъ  =0  (70 =1)-

о ьпт о с >/2£ сВведем величины к Т —0 х ----- =  £, х»------ =  •
о а

Тогда кх с1Тп х х сШ„ _ х 4 lk .d e п 4 с1вп
сЬс ~ кп~х А" ~ !’п~1 А!: АА ]-п~л А^ск к"'1 ск к"-' о  ^  к"■ <2$

йтп 1 м пУчитывая, что - р -  =  — --------- , получим

а 2 й2Тп о2 с1 1 Л к  М.
2 сЬс2 2 <Ц

ск кп о
с1£ _  а 2 1 ^2к Л к  й

к" а <%

£
к'

ск 2 к" о о сК;
<Ю.
сЧ) кп~х <1?'

Так как Тп_х — - , то уравнения <т2 с12Тг сГГ.
2 с1х2

х --к х—г- = -пТп_\ можно за-
ск

1 А ,  £ М п _  пв„_писать в виде:---- :-----л---------—-  =  — или — Р =
?,» -! , .п - \  Г1С 1,п-\ л Л  4  И~1<1? к”~х </£ ск;2 ^

Получим систему для оценки математического Т]= в ] / к, среднего 

квадратичного отклонения ат =  ^92 — в2 / к , коэффициентов асимметрии

ат=в3/ ̂ 0 2 — 02) и эксцесса /Зу —вА /(в2 — 02) —3 случайной величины Т :
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^2п лп
^ - ^  = - < - 1»при ^ (+ « > )  = о> в„(4)\м .= о  ( , 0 =1). (3)

Решение уравнения системы (3) для оценки математического ожидания 
в виде степенного ряда получено в [1], а в [2] приведены асимптотические 
оценки этого решения. В работах [3], [4] получено решение системы при 
п= 2, представленное в виде степенных рядов и исследована их сходи
мость в [5-7].

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. О решении одной стохастической модели многолетних колебаний 
речного стока / А. А. Волчек [и др.] // Вести. Брест, гос. техн. ун-та. Сер. 
Физика, математика, информатика. -  2008. -  № 5. -  С. 83-87.

2. Волчек, А. А. Об асимптотическом поведении параметра одного из 
распределений вероятностей речного стока / А. А. Волчек, Л. П. Махнист, 
В. С. Рубанов // Проблемы водоснабжения, водоотведения и энергосбере
жения в западном регионе Республики Беларусь : сб. материалов между- 
нар. науч.-техн. конф., Брест, 22-23 апр. 2010 г. / Брест, гос. техн. ун-т ; 
редкол.: С. В. Басов [и др.]. -  Брест, 2010. -  С. 45—49.

3. Волчек, А. А. О решении системы дифференциальных уравнений, 
одной из моделей многолетних колебаний речного стока / А. А. Волчек, 
Л. П. Махнист, В. С. Рубанов // Весн. Брэсц. ун-та. Сер. 4, Ф1зжа. Матэма- 
тыка. -  2010. -  № 1. -  С. 68-77.

4. О параметрах распределения вероятностей диффузионной модели 
стохастической гидрологии / А. А. Волчек [и др.] // Вести. Брест, гос. техн. 
ун-та. Сер. Физика, математика, информатика. -  2010. -  № 5. -  С. 48-53.

5. О моментах распределения вероятностей модели диффузионного ти
па в практике гидрологии / А. А. Волчек [и др.] // Математика и ее прило
жения : межвуз. сб. науч. тр. / Ассоциация математиков вузов северо- 
запада ; под ред. Д. П. Голоскокова, А. Р. Шкадовой. -  СПб. : СПГУВК, 
2011. -Вып. 3. -  С. 139-148.

6. О сходимости решения диффузионной модели стохастической гид
рологии / А. А. Волчек [и др.] // Вести. Брест, гос. техн. ун-та. Сер. Физика, 
математика, информатика. -  2011. -  № 5. -  С. 69-73.

7. К вопросу о сходимости параметров одной модели стохастической 
гидрологии / А. А. Волчек [и др.] // Проблемы устойчивого развития реги
онов Республики Беларусь и сопредельных стран : сб. науч. ст. Второй 
Междунар. науч.-практ. конф., Могилев, 27-29 марта 2012 г. : в 2 ч. / Мо
гилев. гос. ун-т им. А. А. Кулешова ; под ред. И. Н. Шарухо [и др.]. -  Мо
гилев, 2012.-Ч . 1 .-С . 170-175.


