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Дифференциальные уравнения с обобщенными коэффициентами появляются в
разных приложениях, но такие уравнения представляют собой символическую запись,
так как для них не определено понятие решения. Общий подход к введению понятия
решения использует рассмотрение вместо обобщенных коэффициентов их аппрокси-
маций семействами гладких функций, зависящими от малого параметра 𝜀. Если в
пространстве распределений существует предел при 𝜀 → 0 решений 𝑢𝜀 (𝑥) соответ-
ствующих аппроксимирующих уравнений, то он называется обобщенным решением
исходного уравнения при заданном способе аппроксимации коэффициентов. Решения
аппроксимирующих уравнений могут не сходиться и один из основных вопросов за-
ключается в описании обобщенных коэффициентов и их аппроксимаций, при которых
существуют обобщенные решения. В общем случае ответ на этот вопрос неизвестен,
поэтому представляет интерес выделение специальных классов обобщенных коэффи-
циентов, доступных для исследования.

Вопрос об обобщенных решениях оказался содержательным даже в случае скаляр-
ного уравнения с коэффициентом 𝑞(𝑥) = 𝑠/𝑥𝛼 [1, 2]. Для такого уравнения обобщен-
ное решение должно при 𝑥 ̸= 0 совпадать с одним из классических решений. Если
𝑞(𝑥) = 1/𝑥2, то классическим решением является функция 𝑢(𝑥) = 𝑒1/𝑥, и обобщенное
решение не существует, так как нет обобщенной функции, совпадающей с 𝑢(𝑥) при
𝑥 ̸= 0. А при 𝑞(𝑥) = 𝑠/𝑥 классическими решениями являются функции 𝑢(𝑥) = 𝐶/𝑥𝑠,
каждой из которых соответствует семейство обобщенных функций, совпадающих с
ней при 𝑥 ̸= 0. Поэтому в первую очередь естественно рассмотреть т.н. фуксовы
уравнения и системы, у которых коэффициенты имеют полюсы первого порядка.

В данной работе рассматриваются обобщенные решения систем дифференциаль-
ных уравнения вида

𝑈 ′ +𝑄𝑈 = 0, (1)

где 𝑄 – матрица из обобщенных функции, имеющих особенности только в одной точке
0 и совпадающая на R ∖ {0} с гладкой матрицей-функцией

𝑞(𝑥) =
𝐵

𝑥
, (2)

где 𝐵 – заданная постоянная матрица. Функции 1/𝑥 соответствует однопараметри-
ческое семейство обобщенных функций вида 𝑃 (1/𝑥) +𝐶𝛿, которые могут быть опре-
делены как производные в смысле обобщенных функций от локально интегрируемых
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функций ln |𝑥|+𝐶𝜃(𝑥), где 𝜃(𝑥) – функция Хевисайда. Поэтому каждая обобщенная
функция 𝑄, совпадающая при 𝑥 ̸= 0 с (2), имеет вид

𝑄 = 𝐵[𝑃 (1/𝑥) +𝑀𝛿], (3)

где 𝑀 – произвольная постоянная матрица.
С системой (1) связана система уравнений на прямой

𝑢′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) = 0, (4)

и система на плоскости
𝑢′(𝑧) + 𝑞(𝑧)𝑢(𝑧) = 0. (5)

Для системы (4) матрица фундаментальных решений 𝑉 (𝑥), нормированная усло-
вием 𝑉 (−1) = 𝐼, определена при 𝑥 < 0, неограничено возрастает при 𝑥 → −0 и не
продолжается на положительную полуось.

Лемма 1. Если матрица 𝑀 коммутирует с 𝐵, то обобщенной функции (3)
соответствует свое однозначное продолжение 𝑉 (𝑥) матрицы фундаментальных
решений системы (4) на положительную ось.

Согласно лемме, при заданной обобщенной функции (3) формула 𝑢(𝑥) = 𝑉 (𝑥)𝜉
задает функцию, однозначно определенную на всей оси, которую будем называть фор-
мальным решением задачи Коши с условием 𝑢(−1) = 𝜉. Формальное решение имеет
неинтегрируемые особенности и не является обобщенным решением.

Для системы (5) решение задачи Коши с условием 𝑢(−1) = 𝜉 является, как прави-
ло, многозначной аналитической функцией, одна из ветвей которой совпадает с реше-
нием системы (4) на отрицательной полуоси. Поэтому в общем случае у такого реше-
ния нет однозначно определенного значения на положительной полуоси. Заметим, что
исследование поведения решений таких систем является классическим направлением,
связанным с проблемой Римана – Гильберта [3, 4]. Рассмотрим случай наиболее про-
стого поведения решения, когда оно является однозначной аналитической функцией,
и тогда однозначно определено его значение на положительной полуоси.

Лемма 2. Каждое решение системы (5) являются однозначной аналитической
функцией тогда и только тогда, когда все собственные значения матрицы 𝐵 про-
стые и являются целыми числами. При этом такое решение является мероморф-
ным – его особенностями являются только полюса.

При выполнении условий леммы получаем для систем аналог результатов, полу-
ченных в [1, 2] для скалярных уравнений.

Теорема. Пусть все решения системы (5) являются однозначными аналитиче-
скими функциями. Если матрица 𝑀 в (3) такова, что формальное решение систе-
мы (4) на прямой совпадает с решением, порожденным некоторым однозначным ана-
литическим решением 𝑢(𝑧) системы (5), то существует два обобщенных решения
системы (1), которые могут быть заданы как пределы при 𝜀 → 0 в пространстве
обобщенных функций семейств гладких функций 𝑢(𝑥± 𝑖𝜀).
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Рассматривается семейство разностных уравнений на прямой вида

𝑎(𝑥)𝑢(𝑥+ 1) − 𝜆𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑢 ∈ 𝐿2(R), (1)

где функция 𝑎(𝑥) непрерывна, 𝑎(𝑥) ̸= 0 для всех 𝑥 и на ±∞ существуют конечные
пределы 𝑎(±∞) ̸= 0. При условии, что

|𝑎(+∞)| < |𝜆| < |𝑎(−∞)| (2)

уравнение (1) разрешимо для любой правой части 𝑓 ∈ 𝐿2(R) и при этом простран-
ство решений однородного уравнения бесконечномерно. Такая картина разрешимости
типична для дифференциальных уравнений и для них обычно к уравнению добав-
ляются краевые условия, обеспечивающие корректность задачи – существование и
единственность решения. Для получения единственности решения к уравнению (1)
также добавим краевой условие, заключающееся в требовании, чтобы решение при-
надлежало некоторому заданному подпространству 𝐿. При этом нужно выбрать 𝐿
так, чтобы существовали 𝜆, при которых краевая задача является корректной. Это
выполнено, если 𝐿 является дополнительным подпространством к пространству ре-
шений однородного уравнения.

Вработе показано, что в случае уравнений (1) подходящими для постановки кор-
ректных краевых задач являются подпространства 𝐿𝜂, состоящие из функций, удо-
влетворяющих нелокальным условиям вида∑︁

𝑘

𝑢(𝑘 + 𝜏)𝜂(𝑘 + 𝜏) = 0 при почти всех 𝜏 ∈ [0, 1], (3)

где 𝜂(𝑥) – заданная функция из пространства принадлежит 𝐿2(R).
Доказательство корректности задачи заключается в простроении ее резольвенты,

т.е. такой операторно-значной функции 𝑅𝜂(𝜆), что 𝑢 = 𝑅𝜂(𝜆)𝑓 есть решение уравне-
ния (1), принадлежащее пространству 𝐿𝜂. Построение базируется на сведенни задачи
к рассмотрению семейства краевых задач для дискретных операторов взвешенного
сдвига

𝐵𝜏𝑢(𝑘) = 𝑎(𝑘, 𝜏)𝑢(𝑘 + 1), 𝑘 ∈ Z,


