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Пусть дана некоторая несовместная система линейных уравнений вида
_аих, + aaxi +| :‘. + bj, i= l ,n  ( 1)

Если вместо неизвестных Xj (j=l,m) подставить какие-либо числа 
(j=l,m), то мы получим результаты-у,, у2,..'.|-уп, отличные от чисел bi,b2,...,b„.

Возникает задача: при известных значениях чисел а,г'й'Ъ/ (k=l,mj j=l,n) 
найти такие числа £ц, чтобы квадратичное уклонение 52 результатов

7 iiy2v-)Tn °т нужных величин bi,b2,...,bn оказалось наименьшим ^  ^

а также найти это минимальное уклонение:- ----- . <,
Системы вида (1) возникают в практических задачах обработки результа

тов измерений, в которых к^фф'йциенп>1 линейной зависимости Ь от величин
ajG=l,m) " ' ' ..............  ' - ‘

^  b=4i a i+ ^ а 2 + л ’--+4гаа[П
должны быть’найдены из результатов измерений величин aj (j=l,m) и соответст
вующих значений bj •. ' :

Ьг = ę,aa + §зай+ -.. + ęmaira, ; где1 = 1 ,п.118



. Эта система, вследствие неизбежных ошибок измерений, будет чаще все
го несовместной, решение которой сводится к нахождению таких коэффициен
тов ‘ чтобы каждое уравнение удовлетворилось, хотя бы и приблизительно, но 
с наименьшей погрешностью. W :.. „ ..

Знание величины 52 в этом случае полезно тем, что помогает оценить на
дежность измерений. , • * •

Составляя линейную комбинацию
"Г ̂ a 2 "Ь -*• “К^тИщ, (2)

мы получим вектор :у “ • {У1,У2,--,Ут}- Нужно определить- числа ^2, u- ,^т так, 
чтобы вектор у по норме имел наименьшее возможное отклонение от заданного
вектора b -{ b i',b 2,...,bn}. - ................-.....  ........  - 1

Так как для переопределенных систем ш<п, то совокупность всех линей
н ы х комбинаций векторов аь  а2, . . . ,г аш образует подпространство L = 
Ь(а^а2,.;.,ат ).! В ,этом подпространстве .наименьшее расстояние до вектора b 
имеет проекция этого вектора на подпространство L. Следовательно, числа 
Ęi&f-tĘm должны быть, выбраны так, чтобы линейная комбинация (2) привела к 
проекции вектора b на подпространство.

Подчинив вектор b - g = h условию ортогональности со всеми вектора
ми аь а2,...,ат , получим систему вида '-

' г  ( '  (ai,a‘i)£! + ( a ^ a ^  + '... *  (an;,ai)^m -  (b,a:), ••
-j . ,(а1,а2)^  + (а2,а2)42+ ■■■ + (атШ2)£т  = (b,a2), . . о  (3)

- i■ • V : ^  (a i , a ^ i  + (а2,аП1)^2 д ......Т (Я;;.,, лП:)с:Г1 /  (Ь,а.~). ,. ,. ...
Главный .. определитель системы (3) -  это определитель Грама 

D=G(aj,a2,...,am) [l]. Так как векторы образуют базис (линейно-независимый), 
то D * 0. Следовательно, система (3) имеет единственное решение:

.. (а ,,а ,) ... ( а ^ а ,)  (b,a,) (aj+1,a,j ... (am,a,)

§ = 1/D
(ai,am) ... (aj.i,am) (b,am) (aj+],am) — (ani,am)

Оценим и само уклонение 5. Величина S -  высота (т+1)-мерного парал
лелепипеда,’ построенного на векторах аь  а2, .Г ., а„„ Ь ,  и равна-- ;;:

(4)

У.(а,, а2, ..., am, b )
5 = - 

- r ; ;V (ai, а2, ,)  -
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52-  • л :;! ■ (5),
G (a ^ a j,... ,ат) -г.-.:

На примере несовместной системы .о;- ; к :■ :•
" :s3x i+.2x2:+ _Xj.= .5irf.л.

: 2Xl + 3Xj + Хз = 1,
2xi + x2 + 3xj = 7,. • •

t£; ; Lb,.xi+.2x2+.4x3 = 0,=
показано, что квадратичное уклонение §2;действительно является наименьшим.

’ -. Также составлена программа на языке PASCAL, которая позволяет нахо
дить решение переопределенной несовместной системы с.любым .числом урав
нений, превышающим число неизвестных, по (методу наименьших квадратов, 
рассмотренному выше. ’ ' ' ' " ' ' V ' ‘
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l- i  Пусть 'р"— произвольное простое-числогВее'группы, встречающиеся в

статье, предполагаются прогр-группами, подгруппы — замкнутыми; все моду- 
< пч -  f?V тс.-'т-ЛП ...
ли предполагаются компактными модулями над пополненным групповым коль
цом Q G , где Q — поле и зэ л ем ен то в }  G — соответствующая про-р -группа; 

все морфизмы предполаг^тся непрёршньши. " "  -• , " '>'
Ч ... ГС , ; . ч > - у .-.I i ■ '

f Следующее определение класса асферических про-/?-групп и приведён-
...................... .................................. -.i-.i-t

ные ниже факты принадлежат О. В. Мельникову. Пусть :

- .... с (I)
некоторое копредставление про-р-группы G . Группа. G[действует слева (с по

мощью сопряжения) на абелевой группе экспоненты р  N  := N /N  , 

N* ~ N P[N,N]  —- группа.Ф раттиниЛ^.'по-модуль N  называется модулем 
соотношений группы G.  По определению, группа G асферична, если сущест

вует копредставление (1), модуль соотношений N  которого изоморфен некото
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