
ряет условию (1) и диагональ матрицы А ис содержит, бесконечное число оди­
наковых элементов справедливо: .• •
' ' : а ^ Л Ж Л е Я  : I ź -l/(2 -S ) Ь(1-5)/(2-6)Ь
' ' сгаь(Л)= сгеЬ(Л)={ЛеЭ1 : | Л-1/(2-5) 1

Автором были рассмотрены и другие случаи, связанные с изменением ус­
ловий, накладываемых на оператор, а также другие существенные спектры, свя­
занные с этими операторами. , . ■ >
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ, ОПИСЫВАЕ­
МЫХ AFRIMA-МОДЕЛЬЮ В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ
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Белорусский государственный университет
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This paper develops a State spacemodeling for long-range dependent data. It is 
shown that by using the Kalman1 filter,-the exąct likelihood fimction can be computed 
recursively in a finite number of steps. . , . . ,

Ключевые слова: временные ряды, фильтр Калмана-Бьюсй,'ARFIMA- 
модель.
; / ,  Эмпирический анализ эволюции финансовых, экономических, социологи­
ческих и многих других индексов обычно начинается с построения вероятност­
но-статистической модели.; В общей теории временных рядов имеется/Целый 
арсенал разнообразных “ставдартных”. линейных моделей, ереаДкоторых.в пер­
вую очередь необходимо назвать[1] такие, как MA(q), AR(p), ARMA(p, q), 
ARFIMA(p, q, d). Данные модели широко используются, особенно в предполо-
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женин их стационарности. Причины допулярности этих моделей кроются, с од­
ной стороны в их простоте, с другой-стороны, в том, что уже с небольшим чис­
лом' параметров ими 'можно хорошо' аппроксимировать!весьма широкий; класс 
стационарных последовательностей. Динамика ряда экономических показателей 
может бьпъ1 описана процессами^ имеющими “долгую” памятьГТак; например, в 
[2] исследованы результата ежемесячной работы шведской' биржи ̂ в; период 
1919-1995 п т и  еженёдёльнойвпериод 1980-1990 гг.'И'былО'ПОказано,;что'.про-' 
цёссы,' описывающие состояния биржи; имеют долгую память. : ■''сищ г

Одной из удобных моделёйН для п описания таких: процессов'! является 
ARFIMA* (fraictiónally1 integrated autoregressive' moving‘ average)-MOflenb[3],I кото­
рая имеет вид-- i ; v -•>. -о. .}'U0M..qr;.,V’ ■.

:: Ф(Д)(1-Д)‘'у ,= 0 (Д К  (1)

где |d|<l/2, {e j-гауссовская последовательность белого шума, В-оператор сдви- 
>(, га влево Ву,=ум; Ф (В)=1-ф1В-ф2В2-...фрВр Ак-опёратор, '© ( В ^ ^ В ^ В 2-'

.. .-0qB4МА-оператор. Заметим, что при d=0 получим ARMA-модель.
■... В экономике отклонения от. положения равновесия обычно описываются 
ARIMA(p, q, ф-моделью при d=L Однако данное предположение является 
весьма обременительным. Можно описать динамику этих '^отклонений 
ARIMA(p, q, б)-моделью при d<l. Таким образом, получим ARFIMA(p, q, d)- 
модель. В работе [4] с помощью ARFIMA -модели была исследована средняя 
температура в Европе за 1944-1988 года и получены интересные результаты мо­
делирования и прогнозирования. :.

В данной работе исследуются методы оценивания параметров ARFIMA- 
модели. Существует несколько методов оценивания.. Это- R/S-алгоритм [1], 
байесовский,метод оценивания и другие. _ . . . . . .  ..

Известно, что метод максимального правдоподобия является одним из са; 
мых эффективных. Он обладает свойствами асимптотической нормальности, 
несмещенности и эффективноога. Однако существуют проблемы, в частности 
связанные с вычислением :ф>шкции. правдоподобия, Логарифмическая функция 
правдоподобия в случае гауссовости имеет вид: ' j ~

’ ; ' ^   ̂ ' - v ~/s (2)
Ł Ł ■ .ГОШГОКЩП ьн умо.-цуп

где [Tn(Q)]r,s=i...n - ковариационная матрица вектора
Yn=(yь .. .уп)',0=(фь .. .фр,01,.. .0q,d,a6) ' вектор неизвестных параметров. Как
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, ду-видао из формулы (2), для;вычисления функции правдоподобия при 100 на-, 
блюдсниях необходимо вычислять определитель и. обращать матрицу, раз- 
мерности 100x100, ;нелинейно зависящую, от вектора,параметров.„Данные

: вычисления приводят к большим ТРУДНОСТЯМ. . . .  . .
' В данной работе анализируется-возможность применения к оцениванию 

параметров ARFIMA-модели подхода, основанного на использовании описания 
модели в. пространстве; состояний и применении ;фю1ьтра;Калмана-Бьюси[5]. 
Этот подход позволяет упростить функцию правдоподобия и построить доста­
точно эффективный алгоритм оценивания параметров модели. . . , .

■. - • Представим ARFIMA-модель в пространстве состояний. Стандартная, мо­
дель в пространстве состояний имеет вид: . . . Г,
г,';.. ■ . Xw =FXt+HEt,..?K;i ] q i . (3)

. yt=GXt+-r|,, ' • • - ,
где у( -наблюдаемая реализация, -последовательности независимых

одинаково распределенных случайных величин с пулевым математическим 
ожиданием и единичной дисперсией. ■■ ‘

Непосредственной проверкой можно убедиться, что ARFIMA-модель (1) 
имеет вид (3), если \  . ’ • _

[ х Ф - р .

' т  =

Х ' + Ч'ур 
Х«+2|г-1)

010......0...
0010....0... > Н = [(г,;jP,...fvG = [l,0,0,0.:.];-'

Теорема. Если последовательность наблюдений уь-'г = порождается 
процессом; описываемым системой (3),то функция'правдоподобия может быть 
представлена в виде:.......... ....... .. ...............  .у . - :

I1*
1 v  (>>->•,Г. 1 ." /„ = -- |n lo g 2 ,T + ^ lo g A , - rn lo g ^ - f -^ -J ] -

^ М . - ; г - ...... °С Ы . .

.\2
(4)

.где для At, уt, ст£ получено представление, которое является очень громоздким и 
поэтому не приводится.,



• Для вычисления функции. правдоподобия. необходимо задать начальные 

дан ш е:Х ,й );'0л --1г[ад

Таким образом, получены рекуррентные соотношения для вычисления ло-

Проведен численный анализ логарифмической функции правдоподобия 

при У, -  (1 --8 ) ' стЕ=0.9, п=50 и получены следующие результаты: Д

d = 0Д,й = 0 .0 9 2 ,± 0 2 ,d = 020$d  = 0'.3,tf = ОЛ08;аГ = 0;4)Й = а407/г;,::‘ 
d-истинное значение параметра, d -оценка. , .
Результаты моделирования показывают достаточно высокую степень точ­

ности оценивания неизвестного параметра d, при увеличении объема выборки
точность оценивания увеличивается.

' Г7рйменёние фгшь^а'Капмана-Бьюси для анализа процессов с “долгой “ 
памятью позволяет существенным образом упростйть’вид фу^шции правдопо­
добия,'^ помощью которой проводится оценивание неизвестных параметров; 
Результаты статистического моделирования иллюстрируют эффективность дан­
ного подхода. ’■ '
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