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УДК 681.511
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Под декомпозицией системы частичных булевых функций понимается 
ее представление в виде суперпозиции двух или более систем частичных 
булевых функций, каждая из которых в некотором смысле проще исход
ной. Поиск таких суперпозиций для заданной системы является сложной 
задачей, которая успешно решается [1—3], если вводится дополнительное 
ограничение, связанное с выбором аргументов систем, входящих в супер
позицию. В настоящей работе показано, что решение задачи декомпозиции 
можно свести к задаче покрытия графа полными двудольными подграфами 
[4]. При этом нет необходимости вводить указанное выше дополнительное 
ограничение.

Основные определения, постановка задачи. Пусть А = /(х) -  исходная 
система булевых функций, где А = (hh h2, .... h j ,  f(x)  = (hj(x), h2(x),
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hm(x)), х  = (Х), х2, x j .  Эта система задается парой троичных матриц Т, В 
размерностью lxn , lx m  соответственно [1-3]. Столбцы матрицы Т помече
ны переменными х,, х2, .... х„ , а столбцы матрицы В -  переменными h,, h2< 
.... hm . Заметим, что если переменные х,, х2, .... хп являются булевыми, то 
переменные h,, h2, hm-  троичные, т.е. принимают свои значения из мно
жества {0,1,-}. Обозначим через Df  область определения системы f(x), ко
торая задается матрицей Т [3]. Также обозначим через х, векторную пере
менную, составленную из некоторых булевых переменных множества X  = 
{х/, х2, х „ } ,  число которых не превышает числа к, где 1< к < п, а через х*  
-  значение этой векторной переменной. При этом будем полагать, что если 
х* -  значение переменнойх, то х *  составлено из тех компонентх* , кото
рые являются значениями булевых переменных, входящих в векторную 
переменнуюXj. Пусть z = (z,, z2, z j ,  где z} e {0,1,-}, 1< j  < m. Обозначим 
через h*, z* троичные вектора, являющиеся значениями векторных пере
менных A, z соответственно. Будем говорить, что А* поглощает z* (А* < z*), 
если и только если значения всех компонент вектора А*, отличные от неоп
ределенного совпадают с соответствующими компонентами вектора 
Z * .  Суперпозиция z = g(ui(x,), и2(х2), .... us(x j), где и, = и /х^  -  частичная 
булева функция (1< i < s, К  s), реализует систему булевых функций f(x), 
если и только если для любого х* е Df  выполняется А* = f(x*) < z* = 
g(u,(xi*), и2(х2*), us(x*)). Ниже рассматривается решение следующей
задачи декомпозиции.

Пусть даны: система частичных булевых функций f(x) и число q (1< q  
< и). Необходимо найти, если это возможно, реализующую f(x) суперпози
цию g(ui(xj), u2(x2), us(x j) , в которой число s частичных булевых функ
ций Ui = ufaj) (1< /' < s, 1< s), минимально или близко к минимальному и не 
превосходит числа q.

Метод решения задачи декомпозиции. Пронумеруем строки матриц Т 
и В  числами 1,2,..., / ,  которые объединим в множество V. Обозначим через 
R множество всех неупорядоченных пар чисел из множества V. Будем го-
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ворить, что пара строк троичной матрицы ортогональна, если и только если 
в этой матрице существует столбец такой, что элементы матрицы, находя
щиеся на пересечении этого столбца с данными строками, определены и 
различны. Для матрицы Т  зададим подмножество R(T) множества R. Пара 
(а, Ь) е R(T), если и только если строки матрицы Т  с номерами а, Ь ортого
нальны. Точно также зададим и подмножество R(B). Нетрудно убедиться, 
что троичные матрицы Т, В  задают систему частичных булевых функций 
f(x), если R(B) с  R(T).

Построим неориентированный граф G = (V, R(T)), где V -  множество 
вершин графа, a R(T) -  множество ребер. Всякому ребру (а, Ъ) графа G 
припишем булеву функцию г(а Ь)(х). Эта булева функция равна дизъюнкции 
всех тех переменных из множества X  = {х/, х2, .... х„], которые помечают 
столбцы матрицы Т , на пересечении с которыми элементы строк ta tb име
ют различные значения, отличные от значения Подграф А = (V ’, Е) 
графа G, где V ’ с  V, Е  ę  R(T), называется полным двудольным подграфом 
(ПДП) [4], если множество V’ разбивается на два подмножества Vh V2 та
кие, что каждое ребро, принадлежащее Е, соединяет вершины из разных 
подмножеств и каждая вершина из V, связана ребрами со всеми вершинами 
из V2. Каждое ПДП полностью задается подмножествами V,, V2 , поэтому 
будем использовать обозначение А = {V,, V2), считая (V,, V2) неупорядочен
ной парой множеств. Полному двухдольному подграфу А графа G припи
шем булеву функцию А(х), равную конъюнкции булевых функций, припи
санных его ребрам. Подграф А = (V/, V2), являющийся ПДП графа G, назы
вается допустимым, если (V/ х V2) п  R(B) Ф 0  и в ДНФ булевой функции 
А(х) имеется хоть одна конъюнкция, число переменных в которой не пре
вышает число к (1 <, к<п) .  ПДП покрытием графа G назовем совокупность 
AIt А 2, Ар его допустимых ПДП такую, что любое ребро из R(B), где R(B) 
с  R(T), принадлежит хотя бы одному из A, (i = 1, 2, ..., р). ПДП покрытие 
называется безызбыточным, если любое подмножество множества, входя
щих в него допустимых ПДП, не является ПДП покрытием. ПДП покрытие
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графа G назовем минимальным, если среди всех ПДП покрытий этого гра
фа оно состоит из наименьшего числа допустимых ПДП.

Утверждение 1. Для системы частичных булевых функций f(x ), за
данной троичными матрицами Т, В, существует реализующая ее суперпо
зиция g(u](xi), и2('х2), u ,(xj), если в графе G существует ПДП покрытие,
состоящее из 5 допустимых ПДП.

Пусть в графе G имеется совокупность А ь А2, ..., As допустимых ПДП, 
составляющих ПДП покрытие графа G. Построим троичную матрицу Z  
размерностью l x s .  Столбец с номером i этой матрицы строится по А, = {VIU 
V2i) (\< i < s). Элементы этого столбца с номерами из VIt принимают нуле
вое значение, а из V2i -  единичное. Остальные элементы -  значение 
Система g  задается матрицами Z, В. Булева функция и, = щ(х^ задается мат
рицами U, , £, . Матрица С/, составляется из тех столбцов матрицы Т, кото
рые помечены переменными, входящими в конъюнкцию минимальной 
длины ДНФ функции Aj(x). Матрица L, состоит из одного го столбца мат
рицы Z.

Утверждение 2. Рассматриваемая в настоящей работе задача деком
позиции имеет решение, если минимальное ПДП покрытие графа G содер
жит не более q допустимых ПДП.

В качестве приближенного решения задачи декомпозиции можно счи
тать безызбыточное ПДП покрытие графа G, состоящее не более, чем из q 
допустимых ПДП.
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Пусть дискретная система описывается следующим разностным урав
нением n-го порядка:

п- 1 п- 1 п п- 1
Ąk+n]= 2 р̂т̂ к+т]+Ъ^трЫк+т])+ Z pmĄk+nĄ+ Jjj^k+m ],^) 

т =0 т =1 т =0 т =0
где X, ^-входные воздействия, причем случайной природы

Обычно при анализе удобнее оперировать с эквивалентной системой л 
разностных уравнений первого порядка. Введем вектор переменных со
стояния Х[к]= {хь x2,...ęc В качестве компонентов вектора X выберем 
процесс х  [Л] и его разности от первого до n-1 порядка:

Х2[к\=Ах[к\=х\[к+\]-х-^к], 

хт)[к]= А 2х[к\= Х 2 [ к + \] - х 2 [к}, (2)

x n [k]= A n

Выразим значение х[к + т]через компоненты вектора переменных со
стояния:
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