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Подставив (8) и (7) в (3), получим искомое двухпараметрическое семей
ство решений уравнения Р,.
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Указано групповое свойство решений некоторых специальных нелиней
ных уравнений четвертого порядка и метод отыскания общего интеграла 
этих уравнений.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ, УРАВНЕНИЯ, РЕШЕНИЕ, ГРУППОВЫЕ, 
СВОЙСТВА

Рассмотрим дифференциальное уравнение

2u"'+24uu" + 13u'2 +98u2u' +49u't = 0 . (1)

Если (1) [1] имеет полярное решение 

u(z)=  + 2 > n( z - z 0)n ,
Z -  Z q  n = 0

3 4
то вычет полюса z0 равен: а_ ] = 1 ;—; —. Положим в (1) х и  = v x ' , где v 

— некоторое действительное число, получим

2x2x(1 V) + 8(3v -  1)х2х 'х " ' + (13v -  6)x2x "2 +
(2)

+ 2(7v -  3)(7v -  4)xx' 2x" + (v -  l)(7v -  3)(7v -  4 )x '4 =  0.

Отсюда при v =  1 будем иметь уравнение
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2x2x(IV) +16хх'х"' + 7хх"2 +24х'2х" = 0 . (3)

Если v = 3/7 , то (2) есть уравнение вида

14x2x{1V) +16х'х '" - З х' '2 = 0 , (4)

а при v = 4/7 — уравнение

7x2x(lv)+20x'x"' + 5x"2 = 0 . (5)

Покажем, что уравнения (2)...(4) можно преобразовать друг в друга с 

помощью подстановки x = w k, w * 0, k e R .  Действительно, эта подста
новка переведет (3) в уравнение

2w 3w (IV) + 8(3k - l ) w 2w 'w " ' + (13k - 6 ) w 2w " 2 +

+ 2(7k -  3)(7k - 4 )w w '2w " + (k  - l)(7k -  3)(7k - 4 )w '4 = 0.

Теперь, очевидно, что, при k = 3/7, из (6) получим относительно w 

уравнение (4), а при к =4/7 —  уравнение (5).

Пусть далее в (4), х = w k , тогда приходим к уравнению

14w3w (IV) + 8 ( 9 k - 7 ) w 2w "w " ' + 3 (1 3 k -1 4 )w 2w " 2 +

+ 42(k -  1X3k -  4 )w w '2w " + 3(k -  lX3k -  4)(3k -  7 )w '4 = 0,

откуда, при k = 7/3 и k = 4 /3 , получаем уравнения (3) и (5), соответствен
но.

Наконец, приняв в (5) х = w k , будем иметь

7w 3w (1V) + 4(12k -  7 )w 2w 'w " ' + (26k -2 1 )w 2w "2 +

+ 28(k - l)(4k -  3 )w w '2w " + 2(k - l)(4k -  3)(4k -  7 )w '4 = 0.

Ясно, что из (8) уравнения (3) и (4) получаются, соответственно, при 
к = 7/4; 3/4 .

Таким образом, доказано следующее:
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Теорема 1. Преобразование Т: (z ,x) —» (z, w ) ,  где к определяется соот
ветствующим элементом матрицы

А
3/7 4/7 

I 4/3 , 
3/4 1

переводит уравнения (3)...(5) друг в друга.
Заметим следующее: уравнение (2), при указанных выше значениях V, ин
вариантно, относительно преобразования Т. Кроме того, преобразование 
[ 1,2]

Т :( z ,u ) ->
az + b

+ -

l^cz + d (cz + d )2 cz + d , 

оставляет неизменным уравнение (1). Значит, если функция ср(и) есть част
ное решение уравнения (1), то его общее решение имеет вид

u(z) = 9(0 | с
(cz + d )2 cz + d ’

az + b
cz + d

(9)

Таким образом, справедлива
Теорема 2. Соотношение vx" = u(z)x, где u(z) определяется (9), есть об
щий интеграл уравнения (2).
В заключение отметим очевидный факт: при к = 0 уравнения (6)...(8) сов
падают с уравнением
x3x(lv) - 4 х2х'х" '- З х2х"2 +12хх'2х" - 6 х '4 = 0 .
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