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Прикладная механика

В [1] и зл о ж е н а  м е т о д и к а  и а л г о р и т м  р а с ч е т а  со б с т в е н н ы х  к о л е б а 
ний т о н к и х  о б о л о ч е к  н а  п р я м о у г о л ь н о м  к о н т у р е . В о с н о в у  р а с ч е т а  п о 
лож ен м ето д  Б у б н о в а -Г а л е р к и н а  с в ы б о р о м  си стем ы  к о о р д и н а т н ы х  ф у н 
кций , а п п р о к с и м и р у ю щ и х  к о н т а к т н о е  д а в л е н и е , в  в и д е  п р о и зв ед ен и я  т р и 
го н о м етр и ч еск и х  ф у н к ц и й

г ,  ч . 1ЛХ . jn yfi  Ах,у) = sin---- sin—
U a b ( 1)

гд е  х, у  - к о о р д и н а т ы ; а, Ъ - р а з м е р ы  к о н т у р а  о б о л о ч к и .
Д л я  о б о л о ч е к  н а  п р о и з в о л ь н о м  к о н т у р е  о с н о в н ы е  т р у д н о с т и  р е а 

л и з а ц и и  в а р и а ц и о н н ы х  п р и н ц и 
п о в  с в я з а н ы  и м е н н о  с в ы б о р о м  
си стем ы  к о о р д и н а т н ы х  ф у н к ц и й , 
о т в е ч а ю щ и х  у с л о в и я м  п о л н о т ы  и 
о р т о г о н а л ь н о с т и . Н и ж е  п р е д л а г а 
ется  о д и н  и з в о зм о ж н ы х  с п о с о б о в  
п о с т р о е н и я  ОрТОГОНаЛЬКОК си стс- 
м ы  ф у н к ц и й  д л я  р е а л и за ц и и  в а р и 
а ц и о н н ы х  п р и н ц и п о в  п р и  р а с ч е те  
т о н к и х  о б о л о ч е к  н а  п р о и зв о л ь н о м  
к о н т у р е .

П р е д л а г а е т с я  в  к а ч е с т в е  ф у н 
к ц и й , а п п р о к с и м и р у ю щ и х  перем е- 
щ е -н и я  о б о л о ч к и , п р и н и м а т ь  ф и 

н и тн ы е  ф у н к ц и и  f . . (x ,y ) ,  п о д ч и н я ю щ и е с я  у с л о в и я м

Г 0, п р и > x > X j ,  у  ._1 >у  >у  у ,

f i j ( x ,y )  I f . . ( x , y ) t п р и х . _ 1 < x ś x t , y j _ ^ < y < y j .  ( 2 )

С х е м а ти ч е с к и й  в и д  ф у н к ц и и /! . ( х ,у )  д л я  д в у м е р н ы х  з а д а ч  п р е д с т а в 
лен  н а  ри с . 1.

Р а с с м о т р и м  п л о с к о с т ь  х о у  (р и с .2 ). П р и  э т о м  сд ел аем  н е к о т о р ы е
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уточнения, касающиеся нумерации координатных финитных функций.
Разобьем плоскость прямоугольной сеткой на п частей вдоль х и т  

частей вдоль у. Узлы сетки, попадающие на оси пронумеруем 0,1,2...; 
отрезки, отсекаемые сеткой на осях также пронумеруем I, II, .... Таким 
образом, прямоугольная область разбита на прямоугольные элементы.

Новые технологии в машиностроении и вычислительной технике
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Рис. 2.

Для этих элементов примем двойную индексацию IJ  (см. рис.2.). То есть 
IJ-й элемент находится на пересечении /-Й и J-й полосы. Для узлов, об
разованных сеткой, также примем двойную индексацию i j  (рис.2). То 
есть г'-й узел находится на пересечении i -й и j - й  линий.

На каждом элементе IJ  задаем финитную функцию вида
/ У(х ,у )  = {СуХ2 + t v jx  + C y ) f  + (a2lJx 2 +  b2jjx  + c2ij) y 4  (ац .х2 + Ьщ х  + c3 ..). (3)

Для функцийĄ (x ,y )  потребуем выполнения условий:

= | 4 ' Ц ^ )  = | / (гЧ 1 ) /х .,И ; (4)

¥ x’yj )= fi(j+ i)ix’yj) ’ - $ ¥ x’yj )= i f iu+i)(x’yJy {5)
То есть при переходе через границы элементов должны совпадать зна
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Прикладная механика

чения и первые производные функций f . . ( x , y ) , f (M)j( x ,y )  n f i(J+l)( x ,y ) .
Покажем, что в случае заданияf ( x , y )  в форме (3), условия (4) и (5) 

позволяют получить для каждой области IJ  8 соотношений между коэф
фициентами ап., buf .... c}j ( i=l, 2,... n; j= l, 2,... m), т.е. все bnf ci r ... c3jj 
выразить через а .

Действительно, используя (4), получаем соотношения

clij~ciy
i-1 ?I  -  а
к=1 k 'ulkj l(k+i)j 

l = 1,2,3;

); ьп;=ь
i-1

lij llj

i = 12,-

al(k+1)j
( 6 )

Используя граничные условия fy ( x0>y)- 0; f„j(xn,y)-  0 (7 )
и соотношения (6), bHj и сщ можно выразить через ащ (1=1,2,3; i= 1,2,...п). 

Таким образом, все Ъщ, сщ (1=1,2,3; i=l,2,...n) выражаются через ащ 
(1=1,2,3; i=l,2,...n).

Перепишем (3) в виде

=  V 2  +  V  + а 3 у ) х 2  +  V 2  + V + V X + V 2  + V  + с 3 у ) - ( 8 )

Учитывая, что
h. (п . п . ...

~/(/ "lii v’71y’ 12 j ' .........../ njy’
после использования (5) получаем соотношения

г. — с...(а . . . .  а . .  . .  
I I I  Н Г  И Г  U J - I nj-

1-1 2
a Zij = a Z i 1 ~ * к^аЪк ~ а Цк+1)У

a2ij = а2/1 +2£ / к  (аЪк ~аМ(к+?>) (9)

j  = 1,2,.......т.

Условия на границах f y ( x , y o )  =  0 ; f g ( x , y m )  = 0 ,  (10)
а также (9) при j=m  позволяют выразить ат и ази через anj 

0- 1,2,....ni).
Таким образом, после использования соотношений (4),(5), гранич

ных условий (7) и (10) в разложениях (3) или (8) независимыми коэффици-
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Новые технологии в машиностроении и вычислительной технике

е н т а м и  б у д у т  т о л ь к о  я  ( /= 1 ,2 ,....л ; j - 1,2 ,..... m ), т о  есть  к о л и ч е с т в о  н еи з
в е с тн ы х  р а в н о  к о л и ч е с т в у  з а д а в а е м ы х  ф и н и тн ы х  ф у н к ц и й Ą ( x ,y ) .

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  с в о б о д н ы х  к о л е б а н и й  г и б к и х  о б о 
л о ч е к

Ly n [w {x ,y , t ) \  + LuH[ w (x ,y , t ) \  = 0 (1 1)

р е ш а е т с я  о д н и м  и з в а р и а ц и о н н ы х  м е т о д о в . В ч а с т н о с т и , и сп о л ьзу я  
м е т о д  Б у б н о в а -Г а л е р к и н а  и м еем

п т
М х ,у ) =  Z Z L  (Xyy), и

i=y=  1 J
X  У  ■

i l  0 „
x i - v j - 1  U  A J

/в 1,2,.....w; j  = 1,2,.......от.
В (11) обозначено: L - дифференциальный оператор 2-го порядка, 

описывающий упругие силы; Lm- дифференциальный оператор инерци
онных сил; w(x,y,t) - функция перемещений.

Уравнения (12) представляют собой систему однородных линейных 
алгебраических уравнений относительно alij (i=l,2,..n; j = l ,2,...ш). Та
ким образом, задача о свободных колебаниях тонких безмоментных обо
лочек в принципе решена.

Оделяем здмечяние о преимуществах яппрокскмаЦйи перемещении 
финитными функциями перед аппроксимацией (1). Выше (рис.2) показа
на прямоугольная область, на которой задаются финитные аппроксими
рующие функции, но область, занятая конструкцией, может быть любой. 
Главное, чтобы проекция контура конструкции попадала в указанную 
прямоугольную область (см.рис.З).

При этом все рассуждения, сделанные выше, остаются в силе, но 
при записи соотношений вида (6), (9) необходимо положить ал., Ъщ и сщ на 
заштрихованных на рис.2 областях, не попадающих внутрь контура кон
струкции, равными нулю, тогда

J—1 9
% = cv  ” Ł * k (°lkj ~ а‘(к+ъ /

1= 1,2,3;

И
); Ь =Ь, +

!‘j  ' V  k=i (
i = i ,i +1...... io o o n

(13)
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azij= аъу ~ J 1 >*К *  -  ат + ъ ); (14)о k - j0 

j -1
a2ij = a2/V + 2 , ^  Ук^аМ к~°М (к+ \)У 

0 к=)о

j  ~ J о’j  о + .......Ли'

z{ | ij ij j j  j m индексы элементов, через которые проходит проекция 
контура конструкции.

Граничные условия типа (7), (10) записываются соответственно для 
элементов, через которые проходит проекция контура конструкции.

Таким образом, предложенный выше подход позволит производить 
расчет тонких безмоментных оболочек с произвольным контуром.
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В последние годы значительно возрос интерес к исследованию про
ницаемости волокнистых систем для высоковязких неньютоновских жид
костей в связи развитием одного из видов т.н. «высоких» технологий - 
процессов получения высокопрочных композитных материалов и изде
лий из них. Наиболее перспективные матричные материалы - термоплас
тичные полимеры имеют в состоянии расплавов очень высокую вязкость 
(на 2-4 порядка превышающую вязкость традиционных связующих на 
основе растворов термореактивных полимеров), существенно зависящую 
от скоростей сдвига. Многие известные результаты [1,2], полученные в
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