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В случае, когда рассматривается задача о теле, содержащем трещины, 
обычно используют нелинейные конечные элементы (КЭ), включающие 
шесть (треугольник) или восемь (четырехугольник) и более узловых то
чек. Сравнительно с линейными элементами это позволяет улучшить ап
проксимацию напряженно-деформированного состояния, увеличить раз
меры самих элементов, описать криволинейные границы тела или бере
гов самих трещин.

На практике наиболее широкое применение получили так называе
мые изопараметрические КЭ, для которых аппроксимация геометричес
кой формы элемента (его отображение на стандартный симплекс-элемент 
(СЭ)) выполняется с помощью функций, которые используются и для ап
проксимации физических полей в элементе. Рассматриваются также суб- 
и суперпараметрические элементы. Наиболее целесообразным является 
увеличение точности внутренней аппроксимации (например, увеличивая 
порядок полиномов для аппроксимации физических полей), что приво
дит , однако, к усложнению вычислительных процедур и с этой точки зре
ния требует согласования используемого метода с конкретным типом рас
сматриваемой задачи на основании имеющегося опыта и рекомендаций 
[1,2,3}.
• В частности, использование изопараметрических квадратических эле

ментов является корректным и для столь сложной задачи, какой является 
задача о вычислении коэффициентов интенсивности напряжений для тел 
с трещинами, При этом, правда, размеры элементов, непосредственно 
прилегающих к вершине трещины, должны быть достаточно малыми по 
сравнению с ее длиной [2], что объясняется наличием в вершине трещины

особенности для поля напряжений вида -J Y T r  (3Десь 2" - расстояние
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от вершины трещины). Одним из способов учета этой особенности явля
ется использование сингулярных КЭ , у которых два примыкающих к вер
шине трещины (сингулярной точке) промежуточных узла располагают
ся на расстоянии одной четверти длины ребра соответствующего СЭ.

Построение аппроксимирующих функций является неоднозначным 
даже при использовании полиномов одного порядка. “Гашение” соответ
ствующих степеней свободы производится за счет наложения ограниче
ний в выбранных некоторым образом внутренних точках области ото
бражающего СЭ. Поэтому вдоль границ смежных КЭ сохраняется требу
емая СЛ-гладкость аппроксимации. Необходимым условием выбора апп

роксимирующих функций F;- ( jj, 77) является удовлетворение требова
ниям:

i= p k (1а)

F i { ś j > V k )  =  0 Щ, i^k (16)

\  1 Т“1 /  \  -•
£ р / ^ * 7 )  =  1 - i < £ ,  Г]<\ (2)

Здесь ł ź , 77 - безразмерные локальные координаты отображающего
СЭ, ij,к - индексы узловых точек СЭ, расположенных на его границах.

Прием, который мы использовали для построения аппроксимирующей 
функции в каком-либо узле заключается в записи ее в виде константы, 
умноженной на произведение функций, являющихся левыми частями урав
нений соответствующих прямых, проходящих через остальные узловые 
точки. Константа определяется из условия (1а), а условия (16) и (2) вы
полняются при этом автоматически. Этот прием можно легко перенести 
на отображающие СЭ любой формы и порядка.

Построенные таким образом функции имеют вид (За)-(Зг). Обозначе
ния узловых точек показаны на рис. 1.

161



Новые технологии в машиностроении и вычислительной технике

Четырехугольный несингулярный: :

Fl(£,i;)=-l/4(l-£X1- #  + f+’?)
F3(#,T/) = l/<l + #Xl-'?X^-’7-0

F5(f, 17) = 1/ 4(1 + fXl + '?X#+'7 - 1)

F7(<f,7) = -l/4 (l-#X l + 7 )(|-7+ l)

ą ( ^ , i ; ) = l / 2 ( l - i 7 ) ( l - f )  (За)

F 4 ( { , ł ) -  1 / 2 0  + « X 1 “ I 1)

F 6( f , 4 ) =  1 / 2 ( 1  + 7 X 1 - f 2)  

F8(^ ,7 )= l /2 ( l- fX | - ' / 2)

Четырехугольный сингулярный

ą(^,7) = -l/2(l-^(l-7X 3/2+f+7)
Ш  i )  = - 1/6(1 + ̂ Xi -  #  -  #+3/2 7)

F5(£7) = i/4(i+<rXi+7Xf+';-i)
F7(£ 7) = - 1/6(1 -  #X> + 7X1 - 7 +3/2#)

F2(#,7)= 2/3(1- 7 ) ( l - £ 2) (36)
F4(#, 7 ) “ 1 / 2(1 + f)(l - 7 2)
F 6 ( f , 7 ) =  I / 2(1 + 7 )(l -  

F8(#,7)= 2/3(1 -f)( l~72)
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Треугольный несингулярный:

Fi (£  п )  = -1/8(1 ~ Ц - - г ф  + 2  ̂+ 7/)

F3(#, 77) = - 1  / 8 ( 1  + 2 £ -  ^)(l -2Ę+T])
F5(^??) = 1/ 277(1 + 77) (Зв)

F2(£ 77) =1/4(1 -21-77X1 + 2̂ - 77)

F4(£ 77) = 1/2(1 + 77X1 + 2^-7/)

F6(|,77) = 1/2(1 + 77X1- 2^ - 77)
Треугольный сингулярный:

F ? ^ )  = -1/6(1 -  #)(1 + 7/)(l -  /7 + 3/2£) 
Р3( ^ л ) = - 1/ 12(1+2^-л)(1-2^+2Л)
F5(^ 7 )  = 1/12(1 + T7)(1- 2^  + 577) (3r)

F2(£  77) = 1 /3 (1 -2 2 ;-?7)(1 + 2£ -  77)

F 4 ( £ 7 7 )  =  l / 2 ( l  +  7 7 ) ( l  +  2 £ - / 7 )

Fć(£  t?) = 2 / 3(l + ^)(l - 2^ - 77)
В качестве примера на рис.la приведены также линии, использован

ные для определения функций F, и F,, на рис. 16 - функции F3, на рис.1в - 
функций F 2 и F r

Понятно, что использование квадрата или равнобедренного треуголь-

_  I  ■ 6 ■ S_ _ _  7_ - S i 1 S ____

8' - ----  ł--- « 4 ^ ?ч 8
” Т." г 'ч ;з~  п • 2 з

Рис.1

ника в качестве отображающих СЭ не требует прямолинейности сторон 
исходных КЭ, поэтому функции (За)-(Зг) могут быть применены и для 
криволинейных областей.

Нетрудно видеть, что выписанные выше функции обладают полно
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той (За и 36 - серендиповского типа, Зв и Зг - паскалевского типа). Приме
нение указанных функций к ряду модельных задач для тел с трещинами 
показывает достоверность получаемых результатов.

Представляется, что следующим шагом для сингулярных элементов

является введение для функции Fj (и, 7/) выражений:

для четырехугольника F, (£ rj) = -(1 -  £)(1 -  т;)((1 + Ę)2 + (1 + rj)1 -1 /4) (4)

для треугольника Б1{%,т]) = (\-2£-т])((1 + <*)2+(1-т1)2 -1 /4 ) (5)

которые обеспечат для напряжений выполнение особенности ~J\ /  г
на любом из радиальных направлений от вершины трещины. Геометри
чески последние сомножители в (4)-(5) соответствуют окружности радиу
са R=l/2, построенной вокруг сингулярной точки. При этом КЭ превра
щаются в кубические, а тип полноты аппроксимации остается прежним.
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РАСЧЁТ БРУСЬЕВ НА СЖАТИЕ И ВАЛОВ 
НА КРУЧЕНИЕ МЕТОДОМ ПРОДОЛЖЕНИЯ
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В инженерной практике часто приходится осуществлять прочност-ной 
анализ элементов конструкций, расчетная схема которых может быть све
дена к схеме бруса или вала переменней жесткости при различ-ных усло
виях его опирания и нагружения. Получение аналитического решения для 
этих задач связано с определенными трудностями и яв-ляется весьма про
блематичным. Поэтому приходится прибегать к численным методам ре-
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