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Аннотация. Определение величин критических сил, вызывающих потерю устойчивости сжатых винтов в дере­
вянных конструкциях, — необходимое требование при проверке несущей способности таких винтов. По этой 
причине необходима разработка научно обоснованной расчетной модели определения коэффициентов расчет­
ных длин сжатых винтов с различным распределением продольной силы и изменением изгибной жесткости по 
длине. Изучены существующие подходы к решению исследуемого вопроса. Приведено решение задачи устойчи­
вости центрально-сжатых винтов в массиве древесины как стержней, связанных с упругим основанием. Рассмо­
трены случаи потери устойчивости равномерно и неравномерно сжатых винтов по длине, однократное сту­
пенчатое изменение их изгибной жесткости, а также различные способы опирания наружного конца — шарнир­
но-подвижное закрепление в перпендикулярном направлении к продольной оси и скользящая заделка. Полученные 
результаты в виде графиков изменения коэффициентов расчетных длин сжатых стержней в массиве древеси­
ны рекомендуется использовать для оценки их устойчивости при центральном сжатии, принимая для определе­
ния момента инерции поперечного сечения внутренний диаметр резьбы.
Ключевые слова: деревянные конструкции, винт, сжатие, упругое основание, устойчивость, критическая сила, 
расчетная длина, жесткость.
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Abstract. Determining the values of critical forces that cause loss of stability o f compressed screws in wooden structures 
is a necessary requirement when checking the bearing capacity o f such screws. For this reason, it is necessary to 
develop a scientifically based design model for determining coefficients of design lengths of compressed screws with 
different distribution of longitudinal force and change in bending stiffness along the length. The article considers 
existing approaches to solving the investigated issue. The solution of the problem of stability of centrally compressed 
screws in the wood mass as rods connected to the elastic base is given. Cases of loss of stability of uniformly and 
non-uniformly compressed screws along the length, single step change in their bending rigidity, as well as various 
methods of support of the outer end - hinged-movable fixation in perpendicular direction to the longitudinal axis and 
sliding sealing are considered. The results obtained in the form of graphs of changes in the coefficients of the calculated 
lengths o f compressed rods in the wood mass are recommended to be used to assess their stability under central 
compression, taking the internal diameter o f the thread to determine the moment of inertia o f the cross section.
Key words: wooden structures, screw, compression, elastic base, stability, critical force, effective length, rigidity.

Введение
Общеизвестно, что древесина — анизотропный 

материал. Ее механические свойства зависят от уг­
ла приложения нагрузки по отношению к направле­
нию волокон. Наиболее низкие значения прочност­
ных и упругих характеристик для древесины харак­
терны в направлении перпендикулярно волокнам. 
В этой связи при проектировании деревянных кон­
струкций (например, опорные участки балок проле­
том более 18 м, зоны передачи значительных сжи­
мающих усилий в элементах соединений и т. п.) для 
повышения сопротивления смятию древесины в 
данном направлении могут быть использованы

4

ввинченные стальные стержни (винты). Согласно 
нормам [ 1 ] несущая способность винта, восприни­
мающего действие сжимающего усилия, должна 
определяться из трех условий: обеспечения проч­
ности материала винта на сжатие; сопротивления 
древесины продавливанию винта и обеспечения ус­
тойчивости винта в массиве древесины. Следует от­
метить, что в [ 1 ] для первых двух условий имеются 
соответствующие расчетные модели, что же каса­
ется третьего условия — проверки устойчивости, то 
здесь отсутствуют какие-либо расчетные модели.

Вместе с тем в целом ряде работ [2—5], а также 
в методиках технической оценки [6 —8 ] приведены
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некоторые расчетные модели винтов, воспринима­
ющих действие сжимающих осевых усилий. В ука­
занных работах используется в основном расчет­
ная модель из публикации [2]. Здесь винт в масси­
ве древесины рассматривается как стержень, свя­
занный с упругим основанием, в условиях шарнир­
ного закрепления головки винта и ее подвижного 
защемления. Значение критической силы принято 
по результатам численных исследований, а значе­
ния коэффициента постели упругого основания и 
жесткостей опор определяются по результатам 
экспериментальных исследований.

В данной статье разработано одно из возмож­
ных решений задачи потери устойчивости винта в 
массиве древесины с учетом таких факторов, как 
различные способы закрепления головки винта, не­
равномерное сжатие винта по длине в массиве дре­
весины, а также изменение изгибной жесткости по 
длине винта.

Основная часть
Впервые решением задач потери устойчивости 

стержней, связанных с упругим основанием, заин­
тересовались F. Engesser, M. Piazza, R. Tomasi, 
R. Modena [9, 10]. Зависимости для определения 
критических сил они получили путем решения диф­
ференциального уравнения продольного изгиба 
центрально-нагруженного прямого стержня, свя­
занного с упругим винклеровским основанием:

d  4 y
4

,d 2 z
dx 2

+ cy = 0 , (1)

где Е І  — изгибная жесткость стержня, Н-м2; у — перемещение 
оси стержня относительно начального положения вследствие 
продольного изгиба, м; х  — текущая координата в продоль­
ном направлении стержня, м; Р  — сжимающая продольная си­
ла в стержне, Н; с — коэффициент постели упругого основа­
ния.

При решении дифференциального уравнения (1) 
полагалось, что эпюра продольных сил постоянна 
по длине стержня, потеря устойчивости происходит 
в упругой стадии деформирования материала, и, 
кроме того, деформирование основания происхо­
дит также упруго.

Для шарнирно-опертого по концам стержня, свя­
занного с упругим основанием, в работе [9] пред­
ставлено решение:

P  = E I
нп

L
Г  (  L  
j  + c ( m n j

(2)

где п — число полуволн; Ь  — длина стержня, м; т — число по­
луволн функции деформирования.

На основе полученного решения установлено, 
что в зависимости от коэффициента постели и ко­
личества полуволн п результат асимптотически 
стремится сверху к следующему значению:

Р  _ 2 4 сЕ 1 . (3)

В случае отсутствия неподвижной в поперечном 
направлении к оси стержня одной из концевых 
опор [ 1 0 ] критическая сила, определенная по фор­
муле (3), будет завышенной вдвое. К недостатку 
приведенных решений можно отнести ограничен­
ность их применения, поскольку наибольшая точ­
ность достигается в том случае, когда длина волны 
функции изогнутой оси меньше длины стержня в 
1,8 раза [9, 11]. Кроме того, не рассматривается 
неравномерное распределение продольной силы 
по длине стержня.

Существуют решения подобной задачи с исполь­
зованием энергетических методов. Однако они мало 
применяются из-за необходимости подбирать ап­
проксимирующие функции изогнутой оси стержня, 
что удается сделать только в случае неподвижных в 
поперечном направлении к оси стержня концевых 
опор.

Перечисленные здесь выражения для определе­
ния критических сил основаны на точном решении 
дифференциального уравнения ( 1 ), которое полу­
чить не всегда возможно. Приведенное ниже реше­
ние устойчивости прямого центрально-сжатого стер­
жня выполнено с применением метода конечных 
разностей. При построении расчетной модели при­
няты допущения:
• жесткость упругого основания постоянна по дли­
не и не зависит от величины поперечных деформа­
ций стержня;
• соблюдается упругое деформирование материа­
ла стержня;
• влиянием поворота поперечных сечений стержня 
на закон распределения в нем продольной силы 
можно пренебречь.

Представляя функцию изогнутой оси стержня в 
общем случае неизвестной, производят аппрокси­
мацию ее второй и четвертой производной для 
средних точек, используя метод конечных разно­
стей и принимая второй порядок точности [12, 13]:

„ I I  У1 -1 -  2 У1 +  У1+1. _
У‘ _ — й2— . (4)

„ IV  _ У„-2 -  4  ъ .-I + - 4  . 1 +
У1 , 4 , (5)

П
где П — шаг разбиения, расстояние между соседними точка­
ми, м.

Приняв разбиение стержня на п участков, число 
точек будет равно п +  1 , но составить уравнения ( 1 ) 
можно только для п - 4  точек в средней части стер­
жня. Остальные четыре уравнения запишем из гра­
ничных условий задачи, для задания которых необ­
ходимо определить производные в крайних точках.
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Рис. 1. Принятые формы эпюр продольных сил 
и изменения изгибной жесткости винта по длине

В этом случае следует использовать интерполяци­
онный полином Лагранжа для аппроксимации 
функции изогнутой оси стержня по шести точкам, 
общая форма записи которого имеет вид:

Ь (х ) =
П

Е  у Д- (х  ),
I=0

где

I (х  ) =
п X -  X : X -  X : .1

Г  ------- С -------- ! ±
7=0,7*0 х 1 х ]  х 1 х ]+1

(6)

(7)

х Х -  Х7 +2 х  -  х п

X  -  Х7 +2 X  -  ХП

Вычислим его производные первого и старших 
порядков в начальной точке при равноотстоящих 
точках аппроксимации функции изогнутой оси
(х ,-+1 -  XI = Н):

УоЯ = 7 Т Т Г ( 4 5 Уо -  1 5 4 У 1 + 2 1 4 У2 -  (8)12 Н
-  156у3 + 6 1у4 -  10у 5)

и в конечной точке:

I  1 (137 _ 10
Уп = Н  I “6 0 У п -  5У п- 1 + 5У п-2 -  у  У п-3 + (9)

5 1  \
+ 4  у  п-4 5  у  п-5 ;

Уп = 1 Г (45Уп -  1 5 4 Уп-1 + 2 1 4 Уп-2 -  (10)12Н2
-  156Уп-3 + 61Уп-4 -  10Уп-5);

У 1/  = Т У  ( 3 Уп -  1 4 Уп-1 + 2 6 Уп-2 -  2 4 Уп-3 + (11)
Н

+ 11Уп-4 -  2  У п-5 )• 

Принимая равномерное разбиение стержня по

длине и расстояние между точками Н — Ь /п , мож­
но ввести такие обозначения:

2 - Н Ь  _ еЬ4
= - 1 1 - ’ (,2) Д  = ц :  (,3>

где 1  — сжимающая продольная сила в точке г, Н; а, — без­
размерный параметр продольной силы; Д  — безразмерный 
параметр жесткости упругого основания; 1{ — момент инер­
ции поперечного сечения стержня в точке г, м4.

Уравнение (1) можно составить в конечных раз­
ностях для произвольной точки в средней части 
стержня, приведя при этом подобные:

(  и2 Л (Т  и2 Д ]
у г -2 + - 4  + - 2 У1 -1 + 6 -  2 - Т  + —

V п У V п п )
Уг (14)

(  . а 2 ^ -4  + - 2
V п )

У1+1 + У1+2 = 0

Если выбрать кратность разбиения п =  20, то 
можно записать 17 подобных уравнений, принимая 
последовательно от г =  2 до г =  18. Общее число 
неизвестных будет равно 2 1 .

Остальные четыре уравнения можно составить 
из граничных условий для следующих способов за­
крепления концов:
• оба конца имеют шарнирные опоры, одна из 
которых подвижна в поперечном направлении к оси 
стержня, а вторая — неподвижна:

. I IИ  = Е10 у  0п = 0; 

И 20 = Е120 у 20 = 0;

(15)

(16)

У 0 = 0; (17)

Е120у20 -  1 20у 20 + еу20 = °- (18)

Уравнение (18) представляет собой дифферен­
циальное уравнение (1) в конечных разностях. При­
водя подобные, можно записать его таким обра­
зом:

1 2 и ‘
(36п 4 + 45п2а2п + 12Д п)у  п - (168/Г (19)

154й 2- 2 )у  п- 1  + (312й 4 + 214п2 а1п ) у п-2 ..2 '

1

1
12п4

(288й 4 + 156п2 а2п )у п-3 (132й 4 +

+ 64п2а2 )уп -4  -  (24п 4 + Ю п ^ и ^ У п -  ;

• один из концов закреплен шарнирно и неподви­
жно в поперечном направлении к оси стержня, а 
второй — защемлен, при этом заделка также подви­
жна к оси стержня в поперечном направлении:

^20 = Е 1 20 у 20 = 0 , (20)
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Рис. 2. Графики изменения коэффициента расчетной 
длины ц стержня, связанного с упругим основанием 
Ч, при прямоугольной (а, в), треугольной (б ) и тра­
пециевидной (г ) формах эпюры продольной силы

где М 0, М 20 — изгибающие моменты на концах стержня, Н-м; 
020 — угол поворота на конце стержня, рад.

Остальные уравнения — граничные условия и мо­
гут быть записаны как уравнения (15), (17) и (18), 
при этом производные второго и четвертого поряд­
ков в тождестве (18) применены с использованием 
уравнений ( 1 0 ) и ( 1 1 ).

В уравнениях (15), (16) Мо, М 20 — изгибающие 
моменты на концах стержня, Н-м; 020 — угол пово­
рота концевого поперечного сечения, рад.

Было произведено решение рассматриваемой 
задачи для некоторых случаев распределения про­
дольной силы в стержне и изменения его изгибной 
жесткости:
• изгибная жесткость постоянна (рис. 1а), эпюры 
продольной силы — прямоугольная и треугольная;
• изгибная жесткость стержня переменна по длине
— длина резьбы в стержне составляет половину его 
полной длины (рис. 16), эпюры продольной силы
— прямоугольная и трапециевидная, т. е. имеют 
прямоугольный вид по ненарезанной части и треу­
гольный вид по нарезанной.

На рис. 1 показаны исследуемые случаи измене­
ния продольной силы и геометрических характери­
стик по длине стержня.

На основе данного решения были получены ко­
эффициенты расчетных длин ц стержней в зависи­
мости от безразмерного параметра жесткости уп­
ругого основания Я. Графики изменения ц приве­
дены на рис. 2.

Рис. 3. Графики изменения коэффициентов расчет­
ных длин ц для шарнирнонеподвижно-опертого 
стержня по концам

Согласно графикам (рис. 2а) значения ц при 
действии продольной силы, постоянной по длине 
стержня с шарнирной левой опорой и скользящей 
заделкой, практически совпадают (разница не пре­
вышает 3 %). Наибольшее влияние на критическую 
силу в этом случае оказывает не способ опирания, 
а безразмерный параметр жесткости упругого ос­
нования уравнения (13). При треугольной форме 
эпюры продольной силы по длине винта (рис. 26), 
напротив, способ закрепления играет важную роль, 
в силу того что максимальные поперечные дефор­
мации проявляются у наружного конца стержня, 
где продольная сила максимальная [2 ].

Критическую силу можно рассчитать с помощью 
формулы Эйлера, принимая в ней при определении 
момента инерции поперечного сечения стержня диа­
метр винта, равный 0,7^о (внутренний диаметр резь­
бы), в то время как ^  — внешний диаметр резьбы 
[2]. Следует отметить, что это справедливо при по­
стоянной по длине изгибной жесткости стержня.

Однако в случае использования винтов с резь­
бой только на части их длины изгибная жесткость 
стержня изменяется по длине ступенчато. Если 
принять внутренний диаметр резьбы винта, равным 
0 ,7 ^ 0  и внешний диаметр ^  для участка, где резьба 
отсутствует, то можно получить коэффициенты 
расчетных длин для рассматриваемых случаев.

Кроме того, следует учитывать, что безразмер­
ный параметр жесткости упругого основания Я  
(формула 13) также зависит от изменения изгибной 
жесткости стержня. На рис. 2  в, г представлены 
графики изменения ц в зависимости от Я, получен­
ные с использованием внутреннего диаметра резь­
бы винта в формулах (12) и (13).

В том случае, если форма эпюры продольной 
силы трапециевидна, а длины резьбы больше поло­
вины длины винта, то следует воспользоваться ли­
нейной интерполяцией между ординатами графи­
ков (см. рис. 2  в, г).
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Примененный подход для решения задачи ус­
тойчивости стержня на упругих опорах универ­
сальный, и его точность зависит от порядка ап­
проксимации численных производных. Ввиду то­
го обстоятельства, что функция изогнутой оси 
у(х) не может быть определена в представлен­
ном решении, то следует обосновать достаточ­
ную точность численной аппроксимации ее про­
изводных с заданным шагом. В этом случае за­
дача может быть сведена к сравнению результа­
тов численного решения с известными аналити­
ческими результатами расчетов. Вместе с тем 
структура решения и общность изложенных рас­
суждений остаются неизменными.

Введем в определителе устойчивости вместо гра­
ничных условий (17) и (18) равенство нулю переме­
щений в концевых точках уо =  0 , У20 =  0  и сравним 
полученное решение с известными. Результаты оп­
ределения р, рассчитанных с использованием 
предложенного подхода и решения из работы [9], 
представлены на рис. 3а. Принято, что эпюра про­
дольной силы неизменна по длине, изгибная жест­
кость стержня постоянна. Результаты вычисления р 
с применением рассматриваемого решения и ана­
логичные результаты для шарнирно-опертого стер­
жня на упругих опорах постоянной жесткости, по­
лученные с использованием метода деформаций 
[14, 15], показаны на рис. 36.

Сопоставляя ординаты коэффициентов расчет­
ных длин на графиках (см. рис. 3а), выявлено, что 
расхождения не превышают 1,5 %. При сравнении 
результатов вычислений (см. рис. 36) установлено, 
что расхождения значений расчетных длин не пре­
вышают 20 %. Однако стоит отметить, что резуль­
таты вычислений по расчетной модели, изложен­
ной в работе [14], получены для шестиопорной уп­
ругоопертой балки, а в работе [15] — для четырех­
опорной, при этом жесткость всех пружин одина­
кова. Переход от жесткости пружины к коэффици­
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В ы в о д ы

Разработанное решение задачи потери устойчи­
вости сжатых винтов в массиве древесины позволя­
ет учесть следующие факторы.
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ей между ординатами графиков при подвижном 
шарнирном опирании наружного конца (рис. 2а) 
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