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Рис. 6. График вертикальных перемещений поверхности полупространства от действия гармонической силы
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О ФОРМИРОВАНИИ РАЗРЕШАЮЩИХ УРАВНЕНИЙ МКЭ 
В РАСЧЕТАХ ПЛОСКИХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

С УЧЕТОМ УПРУГОЙ ПОДАТЛИВОСТИ УЗЛОВЫХ СОЕДИНЕНИЙ

Соединение элементов на расчётных схемах сооружений 
чаще всего принимается жёстким либо шарнирным. Однако в 
реальных сооружениях связи в узлах в большинстве случаев 
имеют упругую податливость, которая может существенно 
влиять на распределение и величины усилий в сооружениях. 
Исследование и оценка этого влияния представляет большой 
интерес при анализе работы сооружений.

При расчете сооружений методом конечных элементов 
основным разрешающим уравнением [1, 3] является уравне
ние вида:

[К){Д} =  {Р}; (1)
где: [К] -  матрица жесткости системы; {А} -  вектор пере

мещений узлов системы; {Р} -  вектор внешних узловых на
грузок.

Учет упруго-податливого соединения элементов в узлах 
вызовет соответствующие изменения в матрицах [К ] и {Р}. 
Так как матрица жесткости системы [К ] включает матрицы 
жесткости конечных элементов (КЭ) [1, 3], учет упруго
податливого присоединения КЭ к узлам может быть выпол
нен на уровне определения матриц жесткости отдельных ко
нечных элементов.

Матрица жесткости плоского стержневого КЭ в общем 
случае имеет вид [4]:
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Рис. /. Эпюры усилий и реакции связей в КЭ от 8 ’ =1

Рис. 2. Эпюры усилий и реакции связей в КЭ от 8 2 =1

Рис. 3. Эпюры усилий и реакции связей в КЭ от S ' =1.
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где коэффициенты представляют собой реакции на кон

цах КЭ в направлении действия /-той связи от единичного 
перемещения A-той связи.

Получим матрицу жесткости КЭ в местной системе коор- 
(2) динат, присоединяющегося упруго к узлам с помощью трех 

связей в каждом из узлов, жесткости которых равны: С,, С4

-  горизонтальных связей в начале и в конце стержня, С2, с5

-  соответствующих вертикальных связей и С3, С6 -  угло
вых связей (рис. 1 -  3). Такая система имеет три лишние связи
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и может быть рассчитана методом сил. В результате расчета 
[2] получим эпюры усилий в элементе и реакции в опорах в 
виде, представленном для единичного горизонтального сме
щения левой горизонтальной связи -  на рис. 1, для единично
го смещения левой вертикальной связи -  на рис. 2, для еди
ничного угла поворота левой угловой связи -  на рис. 3. Ана
логично определяют эпюры и реакции усилий от единичных 
смещений связей на правом конце элемента.

В результате матрица жесткости КЭ в местной системе 
координат с учетом упруго-податливого присоединения его к 
узлам будет иметь вид (3),
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Принимая в выражении (3) значения С3 либо С6 равны
ми нулю, получим соответственно матрицы жесткости КЭ в 
случаях его шарнирного закрепления с левой и с правой сто
рон. Их можно получить также из расчета соответствующих

КЭ методом сил.
Матрица жёсткости конечного элемента с упругими свя

зями и с шарнирным опиранием справа будет иметь вид (6).

где: f\ ~ kN ( 
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Матрица жесткости КЭ с упруго-податливыми связями 
присоединения его к узлам и с шарнирным опиранием слева 
будет иметь подобный вид.

Матрица жесткости КЭ в общей системе координат опре
деляется выражением [4]

[ * № Г - [ * 1 М .  да
где И. И -  обычная и транспонированная матрицы 
преобразования координат.

При действии на КЭ распределённых нагрузок в методе 
конечных элементов их необходимо преобразовывать к узло
вым. Это преобразование для конечных элементов, упруго
податливо присоединяемых к узлам, не будет совпадать со 
случаями жёстко-шарнирного соединения КЭ в узлах и может 
быть получено также на основе расчётов соответствующих 
конечных элементов методом сил [2]. Далее приведены неко
торые схемы загружений таких КЭ и полученные величины 
узловых нагрузок для них:
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1) загружение конечного элемента с упруго-податливым 

присоединением концов стержня к узлам равномерно распре
делёнными нагрузками
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2) загружение конечного элемента с упруго-податливым 
присоединением концов стержня к узлам узлам и шарниром 
справа равномерно распределёнными нагрузками (рис. 5)
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3) для конечного элемента с упруго-податливым присое
динением концов стержня к узлам и с шарниром слева матри

цу |  P jj  при действии равномерно распределенных нагрузок 
легко получить из матрицы (10);

4) при загружении конечного элемента с шарнирами по 
обеим концам и с упруго-податливыми остальными связями 
равномерно распределёнными нагрузками q} и q2 силы

и P'q4 будут такими же, как во всех вышеприведенных мат-
/

рицах |  Р'ч | , а силы Р'ц2 = PJ5 =  как в обычной двух

опорной балке;

5) загружение конечного элемента с упруго-податливым 
присоединением концов стержня к узлам узлам и шарниром 
справа треугольной убывающей нагрузкой
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6) загружение КЭ с упруго-податливым присоединением 

концов стержня к узлам узлам и шарниром справа треуголь
ной возрастающей нагрузкой

здесь U41 4«,«3 -3«2 “ ,2 =
3u2u4]- 5 s^

и.

где / 2

1 + 3 EJ 1 1
—  +  — + •

3 EJ
съ1

, 60EJ 40 EJ
S„, = 1 + --------г  +

1 \с2Г 11с3/ ’ 'V

1 +  3
£ 4

1 + 1 1- - - - - - - j- - - - - - - -
С, с4

£/4

7) загружение конечного элемента с упруго-податливым 
присоединением концов стержня к узлам треугольной убы
вающей нагрузкой (рис. 8)

Преобразование векторов внешних нагрузок из местной в 
общую систему координат производят по формуле [3]

{ п Н ^ Г - М -  <,4)
Полученные матрицы жёсткости конечных элементов, а 

также матрицы сосредоточенных узловых усилий от распре
делённых равномерно и по треугольным законам нагрузок 
позволяют выполнять расчёты рамно-стержневых систем 
методом конечных элементов с учётом упруго-податливого 
присоединения конечных элементов к узлам и оценивать 
влияние упругого соединения стержней в узлах на величины 
и распределение внутренних усилий в сооружениях.
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