
Таблица -  Значения разности минимального и максимального нормально 
распределенных случайных чисел методом Бокса-Мюллера и с использованием 
ЦПТ_____________________________________________________________________

Значения разности максимального 
и минимального случайных чисел, 

метод Бокса-Мюллеоа

Значения разности максимального 
и минимального случайных чисел, 

ЦПТ, п=6
Значение
разности 10.8538 8.1125

На практике возможен вариант, когда одно максимальное или минималь
ное значение для метода Бокса-Мюллера дают худшие результаты по срав
нению с ЦПТ. Чтобы избежать данного явления, необходимо увеличивать вы
борку чисел, но в любом случае разностные значения максимального и мини
мального числа для метода Бокса-Мюллера больше. По данным проведенно
го эксперимента можно сделать выводы, что для получения методом Бокса- 
Мюллера удовлетворительных результатов при формировании значений ве
личин, распределенных по нормальному закону, требуется достаточное коли
чество равномерно распределенных случайных чисел. Метод суммирования 
дает усечения максимального и минимального значений случайных величин 
для 70 002 равномерно распределенных чисел.
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О НЕКОТОРЫХ МОМЕНТАХ ПОКАЗАТЕЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Показательное (экспоненциальное) распределение [1] -  непрерывное рас
пределение вероятностей случайной величины X , задаваемое плотностью

0, если х <  0.
/>(•*) = »,

\е  , если X >  0,

где Л (Л > 0 ) параметр распределения. Статистический смысл параметра Л 
состоит в следующем: Л есть среднее число событий на единицу времени, то 
есть 1/А есть средний промежуток времени между двумя последовательными 
событиями. Показательное распределение часто встречается в теории массо
вого обслуживания и теории надежности. Например, экспоненциальное рас
пределение имеют случайные величины: время ожидания при техническом об
служивании; продолжительность телефонных разговоров, ежедневно регист
рируемых на телефонной станции; срок службы радиоэлектронной аппаратуры.
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Показательное распределение обладает свойством отсутствия последей
ствия: для любых х > 0 , у > о выполняется равенство

Р(Х > х +  у \х  > у )=  Р(Х > х).

где Р(Х >  X +  у\Х >  у) -  условная вероятность события X > х +  у при усло
вии Х > у .

Действительно,

Р (Х > х  +  у \Х > у )  = Р ( Х > х  +  у) \ - Р ( Х < х  +  у) I- Р ( х + у )  
Р(Х >  у) 1 - Р ( Х < у )  \ - F iy )

1- ( , - е- ^ ) )  е_х{х+у)

1- ( і - г ~ Аї) ”
=  1 -  (і -  е~Аі:) =  І -  Г(х) =  1 -  Р(Х <  х) =  Р(Х > X).

Это свойство называется также марковским свойством.
Моментом п-го порядка [2] (л = 0,1,2 ,. ..)  случайной величины х  относи

тельно числа а называется математическое ожидание М [(X  -  а ) " ) .

Начальным моментом п-го порядка (и = 0,1,2,...) случайной величины 
X (относительно числа а =  0 ) называется »„ =  м  (л "1). Заметим, что а0 =  1, 

а, =  М (Х ) .
Центральным моментом п -го порядка случайной величины X (относи

тельно центра распределения, т. е. числа а =  М ( Х ) )  называется

I  д„ *  М |(Л' -  М ( X ) ) " Очевидно, что д0 =  1, Д| =  0, р2 -  О (X ) .

Факториальным моментом п-го порядка ( п -  0, 1.2, . . . )  случайной вели
чины X относительно числа а называется математическое ожидание 

I М ((А" -  а)(Х  — а — 1)... (ДГ — в — я +  1)).
Начальным факториальным моментом п-го порядка ( л =  0,1,2... .) слу

чайной величины X  (относительно числа а =  0 )  называется 
а |л| =  Л/(л'|"|)=Л /(йГ(Д Г-1). . . (Л '-л-И )) .Зам етим , ЧТО « [0| =  1 , а [Л =  М {Х ) .

Центральным факториальным моментом п-го порядка (л = 0 ,1 ,2 ,„.) 
случайной величины х  (относительно центра распределения, т. е. числа 
а -  м  (X) )  называется

д,., =  м  ( ( *  -  м  ( х ) ) ["'| =  М ((X -  М ( * ) ) ( *  — М (X )— 1)... (X  -  М ( X ) - л +  1)). 

Заметим, ЧТО Д[0| =  1 , Дщ =  0 , Цщ -  О (X ) .
Для начальных моментов п-го порядка показательного распределения вы

полняется:
-1-о с  -1-ОС оо - г о с

а„ =  А# ( * • " ) =  /  \ е - Ххх"ёх =  -  /  х"<і(е-Хг) =  - х ' е ' * '  +  /  е~х*4 ( х " )  =
о

+  оо\
=  - (  1ІШ Л " * * - 0 * « - л в ] + я  $  х"-'е~Хісіх =  1  )  \е
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Пользуясь полученной рекуррентной формулой, найдем некоторые на-
+ оо . J

чапьные моменты. Учитывая, что а0 =  §  \е  Ххйх =  1 , получим а, = — а 0 = —,

2 2 1 2а-> =  —а, = -----= —т-,
2 А ' А А А2

5 5 24 120а. =  —а, -  ------ г  =

о
а - 1 а - 1  - -

А А77= ТГ • “б = т “4 = т
А А2 

6 120 720

А
4 4 6а* =  —а, = ------ — —

4 А 3 А А3

А
24

А А5
Таким образом, начальные моменты п-го порядка определяются соотно- 

п !шением а„ = ----.
А"

Математическое ожидание показательного закона распределения

МХ = а , = - .
' А

Найдем формулу для вычисления центральных моментов п-го порядка.
I

+°° ' Г
Л„ =  М ( ( Х - М ( Х ) ) " ) =  /  А ^ ^ ( т - 1 |  Л  =

х ----=  I, с1х — сИ
А

А =  0, / =  - -
А

=  1  Г А * - V * .  
' Л

I

К полученному интегралу применим теорему интегрирования по частям.

, у * - М ' " ) =/  Ае~х,1"си =  - е - '  $  / ' 4 ( с- а' ) = - Г У с-

г п % -М ч ]
1 а

ч + ос е «

Следовательно,

^ _ а2 +  а -  а 2 ’
4 2

А4 А А
_  1 6д5 1 6 44 _  265

^ 6 _ , 6 +  \ ~  л 6 +  л , 5 ~

^4 =  — + — = т г + Г 7 т =

( -О " пН--- е
ПС
Г Хе~

А" \ 1
Л

1 Я 0 1 , 1
А А А

д3 =

9
' А4 ’

М, -  ■

-  0 (так как N = 1)

Е? 1 1 3 1 2
А3 А А3 А А2 ” А3
1 , 5д4 _  

А5 А
9 44

А4 “ А5

А 

Так

А А0 А А’ 

как имеет место представление

(“ О" , ” М.-; ( " О ” | п а„-1 ( - 1) " + и а ,  ,

ТО» у  •

и, следовательно, значе-
А" А А" ' А А"-1 А”

ния а„ удовлетворяют рекуррентному соотношению ап =  па„_, +  ( -  1)”
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Учитывая, что центральные моменты л-ого порядка связаны с началь-
л

НЫМИ моментами соотношением [2] ( -  1)", С„"л„_„пг" , получим

Л„ = Е ( - 0 " С ^ - п«Г =  Е ( - 1Г С ^ ^ - т^ = - ! 7 ё ( - 1Г С ( « - т ) !  =
т — 0 т = О  А  Л Л т = 0

A* t o  *1 А' О! А" 1! А "£ г2 т ! А" '  т \

Из этого соотношения также можно получить, что

п =  - L  у ;  ( - 1)"  —  =  —  v  ( - 1)"  —  +  —  ( - 1)” -  =
" А" т \  A " ^ J  m! А» я!

"  1 1Г ( " " » У  , ( - » Г  " Р - .  | ( - 1)”
> А ' “ ' ~

1  ̂ 2 1 1 2 1 1 I
Тогда, дисперсия д, =  D(X)  =  —ТУ ]  ( - 1 ) "  —  = - 5- —7= —г  =  —  (среднее

X ^ 2  m *  2! А'  А‘

квадратичное отклонение a(X)  = J D( X)  =  2 -).

I .  '  y - i - D - i . - U H - ’ l l . - L p - o - i .
гъ т ! А3 12! 3! ' А3 А3m *■ 2 

4

« - ^ Ё < - ' . - 4 т = 1 г ( 1т - 1Т+ З Т ^  =  > - м + 5 - ‘ > = " - -А

= J r y ' ( - l ) " — = J r f— — +  - ]  =  J r { 3 6 0 - 120 +  3 0 - 6  +  1 ) = ^  
Л6 “ , я,! А6 (21 3! 4! 5! ‘6lJ А* А*

т  = 2 
6

Замечание. Центральные моменты л-го порядка можно рассчитывать по

формуле р„ =  —  , где значения о„ удовлетворяют рекуррентному соотноше- 
А"

нию я„ =  ла„_, +  ( - 1)" , а0 =  1 ■
Действительно,

га- 2 я.-2 Ш ■ П ■ я»-2 ™!
Например, а, =  За7 + ( -  I )3 =  3 1 -  1 =  2 , а4 =  4а3 +  ( - I )4 =  4 • 2 +  1 =  9 , 

а5 =  5а4 +  ( - 1 ) 5 =  5 - 9 - 1  =  44,  л6 =  6а5 +  ( - 1 ) 6 =  6-44 +  1 =  265 , ...

п * 1ч,и П '
Число !л =  5^ -— -— 1 называется субсЬакториалом числа п. Следова

т ь  т '
тельно, ап = \п . Тогда центральные моменты л-ого порядка можно рассчи

тывать по формуле р„ = — .
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Заметим, что нормированный момент п-го порядка равен ^ - = ! л  -  су6-
О

Факториалу натурального числа п.

Тогда, коэффициент асимметрии Л =  —} -  а3 =  2 и эксцесса коэффициент
а

(эксцесс -  скалярная характеристика островершинности графика плотности веро

ятности унимодального распределения) £  =  - ^ - - 3  =  а4 - 3 = 9 - 3  =  6 .
а

Коэффициент вариации У(Х)  =  =  1 .

Так как для медианы М ГХ  показательного закона распределения выпол
няется

мех
I \е~х*ах =  -е~х‘

мгх
_ е - \ М , Х  + е - л о  _  _ е - \ М ' Л

0
4- по

0

Г \е^хЧх = и-<

I

=  -  Н т  е-х‘ -е  хмОмех м,х

=  —  П т

1
З̂ Г + е

- Х М , ( Х )  =  е-хм,(х) =  0>5
*-♦4-00 £

то е~хм' х =0 .5  или —\ М ' Х  =  1п0,5 =  — 1п2.

Следовательно, м сх  =  -  медиана показательного распределения.

С другой стороны, для медианы распределения со строго монотонной 
функцией распределения Р(х)  выполняется м е( Х ) =  /=■"'(0,5), а квантиль 

хр порядка р удовлетворяет соотношению хр - Р  ' ( />). Так как функция

распределения ^ (х) =  1 -  е~ то
1п(1-дг)

Г - ' ( х ) = ~ : и медиана

1п 2ху, = М Г( Х ) ~ ----- , а квантиль хр порядка р удовлетворяет соотношению

х р  = р" ' ( р ) = -
1п (1 -  р )
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