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DERECHENNIK A.S. The stochastic model of the multiparticle disordered system for study of the topological properties of dispersed struc-
tures 

The 2D disordered dispersed structures synthesis algorithm was developed and tested on model samples, based on the filling method. Density co-
efficient is about 0.80 for received models of random packs of mono- and polysized particles in a disc approach. Synthesized structures models are 
compactly presented for further topological study in terms of stochastic connectivity matrixes. Results are applicable for disperse systems and compo-
site materials simulation modeling, purposed to structural and topological properties study, including distinctive features in the non-homogeneous po-
rous mediums. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕХМЕРНЫХ ФРОНТОВ ВОЛН ДЕФОРМАЦИЙ, 
РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ В НЕУПРУГИХ СРЕДАХ ОТ ТОЧЕЧНОГО ИСТОЧНИКА 

ВОЗМУЩЕНИЙ 
 
Введение. Анализ закономерностей распространения одномер-

ных и двумерных волновых движений в неупругих материалах, рабо-

тающих при динамических нагрузках за пределами упругих состоя-

ний, рассматривались в работах [1, 2]. В настоящей работе пред-

ставлены результаты исследования трехмерных волновых движе-

ний, распространяющихся от сосредоточенного источника возмуще-

ний для сред, описываемых определяющими соотношениями в 

форме произвольных перекрестных зависимостей между первыми 

инвариантами тензоров и вторыми инвариантами девиаторов 

напряжений и деформаций. В качестве конкретных примеров таких 

зависимостей рассматриваются неупругие материалы с малыми 

упругопластическими деформациями и среды, обладающими внут-

ренними трением. 
 

Координаты точек волновых фронтов. Определяющие соот-

ношения для неупругих сред имеют форму произвольных пере-

крестных зависимостей между первыми инвариантами тензоров и 

вторыми инвариантами девиаторов напряжений и деформаций: 

 ( ) ( ), , ,T T= Γ θ σ = σ Γ θ , 

где T  - интенсивность касательных напряжений (второй инвариант 

девиатора напряжений), σ  - среднее напряжение (первый инвари-

ант тензора напряжений), Γ  - интенсивность деформаций сдвига 

(второй инвариант девиатора деформаций), θ  - объемная дефор-

мация (первый инвариант тензора деформаций). 

Динамические уравнения равновесия в отсутствие массовых сил 

представим в виде [2]: 
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Начальные данные к системе (1) зададим на поверхности 

( )1 2 3, , , 0z x x x t =  и перейдем к новым переменным 

( )1 2 3, , ,g z x x x t= , ( )1 2 3, , ,i ig z x x x t= , 1, 3i = . По-

сле преобразования системы (1), приравняв нулю определитель, 

составленный из коэффициентов при частных производных второго 

порядка по g , получим следующее характеристическое уравнение: 
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Здесь коэффициенты kq  имеют вид: 
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где k kp z x= ∂ ∂ , 0p z t= ∂ ∂ , 2 0c G= ρ , 0G  - началь-

ный модуль сдвига. Отметим, что характеристическое уравнение (2) 

получено в предположении, что система координат ( )1 2 3, ,x x x  

совпадает с направлениями главных осей деформаций (напряже-

ний) и в этом случае 0ije = , 1, 3i j≠ = . 

Рассмотрим уравнение характеристик (2) как алгебраическое 

уравнение третьего порядка относительно 
2
0p  и представим его 

решение в виде: 
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где 
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Верхний индекс n  указывает на тип волн деформации: 1n =  - 

квазипродольная волна, 2, 3n =  - квазипоперечные волны. 

Для построения поверхности разрыва (фронта) волны на осно-
вании решения одного из дифференциальных уравнений в частных 
производных первого порядка (3) построим систему бихарактери-
стик, определяемую как решения следующих систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений [3]: 
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После решения дифференциальных уравнений (4), в предположе-

нии, что волновое возмущение возникло в момент времени 0t =  в 

начале координат, получаем: 
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Здесь коэффициенты 1iq , 2iq  и 3iq  имеют следующий вид: 
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Выражения nv  для фазовых скоростей волн получаем из соотно-

шений для 
( )
0
n

p  заменой Λ , p  и 1q  на Λ
⌢

, p
⌢

 и 1q
⌢

; выражения 

для p
⌢

 и q
⌢

 - из соотношений для p , q  заменой iq  на iq
⌢

; вы-

ражение для Λ
⌢

 - из формулы для Λ  заменой p , q  на p
⌢

 и q
⌢

; 

выражения для iq
⌢

 - из соотношений для iq  заменой параметров 

kp  на направляющие косинусы нормали к характеристической 

поверхности cosk kn = α  ( kα  − угол между нормалью к фронту 

волны и координатной осью kx ). Далее выполним построение вол-

новых поверхностей для неупругих материалов, описываемых тео-
рией малых упругопластических деформаций (пластичные металлы) 
и для сред, обладающих внутренним трением (грунты). 
 

Пластичные металлы. Интенсивность касательных напряже-
ний и среднее напряжение в соответствии с теорией малых упруго-
пластических деформаций имеют вид [2]: 

 ( )T G= Γ Γ , Kσ = θ , (6) 

где ( )G Γ  - секущий модуль диаграммы зависимости T  от Γ , K  - 

модуль объемной деформации. С учетом соотношений (6) для коэф-

фициентов ijc  в формулах (5) получаем следующие выражения [2]: 

 ( ) 4
1

3ij ij ii jj
G dG

c K e e
d

= + + δ +
Γ Γ

. 

Следуя [2], зависимость между T  и Γ  примем в форме примем 

 ( )0 1T G r= Γ − , ( )0 1G G r= − . (7) 

Здесь ( )2 sr = Γ Γ , sΓ  - предельное значение интенсивно-

сти деформаций сдвига, соответствующее точке диаграммы, в кото-

рой 0dT dΓ = . Здесь и далее 3i iieε = θ +  и 

( ) ( ) ( )( )2 22
1 2 2 3 3 1

2
3

Γ = ε − ε + ε − ε + ε − ε  [4]. Учтем 

выражения (7) в формулах для коэффициентов ikq , и выполним 

построение безразмерных трехмерных фронтов квазипродольной и 
квазипоперечной волн деформаций. Волновые поверхности для 

случая равномерной двухосной деформации ( 1 2ε = ε , 3 0ε = ) 

представлены на рис. 1. При построении принимаем 2r =  и 

05 3K G= . 
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Рис. 1. Фронты волн деформаций, распространяющихся в услови-

ях равномерной двухосной деформации, в материале, опи-
сываемом теорией малых упругопластических деформа-

ций, со скоростями 1v  (1) и 3v  (2) 

 

Из рис. 1 видно, что распространение квазипоперечной волны 

деформации со скоростью 3v  сопровождается образованием двух 

лакун в виде конусов, осью которых является координатная ось 

30x , а также лакуны в виде кольца, центр которого также находит-

ся на оси 30x . Волновые поверхности при одноосной деформации 

( 1 0ε ≠ , 2 3 0ε = ε = ) и при том же значении r  можно получить, 

повернув фигуры, представленных на рис. 1, на угол 900 относи-

тельно координатной оси 20x . Для чистого сдвига ( 1 2ε = −ε , 

3 0ε = ) трехмерные фронты квазипродольной и квазипоперечной 

волн соответственно, представлены на рис. 2. При построении при-

нимаем 3 2r = . 

 

 
Рис. 2. Фронты волн деформаций, распространяющихся в услови-

ях чистого сдвига, в материале, описываемом теорией 
малых упругопластических деформаций, со скоростями 

1v  (1) и 3v  (2) 

 

Из рис. 2 видно, что при распространении квазипоперечной вол-

ны со скоростью 3v  возникают четыре лакуны в виде полос, вытя-

нутых вдоль оси координат 30x . При уменьшении значения r  

трехмерные фронты волн деформаций, распространяющиеся от 
точечного источника в материале с малыми упругопластическими 
деформациями, в рассмотренных случаях двухосной, одноосной 
деформации и чистого сдвига принимают вид сфер. Трехмерный 
фронт квазипоперечной волны, распространяющейся со скоростью 

3v , является сферой независимо от значения r . 

 

Среды с внутренним трением. Для сред, обладающих внут-
ренним трением, используем модель сжимаемой жесткоупругопла-
стической среды, определяющие соотношения которой имеют сле-
дующий вид [2]: 

 0T G fK= Γ − θ , Kσ = θ , (8) 

где 0G  - модуль сдвига при чистом сдвиге ( 0σ = ), K  - модуль 

объемной деформации, 1f <  - коэффициент внутреннего трения. 

Выражения для коэффициентов ijc  из формул (5) с учетом соот-

ношений (8) принимают следующий вид [2]: 

 ( ) 0 2
1 2 2

1 1
3ij ij jj iic K G fK fK e e

 θ θ = + + δ − − −  Γ Γ   Γ 
. 

Подставим соотношения (8) в коэффициенты ikq  и выполним 

построение волновых поверхностей для сред, обладающих внутрен-
ним трением. На рис. 3 и 4 представлены безразмерные трехмерные 
фронты волн деформаций, распространяющиеся в условиях равно-

мерного двухосного укорочения ( 1 2 0ε = ε < , 3 0ε = ) и в усло-

виях одноосного укорочения ( 1 0ε < , 2 3 0ε = ε = ) соответ-

ственно. При построении принимаем модуль объемной деформации 

( )02 3K G= . Коэффициент внутреннего трения в первом 

случае 1 2f = , во втором случае - 3 4f = . 

Из рис. 3 видно, что при распространении квазипоперечной вол-

ны, имеющей скорость 3v , возникает две конические лакуны, а 

также кольцевая лакуны, осью которых является координатная ось 
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3x . При увеличении коэффициента внутреннего трения основание 

конических лакун уменьшается, а ширина кольцевой лакуны возрас-
тает. Также следует отметить, что представленные на рис. 3 фигу-
ры, являются поверхностями вращения, что позволяет предполагать 
о существовании аналогии между средами, обладающими внутрен-
ним трением и трансверсально-изотропными (гексагонально анизо-
тропными) средами. 

 

 
Рис. 3. Фронты волн деформаций, распространяющихся в услови-

ях равномерной двухосной деформации, в материале, об-

ладающим внутренним трением, со скоростями 1v  (1) и 

3v  (2) 

 
Как следует из рис. 4, в условиях одноосной деформации распро-

странение квазипоперечной волны, имеющей скорость 3v , происхо-

дит с возникновением кольцевой лакуны. При возрастании коэффици-

ента внутреннего трения f  ширина лакуны возрастает. Отметим, что 
в случае одноосной и двухосной деформации, фронт квазипоперечной 

волны, имеющей скорость 2v , является сферой. При уменьшении f  

фронты двух других волн также принимают вид сфер. 

 

 
Рис. 4. Фронты волн деформаций, распространяющихся в услови-

ях одноосной деформации, в материале, обладающим 

внутренним трением, со скоростями 1v  (1) и 3v  (2) 

 

В условиях чистого сдвига ( 1 2ε = −ε , 1 0ε < , 3 0ε = ) 

фронты квазипродольной и квазипоперечной волн деформаций яв-
ляются эллипсоидом и сферой соответственно и описываются сле-

дующими уравнениями ( t  - время, в течение которого распростра-

няется волновое возмущение): 

 
( ) ( )

( )22 2 2
231 2

0 0 0 01 4 1 4 3 4 3

xx x c t

K f G K f G K G G
+ + =

+ + − + +
, 

 ( )22 2 2
21 2 3x x x c t+ + = . 

 
Заключение. Результаты, полученные для моделей материалов 

с малыми упругопластическими деформациями и сжимаемых жест-
коупругопластических сред, обладающих внутренним трением, могут 
быть использованы при решении пространственных и плоских дина-
мических задач, описанных в [2]. Также добавим, что аналогичным 
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образом может быть выполнен анализ поверхностей обратных ско-
ростей и волновых поверхностей для сред, описываемых деформа-
ционной теории пластичности бетона, для идеальных жесткопласти-
ческих сжимаемых и несжимаемых материалов и других сред, опи-
сываемых физическими соотношениями в форме произвольных 
перекрестных зависимостей между первыми инвариантами девиато-
ров напряжений и деформаций [2]. 
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Волчек А.А., Гладкий И.И., Махнист Л.П., Парфомук С.И. 

О РЕШЕНИИ ОДНОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ МНОГОЛЕТНИХ КОЛЕБАНИЙ 
РЕЧНОГО СТОКА 

 
Рассмотрим марковский процесс для описания колебаний речно-

го стока, используемый в стохастической гидрологии.  

Пусть V  – среднегодовой расход воды, а tV  – расход воды в 

момент времени t. Тогда, полагая ( ) /t tX V V V= − , процесс 

многолетних колебаний стока можно описать с помощью стационар-
ного решения стохастического дифференциального уравнения (СДУ) 
Орнштейна-Уленбека с непрерывным временем [1]: 

 t t tdX kX dt dW= − + σ , (1) 

где ( ) /t tX V V V= − , 2VC kσ = , σ  – интенсивность «бе-

лого шума», VC  – коэффициент изменчивости речного стока, tW – 

стандартный винеровский процесс, 
1k−

 – время релаксации речно-
го стока. 

Заметим, что уравнению (1) соответствует уравнение Фоккера-
Планка, т.е. прямого уравнения Колмогорова  

 

2 2

2
( ) ,

2
p p

k x p x
t x x

∂ ∂ σ ∂= + − ∞ < < ∞
∂ ∂ ∂

, 

где коэффициент k  определяется по формуле lnk r= − , так как 

автокорреляционная функция колебаний стока имеет вид 
kte−

, а 

r  – коэффициент автокорреляции годового стока. 

Пусть в начальный момент времени 0t =  сток равен y , а *x  

– некоторое фиксированное значение стока. Выясним, за какой про-

межуток времени значение V  будет находиться в полуинтервале 

*[ , )x ∞  при условии, что *[ , )y x∈ ∞ . Решить эту задачу можно с 

помощью обратного уравнения Колмогорова. Так как случайные 
колебания стока, описываемые СДУ (1), однородны по времени, то 
для двумерной плотности вероятности справедливо соотношение 

( , / , 0) ( , 0 / , )p x t y p x y t= . 

Обратное уравнение Колмогорова для процесса (1) имеет вид 

2
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2

p x t y
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t y y

∂ ∂ ∂= − + σ
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.(2) 

Пусть T  – момент времени, в который значение V  покинет 

промежуток *[ , )x ∞ . Тогда 

 

*
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x

prob T t G y t G y t p x t y dx
∞
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Интегрируя (2) по x  на интервале от *x  до ∞ , получаем 
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Учитывая условия отражения на бесконечности и поглощения в 

точке *y x= , получим следующие начальные условия: 
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( , )
( , ) 0, 0y x

y

G y t
G y t

y=
=∞

∂= =
∂
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Так как функция 1 ( , )G y t−  является распределением случай-

ной величины T , то среднее время достижения границы *x  и его 

дисперсия определяются соотношениями 
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