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ПРИМЕНЕНИЕ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ ДЛЯ ОБРАБОТКИ ХАОТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 
 

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
Под динамической системой обычно понимается система 

произвольной природы (физической, химической, биологиче-
ской и т.д.), которая может быть описана в какой-либо мате-
матической форме: в форме системы дифференциальных или 
разностных уравнений. Изменение состояния динамической 
системы с течением времени принято называть эволюцией 
динамической системы, а уравнения, описывающие эти изме-
нения, – уравнениями эволюции системы. Переменные, при-
сутствующие в уравнениях эволюции и описывающие состо-
яние динамической системы, называют фазовыми координа-
тами. Множество значений фазовых координат или, говоря 
другими словами, пространство, в котором «живёт» динами-
ческая система, называют фазовым пространством.  

Большую роль на эволюцию динамической системы ока-
зывает наличие или отсутствие потерь внутренней энергии. 
Например, в случае если речь идёт о динамической системе 
механической природы, то уменьшение внутренней энергии 
может быть связано с трением. Геометрически потеря внут-
ренней энергии означает уменьшение с течением времени 
объёма (меры) в фазовом пространстве объекта, подвержен-
ного эволюции системы. Динамические системы, в которых 
наблюдается постоянное уменьшение внутренней энергии с 
течением времени, называют диссипативными, а в которых 
внутренняя энергия не изменяется – консервативными или 
гамильтоновыми. 

Основным объектом исследования теории хаоса являются 
хаотические системы. Хаотической называется динамическая 
система, которая имеет долговременное апериодическое по-
ведение и демонстрирует чувствительность к заданию 
начальных условий. Под долговременным апериодическим 
поведением следует понимать отсутствие периодических и 
квазипериодических орбит, а также орбит, сходящихся к не-
подвижным точкам. Чувствительность к заданию начальных 
условий означает, что две несовпадающие, но очень близкие 
точки фазового пространства имеют траектории, которые с 
течением времени существенно отдаляются друг от друга [6].  

В качестве меры скорости расхождения близких траекторий 
используют так называемую экспоненту Ляпунова (старший 
показатель Ляпунова) [7,8]. Наличие у динамической системы 
положительной экспоненты Ляпунова является одним из при-
знаков хаотичности этой системы. Если рассматривать расхож-
дение траекторий по каждому из направлений, заданных бази-
сом фазового пространства, то можно говорить о нескольких 
показателях Ляпунова, образующих спектр Ляпунова. 

Любая диссипативная динамическая система, имеет ат-
трактор – компактное подмножество фазового пространства, 
к которому асимптотически «притягиваются» траектории 
эволюции всех точек системы, расположенных недалеко от 
этого подмножества [8]. Однако, если в качестве аттрактора 
нехаотической диссипативной системы обычно выступает 
простое множество с целой размерностью, то аттрактор хао-
тической системы представляет собой достаточно сложный 
геометрический объект, имеющий нецелую фрактальную 

размерность. В связи с этим аттракторы хаотических систем 
обычно называют странными аттракторами.  

Основная задача анализа хаотических сигналов состоит в 
нахождении таких параметров системы как размерность про-
странства вложения и временная задержка сигнала. 

 
2. ПРИМЕРЫ ХАОТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Рассматриваемые в этой статье методы будут продемон-
стрированы на описанных ниже динамических системах [2], 
которые при определенных условиях являются хаотическими. 

Под системой Энона будет подразумеваться динамическая 
система, описанная следующей системой разностных уравнений: 
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где 1 4.=αααα  и 0 3.=ββββ для получения хаотического поведе-

ния. Аттрактор этой системы и изменение переменной Х 
представлены на рис.1 и 2 соответственно. 

В качестве хаотических систем, описываемых системой 
дифференциальных уравнений, будем рассматривать системы 
Лоренца и Рёсслера. 

Система Лоренца описывается системой дифференциаль-
ных уравнений 
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которая проявляет хаотическое поведение при 10=σ , 

8 3b =  и 28r = . Аттрактор этой системы и изменение 

переменной Х представлены на рис.3 и 4 соответственно. 
Система Рёсслера описывается как 
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которая становится хаотической при 0.2a b= = , 5.7r = . 
 

3. АНАЛИЗ ВРЕМЕННОГО РЯДА 
Пусть имеется некоторая динамическая система. Мы име-

ем возможность наблюдать изменение только одной из фазо-
вых координат этой системы. Запишем равноотстоящие по 
времени измерения этой координаты в виде временного ряда:
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Рис. 1. Аттрактор Энона. 
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Рис. 2. Ряд координаты X системы Энона (первые 200 элементов). 

 
Рис. 3. Аттрактор Лоренца. 

- 2 0

- 1 0

0

1 0

2 0

0 1 6 3 2 4 8 6 4

t

X ( t )

 
Рис. 4. Ряд координаты X системы Лоренца. 
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 x(1), x(2),…, x(N), 
где N – количество измерений.  

Основная идея оценки размерности аттрактора исходной 
хаотической системы основана на использовании для этих 
целей аттрактора, полученного при помощи, так называемой, 
псевдофазовой реконструкции. 

Псевдофазовая реконструкция – это отображение, которое 

точке x(t) временного ряда ставит в соответствие точку (x(t), 
x(t+τ),…, x(t + (D – 1)⋅τ )) ∈ RD, где t – дискретное время 

( 1,t N D τ= − ⋅ ), τ – временная задержка (в дискретах 

времени) и m – размерность пространства вложения. 
Такенс [8] показал, что, используя только одну координа-

ту динамической системы можно реконструировать исходный 
аттрактор в пространстве точек с задержками (x(t), 
x(t+τ),…, x(t +  (D – 1)⋅τ )) таким образом, что он будет 
сохранять важнейшие топологические свойства и динамику 
оригинального аттрактора. Размерность m определяется по 

формуле D 
≥

 2[d]  + 1, где [d] обозначает целую часть фрак-
тальной размерности. 

Таким образом, анализ хаотических процессов заключает-
ся в определении параметров вложения динамической систе-
мы, а именно в выборе подходящей временной задержки сиг-
нала τ [6,13-15] и размерности m [9-12,16-18] пространства 
вложения для псевдофазовой реконструкции. Данные пара-
метры необходимы для максимальной предсказуемости хао-
тического процесса и, как будет показано далее, для выбора 
структуры нейронной сети. 

 
4. ВЫБОР ВРЕМЕННОЙ ЗАДЕРЖКИ 

Для выбора временной задержки τ могут быть использо-
ваны следующие подходы [6,13-15]: 
• Метод автокорреляционной функции; 
• Метод взаимной информации; 
• Метод среднего отклонения. 

Первые два метода основаны на предположении, что вре-
менная задержка является оптимальной, если координаты 
реконструированного аттрактора являются максимально не-
зависимыми притом, что сама задержка τ имеет как можно 
меньшее значение. 

 
4.1. Метод автокорреляционной функции 

Рассмотрим автокорреляционную функцию: 
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где ( ) ( ) { }x t x t E x= −ɺ  – центрированная версия временно-

го ряда. 

Функция R(τ) дает значение коэффициента корреляции 
между точками временного ряда, отличающимися по времени 
на τ. Эта мера дает оценку знаниям о нахождении значений 

временного ряда через временной интервал τ. Однако, следу-
ет отметить, что эти знания характеризуют лишь линейную 
зависимость. 

Оптимальная временная задержка обычно выбирается в 
соответствии с первым нулевым (либо близким к нулю) зна-
чением автокорреляционной функции. Данный метод являет-
ся достаточно простым и не требует больших вычислений. Но 
поскольку вместо свойства независимости используется свой-
ство некоррелированности, то полученное значение задержки 
τ не всегда является оптимальным. 

 

4.2. Метод взаимной информации 
Разобьем область значений временного ряда на L интер-

валов, где [ ]2log 1L N= + . Обозначим iA  событие «значе-

ние временного ряда принадлежит i-му интервалу» и jB   

«значение наблюдаемого временного ряда через время τ по-

пало в j-ый интервал». Тогда функция взаимной информации 
определяется соотношением: 
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где P(⋅) – вероятность соответствующего события. 
Функция взаимной информации является, с одной стороны, 

более точной мерой независимости, чем автокорреляционная 
функция, а с другой стороны – более сложной в вычислитель-
ном смысле. В данном методе оптимальная задержка выбира-
ется в соответствии с первым минимумом функции I(τ). 

Для ускорения расчетов можно предложить модифициро-
ванную версию формулы: 

 ( )2

1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) .
L L
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= − −∑∑  

Эта функция I1(τ) «ведёт себя» так же, как I(τ), то есть 
обе эти функции возрастают и убывают на одних и тех же 
промежутках, а также достигают экстремумов в одних и тех 
же точках. Расчёты показывают, что использование I1(τ) вме-
сто I(τ) позволяет сократить время вычислений на 10–15%. 
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Рис. 5. Графики автокорреляционной функции ( )R τ , функ-

ции взаимной информации ( )I τ  и ее модифициро-

ванной версии ( )1I τ  для ряда X системы Лоренца. 

 
Как видно из рис. 5, для первой координаты системы Ло-

ренца первый минимум функций взаимной информации и 
модифицированной взаимной информации достигается при 
τ

 = 16 (0.16), а первое ближайшее к нулю значение автокор-

реляционной функции достигается при τ
 = 47 (0.47). 

 
4.3. Метод среднего отклонения 

Данный метод был впервые предложен Розенштей-
ном [13] в 1994 году. Он основан на оценке среднего откло-
нения точек реконструированного аттрактора от главной диа-
гонали пространства вложения. Рассмотрим функцию средне-
го отклонения, заданную соотношением: 
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где D – размерность пространства вложения на рассматрива-
емом шаге. 

Очевидно, что при τ
 = 0 реконструированная траектория 

представляет собой некоторое подмножество главной диаго-
нали пространства вложения. При увеличении временной 
задержки τ реконструированная траектория постепенно отда-

ляется от главной диагонали, а функция ( )DS τ  возрастает и 

достигает насыщения. Значение τ, при котором начинается 
насыщение, считается оптимальным. Для бóльших значений 

D, функция ( )DS τ  достигает насыщения при меньших τ. 

Как можно заметить, данный метод наиболее эффективен, 
когда размерность вложения D известна априори. 

 
5. ВЫБОР РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВА ВЛОЖЕНИЯ 

Для выбора размерности пространства вложения могут 
быть использованы следующие методы [9-12,16-18]: 
• Метод корреляционной размерности; 
• Метод ложных ближайших соседей; 
• Гамма-тест. 

 
5.1. Метод корреляционной размерности 

Рассмотрим понятие фрактальной размерности. Пусть в 

пространстве nR  задано некоторое ограниченное множество 
F. Зафиксируем некоторое ε > 0, и рассмотрим конечное 
покрытие этого множества замкнутыми n-мерный кубами, 
имеющий ребро длиной ε. Обозначив количество элементов 
покрытия через N(ε), можно заметить, что между N(ε) и ε 
существует зависимость вида: 

 ( ) 0DN ε ε −≅ . 

Откуда можно выразить 0D : 

 ( )0
0

lim logD Nεε
ε

→
= − . 

Величину, определённую таким образом, называют ёмко-

стью множества F. Наряду с ёмкостью 0D  вводят ещё ряд 

других размерностей (размерность Хаусдорфа Hd , информа-

ционная размерность Id , корреляционная размерность 2D  и 

так далее), но для большинства задач нелинейной динамики и 
теории хаоса эти размерности совпадают. Поэтому термино-
логически их часто не различают и говорят просто о фрак-
тальной размерности, обозначая эту величину через d. 

Для оценки фрактальной размерности используют алго-
ритм Грассберга-Прокаччиа, позволяющий вычислить корре-

ляционную размерность 2D  множества F по выборке точек 

{ }
1,

i
i M

x
=

 из этого множества. 

Пусть множество F покрыто ячейками одинакового раз-
мера ε. Вероятность того, что выбранная наугад точка выбор-

ки попадёт в i-й элемент покрытия, равна ip . Тогда корреля-

ционная размерность определяется соотношением: 
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где корреляционный интеграл C(ε) вычисляют в соответ-
ствии с 
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где θ(⋅) – функция Хевисайда, 
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Для оценки корреляционной размерности в соответствии с 
алгоритмом Грассберга-Прокаччиа необходимо построить гра-

фик ( )( )ln C ε  от lnε . Наклон линейной части полученной 

кривой будет являться искомой оценкой размерности 2D . 

Рассмотрим, как при помощи приведённого выше алгорит-
ма можно найти размерность пространства вложения m. Пусть 
задан временной ряд и вычисленная каким-либо способом вре-

менная задержка τ. Тогда зафиксировав целое m и произведя 
псевдофазовой реконструкции, получаем набор точек: 

 ( ) ( ) ( )( )( ), ,..., 1 m
ix x i x i x i m Rτ τ= + + − ∈ , 

где 1,t N m τ= − ⋅ . Для полученного вложения вычисляет-

ся размерность ( )2D m  в соответствии с вышеописанным 

алгоритмом. Описанная процедура выполняется несколько 
раз, рассматривая последовательно m = 1, 2, 3, … При уве-
личении значения m наблюдается стабилизация величины 

( )2D m , которая и принимается за оценку корреляционной 

размерности реконструированного аттрактора. Теперь с ис-
пользование теоремы Такенса можно вычислить размерность 

пространства вложения как [ ]22 1D D= + .  Если насыще-

ния ( )2D m  не происходит, то рассматриваемый сигнал, 

скорее всего, генерируется не динамической системой, а яв-
ляется шумом. 

 
5.2. Метод ложных ближайших соседей 

Метод ложных ближайших соседей основан на теореме 
Такенса о вложении, из которой следует, что при соответ-
ствующем выборе τ и D оригинальный и реконструирован-
ный аттракторы должны быть топологически эквивалентны 
(гомеоморфны). Поскольку траектории оригинального ат-
трактора не имеют самопересечений, то и в реконструирован-
ном аттракторе траектории также не должны пересекаться. 
Самопересечение траекторий реконструированного аттракто-
ра означает, что размерность пространства вложения не явля-
ется подходящей, и нам необходимо увеличить ее размер-
ность. Условием того, что самопересечения будут отсутство-
вать, является то, что все соседние точки аттрактора восста-

новленного в mR , будут также являться соседними в 1mR + . 
Метод ложных ближайших соседей позволяет определить 
наименьшее значение размерности D пространства вложения, 
что при переходе к размерности (D+1) количество ложных 

соседей (точек аттрактора близких друг к другу в DR  и от-

стоящих далеко в 1DR + ) будет относительно мало. Получен-
ное таким образом значение D, определяет наименьшую раз-
мерность пространства вложения, где возможна реконструк-
ция аттрактора без самопересечений. 

Алгоритм метода ложных ближайших соседей состоит из 
следующих шагов: 
1. Пусть m = 1. 

2. Находим для каждой точки ix  временного ряда ближай-

шего «соседа» jx  в m-мерном пространстве. 
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3. Вычисляем расстояние i j
m

x x−  в соответствии с мет-

рикой Евклида. 
4. Находим расстояние между данными точками 

1
i j

m
x x

+
−  в (m+1)-мерном реконструированном про-

странстве и оцениваем 

 

( ) ( )

1
i j i j

m m
i

i j
m

i j
m

x x x x
R

x x

x i m x j m

x x

τ τ

+
− − −

= =
−

+ ⋅ − + ⋅
=

−

 

5. Если i tR R> , где tR – подходящий порог, то точка jx  

является ложным ближним соседом по отношению к точ-

ке ix . 

6. Вычисляется число Р таких ложных ближних соседей для 

каждой точки ix  реконструированного псевдофазового 

пространства и оценивается отношение P N . 

7. Если отношение P N  мало, то происходит остановка 

алгоритма. 
8. : 1m m= +  
9. Переходим к шагу 2. 

Рекомендуемое значение tR  равно 2. 
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Рис. 6. Вычисление размерности пространства вложения для 

ряда Х системы Энона. 
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Рис. 7. Вычисление размерности пространства вложения для 

ряда Х системы Лоренца. 

На рис. 6 и 7 представлены графики для определения раз-
мерности пространства вложения для данных Энона и Лорен-
ца соответственно. Из рисунков определяется размерность 
равная трём для данных Энона и пяти для данных Лоренца. 

 
5.3. Гамма-тест 

Пусть имеется непрерывное отображение : mf R R→  и 

пусть y определяется соотношением: 

 ( )1 2, ,..., my f x x x r= + , 

где r – неопределённая составляющая, которая может иметь 
место, например, благодаря шуму. Основное назначение гам-
ма-теста – оценить дисперсию величины r, то есть нижнюю 

границу квадратичной ошибки вычисления величины y. 

Пусть дана выборка { }, 1,m
iX x R i M= ∈ =  m-мерных 

векторов; каждому вектору из этой выборки сопоставим ве-

личину iy  в соответствии с вышеприведенной формулой. 

Для каждого вектора ix  обозначим через 
pi

x  – p-го бли-

жайшего соседа из выборки X в рассматриваемом простран-

стве, а через 
pi

y  – величину, соответствующую вектору
pi

x . 

Рассмотрим следующие функции: 

 ( )
2

1 1

1 1
p

p M

i i
m

h i

p x x
p M= =

∆ = −∑ ∑  

и 

 ( ) ( )2

1 1

1 1

2 p

p M

i i
h i

p y y
p M= =

Γ = −∑ ∑ . 

Для каждого max1,p p=  ( maxp  обычно берётся в преде-

лах от 20 до 50) можно вычислить пару значений 

( ) ( )( ),p p∆ Γ , для которых можно выявить линейную за-

висимость в виде уравнения линейной регрессии 

AΓ = ⋅ ∆ + Γ  и методом наименьших квадратов оценить 

коэффициенты A и Γ . Значение коэффициента A характери-

зует сложность поверхности ( )1 2, ,..., my f x x x r= + , а 

значение Γ  и есть искомое значение гамма-теста. 
Рассмотрим применение гамма-теста [18] для оценки раз-

мерности вложения. 
Пусть известна лишь одна фазовая координата эволюции 

динамической системы дискретизированная с некоторым ма-
лым временным шагом. Обозначим значения этого временного 

ряда через ( )x t , где t обозначает дискретное время. Следуя 
стандартной процедуре реконструкции аттрактора системы по 
одной координате, рассмотрим набор m-мерных векторов: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ), ,..., 1x t x t x t x t mτ τ= + + − , 

где τ – предварительно выбранная временная задержка. 
Определим отображение f, действующее из множества 

рассмотренных выше векторов ( )x t  в пространство R соот-

ношением: 

 ( )( ) ( )f x t x t m τ= + ⋅ . 

Для данного отображения можно применить гамма-тест, 

то есть оценить Γ . Понятно, что для каждой размерности m 

значение Γ  будет разным. Таким образом, можно говорить о 
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зависимости Γ  от m, то есть о функции ( )mΓ = Γ . Расчеты 

показывают, что обычно эта функция при увеличении раз-
мерности m сначала убывает, а затем возрастает. Значение m, 

при котором ( )mΓ  достигает минимума и рекомендуется 

брать в качестве размерности вложения, то есть 

 ( ){ }arg min
m

D m= Γ . 

Однако возможны ситуации, когда ( )mΓ  монотонно 

возрастает, либо монотонно убывает. Причинами такого по-
ведения являются либо неудачный выбор временной задерж-

ки τ, либо большой уровень шума во входных данных. 
 

6. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ И РЕКОНСТРУКЦИЯ ХАО-
ТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

Задача предсказания временного ряда может быть описана 
следующим образом [1-3]: для данной последовательности 

( )1x , ( )2x , …, ( )x N  необходимо найти её продолжение 

( )1x N + , ( )2x N + ,….. Нелинейная модель для предска-

зания может быть представлена как 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ), ,..., 1x t k F x t x t x t kτ τ τ+ ⋅ = + + − , где 

F – нелинейная функция, построенная с помощью искус-

ственной нейронной сети, и k – размер скользящего окна, 
который равен числу входных нейронов сети. В качестве ба-
зовой архитектуры для прогнозирования временных процес-
сов использован многослойный персептрон.  

Как уже отмечалось, для реконструкции аттрактора необ-
ходимо выбрать подходящую временную задержку τ  и раз-

мерность D пространства вложения. В этом реконструиро-

ванный аттрактор в пространстве размерности DR  не будет 
иметь самопересечений. А это означает, что имеется возмож-

ность находить по известной ( )1D −  координате оставшую-

ся. Принимая это во внимание, можно построить нейронную 
сеть с количеством нейронов во входном слое 1k D> − . В 
этом случае обучающая выборка примет вид: 

 ( )Y x i k τ= + ⋅ , 

 ( ) ( ) ( )( )( ), ,..., 1X x i x i x i kτ τ= + + − ⋅ , 

где 1,i N k τ= − ⋅ , Y – выходное значение нейронной сети, 

X – вектор входных значений в соответствующий временной 
момент. 

После обучения предложенная нейронная сеть способна 
прогнозировать хаотические сигналы. Используя предложен-
ную методику можно построить нейронную сеть с 

1 5 1 4k D≥ − = − =  нейроном во входном слое и 

0.16τ =  для ряда координаты X системы Лоренца, и с 

1 3 1 2k D≥ − = − =  и 1τ =  для ряда координаты X си-
стемы Энона. Используемые здесь параметры были вычисле-
ны с использованием предложенных ранее методов. 

Для прогнозирования вышеуказанных хаотических рядов 
используем многослойный персептрон с 7 входными элемен-
тами, 5 скрытыми нейронами с сигмоидной функцией актива-
ции и одним линейным выходным нейроном. В качестве ме-
тода обучения использовался алгоритм обратного распро-
странения ошибки с адаптивным шагом. Размерность трени-
ровочного множества составляет 930 образов для данных 
Энона и 800 образов для данных Лоренца. 
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Рис. 8. Прогноз процесса Энона для 30 итераций прогноза: I – 

прогноз, II – исходная последовательность. 
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Рис. 9. Прогноз процесса Лоренца для 30 итераций прогноза: 

I – прогноз, II – исходная последовательность. 
 

Рис. 8 и 9 показывают результаты предсказания на 30 ша-
гов для временных рядов Энона и Лоренца соответственно. 
Как видно из рисунков, точность предсказание на уровне ин-
дивидуальных точек уменьшается с возрастанием времени. В 
этом проявляются основные свойства хаотических систем. В 
общем случае, горизонт прогнозирования T для хаотических 
временных рядов может быть оценен следующим образом: 

 
0

1 1
lnT

K d

 
≈ ⋅  

 
, 

где i
i

K λ=∑  – энтропия Колмогорова, 0iλ >  - положи-

тельные показатели Ляпунова хаотической системы, 0d  – 

начальная ошибка прогноза. 
С другой стороны нейронная сеть, построенная и обучен-

ная в соответствии с вышеприведенными рассуждениями, 
сохраняет динамику системы. В качестве примера на рис.10 
представлен аттрактор Энона, построенный по прогнозу ко-
ординаты X в псевдофазовом пространстве. 

 
7. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ДАННЫХ РЕАЛЬНОЙ ПРИРОДЫ 

Проблема анализа и оценки закономерностей многолет-
них колебаний годового стока рек и его долгосрочного про-
гноза все еще остается одной из самых актуальных и сложных
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Рис. 10. Аттрактор Энона, построенный на 1500 итерациях прогноза. 
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Рис. 11. Результаты численного эксперимента по прогнозированию среднегодовых расходов воды с заблаговременностью 1 год: 
а – река Припять, b – река Днепр, c – река Березина, d – река Неман, I – истинные значения, II – прогноз. 

 
проблем гидрологии. Важность долгосрочного прогноза 
определяется тем, что если достичь их оправдываемости бо-
лее чем на 70%, это может привести к новому уровню управ-
ления водными ресурсами. Как показывают результаты мно-
гочисленных исследований, многолетние колебания годового 
стока рек подвержены ощутимым изменениям, вызванным 
природно-климатическими и антропогенными воздействиями. 
Это требует поиск новых методов и способов описания пове-
дения временных гидрологических рядов и осуществления на 
их основе прогнозирования гидрологических характеристик. 

Для прогнозирования гидрологических характеристик, в 
частности годовых расходов воды рек с различной степенью 
заблаговременности, в настоящее время широкое распростра-
нение получили методы с использование простой и сложной 
цепей Маркова, динамико-статистический метод Алехина. 
Результаты, полученные при прогнозировании с использова-
нием простых и сложных цепей Маркова и методом Алехина, 
только кажутся хорошими. При использовании цепей Марко-

ва мы получаем случайные точки, разбросанные относитель-
но горизонтального тренда (т.к. рассматриваются стационар-
ные ряды) с дисперсией, ассиметрией и автокорреляцией как 
у исходного ряда. При этом близость истинных точек и точек, 
полученных цепями Маркова, случайно. При использовании 
метода Алехина мы используем линейную прогнозирующую 
модель. Тем самым, полученный прогноз почти вырождается 
в горизонтальный тренд. Большое количество точек попав-
ших в малые ошибки прогноза обусловлено малой амплиту-
дой колебаний ряда относительно среднего значения. Исполь-
зование данного метода для рядов с большой амплитудой 
колебаний не представляется возможным. Предлагаемый ме-
тод на базе двухслойной нейронной сети прямого распро-
странения без обратных связей позволяет преодолевать огра-
ниченность рассмотренных выше методик. 

Для исследования возможности прогнозирования гидроло-
гических характеристик нейронными сетями использованы го-
довые расходы воды рек с наиболее длительными временными 
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Таблица 1. Сводная таблица результатов численного эксперимента по прогнозированию годовых расходов рек Беларуси с раз-
личной заблаговременностью 

Интервал 
ошибки про-
гноза, % 

Ошибка прогноза 
1 год 2 года 3 года 4 года 5 лет 

к-во лет % к-во лет % к-во лет % к-во лет % к-во лет % 
р. Припять (Мозырь) 

0-5 8 53.3 12 41.4 15 35.7 15 27.8 16 24.6 
0-10 9 60.0 15 51.7 18 42.9 19 35.2 21 32.3 
0-15 13 86.7 19 65.5 24 57.1 26 48.1 29 44.6 

0-20 13 86.7 22 75.9 28 66.7 30 55.6 34 52.3 
Всего 15  29  42  54  65  

р. Днепр (Могилев) 
0-5 4 26.7 6 20.7 7 16.7 9 16.7 12 18.5 
0-10 6 40.0 11 37.9 13 31.0 16 29.6 22 33.8 
0-15 10 66.7 15 51.7 19 45.2 23 42.6 29 44.6 
0-20 12 80.0 17 58.6 23 54.8 28 51.9 35 53.8 
Всего 15    42  54  65  

р. Березина (Борисов) 
0-5 8 53.3 12 41.4 15 35.7 20 37.0 21 32.3 
0-10 12 80.0 16 55.2 20 47.6 25 46.3 27 41.5 
0-15 13 86.7 20 69.0 26 61.9 33 61.1 36 55.4 
0-20 14 93.3 22 75.9 30 71.4 38 70.4 43 66.2 
Всего 15  29  42  54  65  

р. Неман (Гродно) 
0-5 7 46.7 12 41.4 14 33.3 18 33.3 20 30.8 
0-10 13 86.7 20 69.0 27 64.3 32 59.3 36 55.4 
0-15 14 93.7 22 75.9 30 71.4 37 68.5 41 63.1 
0-20 14 93.7 24 82.8 34 81.0 41 75.9 46 70.8 
Всего 15  29  42  54  65  

Всего 
0-5 27 45.0 42 36.2 51 30.4 62 28.7 69 26.5 
0-10 40 66.7 62 53.4 78 46.4 92 42.6 106 40.8 
0-15 50 83.3 76 65.5 99 58.9 119 55.1 135 51.9 
0-20 53 88.3 85 73.3 115 68.5 137 63.4 158 60.8 
Всего 60  116  168  216  260  

 
рядами наблюдений (р. Припять (Мозырь), р. Неман (Гродно), 
р. Березина (Борисов), р. Днепр (Могилев)). Данные времен-
ные ряды были предоставлены Отделом проблем Полесья 
Национальной академии наук Республики Беларусь. Числен-
ный эксперимент проводился на отрезке 15 лет с 1986 по 2000 
г. с заблаговременностью прогноза 1,2,3,4 и 5 лет. На времен-
ном ряду до 1986 г. происходило обучение нейронных сетей, 
построенных по описанному ранее методу, и затем осуществ-
лялось непосредственно прогнозирование годовых расходов 
воды; полученный результат сопоставлялся с измеренными 
величинами. Нейронная сеть строилась в соответствии с вы-
ше описанной методикой. Предварительно для каждого вре-
менного ряда были вычислены параметры вложения: для реки 
Припять – временная задержка 2τ =  и размерность про-

странства вложения 5D = , для реки Неман – 4τ =  и 

3D = , для реки Березина – 3τ =  и 4D = , для реки Неман 

– 3τ =  и 4D = . 
Результаты прогнозирования с заблаговременностью 1 год 

по различным рекам Беларуси приведены на рис. 11, из кото-
рого видно, что заблаговременность прогноза на 1 год являет-
ся приемлемой. Так, в диапазон ±5 % попало 45 % от всего 
количества прогнозируемых лет (табл. 1), а в диапазон ±20 % 
– 88.3 %. По мере увеличения заблаговременности прогноза 
точность предсказания снижается: в диапазон ±5 % попало 
только 26.5 % лет. Меньшие различия в оправдывании про-
гнозов в зависимости от заблаговременности приходятся на 
диапазон ±20 %. 

В таблице 2 приведена сравнительная характеристика раз-
личных методов прогнозирования средних годовых расходов 
воды основных рек Беларуси. При прогнозе с заблаговремен-
ностью в 1 год лучший результат дают нейронные сети, при-
чем ошибка прогноза в 88.3 % случаев не превышает 20%, в 
то время как динамико-статистический метод, лучший из рас-
сматриваемых, дает такую же погрешность только в 63.3 % 
случаев. Погрешность прогноза менее 5 % с помощью 
нейронных сетей можно получить в 45% случаев, против 15% 
динамико-статистическим методом. По мере заблаговремен-
ности прогноза результат с использованием динамико-
статистического метода несколько приближается к результа-
ту, полученному по нейронным сетям, но не улучшает его. 

 
8. СПЕКТР ЛЯПУНОВА 

При рассмотрении динамических систем важную роль иг-
рают показатели Ляпунова. Они дают вычислимую количе-
ственную меру хаотичности системы. Всякая система, описы-
ваемая n дифференциальными или разностными уравнения-

ми, имеет n показателей λi (i=1,2,…n); называемых спек-
тром показателей Ляпунова. Для его вычисления необходимо 
линеаризировать соответствующую систему нормальных 
уравнений, задающих динамику системы, т.е. исследовать 
уравнения в первом приближении. Матрица полученной си-
стемы будет иметь n собственных значений, натуральные 
логарифмы абсолютных величин которых и будут характери-
зовать показатели Ляпунова [4, 5, 16]. Весь спектр показате-
лей Ляпунова характеризует изменение n-мерного объема в
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Таблица 2. Сводная таблица результатов численного эксперимента по прогнозированию годовых расходов рек Беларуси с раз-
личной заблаговременностью 

Интервал 
ошибки про-
гноза, % 

Ошибка прогноза 
1 год 2 года 3 года 4 года 5 лет 

к-во лет % к-во лет % к-во лет % к-во лет % к-во лет % 
Простая цепь Маркова 

0-5 0 0.0 9 7.8 15 8.9 20 9.3 23 8.8 
0-10 3 5.0 21 18.1 33 19.6 44 20.4 51 19.6 
0-15 11 18.3 36 31.0 53 31.5 69 31.9 80 30.8 
0-20 19 31.7 47 40.5 69 41.1 90 41.7 104 40.0 
Всего 60  116  168  216  260  

Сложная цепь Маркова 

0-5 5 8.3 11 9.5 14 8.3 20 9.3 26 10.0 
0-10 10 16.7 23 19.8 30 17.9 37 17.1 44 16.9 
0-15 14 23.3 33 28.4 46 27.4 62 28.7 75 28.8 
0-20 19 31.7 43 37.1 58 34.5 79 36.6 97 37.3 
Всего 60  116  168  216  260  

Динамико-статистический метод 
0-5 9 15.0 16 13.8 23 13.7 30 13.9 34 13.1 
0-10 19 31.7 36 31.0 54 32.1 70 32.4 83 31.9 
0-15 32 53.3 59 50.9 85 50.6 106 49.1 125 48.1 
0-20 38 63.3 68 58.6 99 58.9 128 59.3 153 58.8 
Всего 60  116  168  216  260  

Нейронная сеть 
0-5 27 45.0 42 36.2 51 30.4 62 28.7 69 26.5 
0-10 40 66.7 62 53.4 78 46.4 92 42.6 106 40.8 
0-15 50 83.3 76 65.5 99 58.9 119 55.1 135 51.9 
0-20 53 88.3 85 73.3 115 68.5 137 63.4 158 60.8 
Всего 60  116  168  216  260  

 
касательном пространстве к фазовому пространству динами-
ческой системы, а значит как диссипацию (уменьшения его 
объема), так и чувствительность к заданию начальных усло-
вий (расходимость в направлении некоторых собственных 
векторов матрицы первого приближения системы). Старший 
показатель Ляпунова [19-24] характеризует среднюю ско-
рость экспоненциальной расходимости близких в начальный 
момент траекторий со временем. Для хаотического поведения 
необходимо наличие положительного старшего показателя 
Ляпунова. 

Если в n-мерном фазовом пространстве взять сферу мало-
го радиуса в качестве начального условия, то с течением вре-
мени она будет преобразовывать в n-мерный эллипсоид. 
Спектр показателей Ляпунова характеризует изменение длин 
полуосей этого эллипсоида (рис. 12). 
 

ε 

ε1 

ε2 
ε3 

 
Рис. 12. К определению спектра Ляпунова (трехмерный слу-

чай). 

Показатели Ляпунова λi определяется в соответствии с 
формулой  

 
( )
( )

1
lim ln

0
i

i
t

i

l t

t l
λ

→∞

 
= ⋅  

 
, 

где ( )0il  и ( )il t  соответствуют длинам i-ой полуоси эл-

липсоида в начальный момент времени и в момент времени t 
соответственно. 

Вычисление наибольшего показателя Ляпунова при за-
данных уравнениях динамики производится с соответствии с 
алгоритмом Бенеттина [19]: 

Рассматриваем произвольную точку фазового пространства 

и итерируем ее до попадания на аттрактор. Обозначив ее 0x , 

выбираем любую близлежащую к ней точку аттрактора и обо-

значаем ее 0y . При этом их будет соединять вектор 

( ) 0 00w y x= −
��

 длины ( ) ( )0 0d w=
��

. В соответствии с 

динамикой системы вычисляем их образы  по прошествии не-

которого времени t. При этом точки перейдут в 1x  и 1y  соот-

ветственно, отстоящие на расстоянии 

( ) ( ) 1 11 1d w y x= = − . Переобозначив 1x  как 1x , и взяв в 

качестве 1y  точку в направлении вектора ( )1w
��

 находящуюся 

на расстоянии ( )0d  (т.е. ( ) ( )1 1
1 1 0

1

y x
y x d

d

−= + ⋅ ) опять 

проитерируем их (на время t) и вычислим ( )2d . Производя 

эту процедуру и далее, получим набор чисел ( )d k , 1,k N= . 
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Тогда наибольший показатель Ляпунова можно вычислить как 
среднее арифметическое логарифма относительного изменения 

длины ( )d k , т.е. по формуле 
( )
( )1

1
ln

0

N

k

d k

n t d
λ

=

 
= ⋅   ⋅  

∑ . Для 

более точной оценки число N должно быть достаточно боль-
шим, что требует затрат времени. 

Чтобы более быстро оценить показатель Ляпунова вычис-
ляется изменение логарифма расстояний d между двумя 

близлежащими точками 0x  и 0 0y x d= +  с течением вре-

мени. Рассматривая только такие d, что d<1, строится прямая 
регрессии и вычисляется ее наклон. Вычисленный наклон 
является приблизительной оценкой старшего показателя Ля-
пунова. С использованием данного метода были вычислены 
наибольшие показатели Ляпунова для системы Энона (0.418) 
и Лоренца (0.906). 

При численном решении данной задачи вычисления 
наибольшего показателя Ляпунова по временному ряду толь-
ко одного измерения поступают следующем образом [20]: 
Для исходного ряда производится в соответствии с теоремой 
Такенса вложение в псевдофазовое пространство размерности 
D c задержкой τ, т.е. получается орбита 

( ) ( ) ( )( ), ,..., 1x t x t x t Dτ τ + + −   без самопересечений 

в пространстве DR . Выбирая произвольную точку на рекон-
струированном аттракторе ищется ближайшая к ней в соот-
ветствии с метрикой Евклида. При этом  данные точки долж-
ны быть достаточно близки для точной оценки искомого по-
казателя. Обычно предлагается выбирать начальные точки с 
расстоянием между ними меньшим 10-8. Для нахождения 
настолько близких точек требуется исходный ряд с достаточ-
но большим количеством отсчетов, что влияет на время рабо-
ты алгоритма. Затем, сдвигая выбранные точки по орбите, 
рассматривается изменение логарифма расстояния между 
ними для вычисления наибольшего показателя Ляпунова в 
соответствии с процедурой описанной выше. Для преодоле-
ния данной временной вычислительной проблемы ниже будет 
представлен алгоритм с использованием нейронной сети для 
более быстрого вычисления старшего показателя Ляпунова с 
использованием небольшого количества данных.  

Иной важной задачей в теории нелинейной динамики яв-
ляется вычисление всего спектра показателей Ляпунова. Его 
численное вычисление основано на обобщенном алгоритме 
Бенеттина [19]. Пусть динамика системы задана в n-мерном 
фазовом пространстве некоторой нормальной системой диф-
ференциальных или разностных уравнений. Если, следуя вве-
денному ранее определению спектра показателей Ляпунова, 
вычислять изменение длин близлежащих точек вдоль направ-
лений касательных векторов, то из-за неустойчивости этих 
направлений нам ничего не удастся. Т.к. в процессе динамики 
движения углы между касательными векторами экспоненци-
ально уменьшаются, и все векторы приближаются к тому век-
тору, вдоль которого происходит изменение наибольшего 
показателя (именно на этой предпосылке и был основан опи-
санный ранее метод вычисления старшего показателя). Для 
преодоления этого было предложено на каждом шаге произ-
водить ортогонализацию векторов в соответствии с методом 
Грама-Шмидта. 

Выбираем в n-мерном фазовом пространстве точки 0
0x , 

0
1x , …, 0

nx  так, чтобы они образовывали ортонормированный 

репер, т.е. векторы ( ) 0 0
1 1 00w x x= −
���

, ( ) 0 0
2 2 00w x x= −
���

 … 

( ) 0 0
00n nw x x= −

���
 должны быть ортогональны и иметь еди-

ничную длину. Рассматривая динамику взятых точек, через 

время t наблюдаются их образы 1
0x , 1

1x , …, 1
nx  и векторы 

( ) 1 1
1 1 01w x x= − , ( ) 1 1

2 2 01w x x= − , …, ( ) 1 1
01n nw x x= − , 

которые в общем случае являются неортогональными и не-
единичными. Вычисляем длину первого вектора 

( ) ( )1 11 1d w= . Переобозначив 1
0x  как 1

0x  производим ор-

тогонализацию методом Грама-Шмидта: 

 ( ) ( )
( )

1
1

1

1
1

1

w
w

d
= , 

затем для 2,i n=  находим последовательно векторы 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

1 1 1 1 1
i

i i i j j
j

u w w w w
−

=
= − ⋅ ⋅∑ , 

 ( ) ( )1 1i id u= , 

 ( ) ( )
( )
1

1
1

i
i

i

u
w

d
= . 

После этой процедуры были получены ортонормирован-

ные векторы ( )1 1w , ( )2 1w , …, ( )1nw  и проекции ( )1id  

на них образов векторов, составляющих на предыдущем шаге 

базис. Введем точки ( )1 1
1 0 1 1x x w= + , ( )1 1

2 0 2 1x x w= + , …, 

( )1 1
0 1n nx x w= + , которые вместе с точкой 1

0x  на данном 

этапе составляют ортонормированный репер. Далее итериру-
ем эти точки на время t и повторяем описанную выше проце-

дуру. После N таких итераций получаем набор изменений 

длин по каждому направлению ( )id k , 1,i n= , 1,k N= . 

Теперь можно оценить весь спектр показателей Ляпунова в 
соответствии с формулами 

 ( )
1

1
ln

N

i i
k

d k
N t

λ
=

= ⋅
⋅ ∑ ,    1,i n= . 

Для этой процедуры необходимо выбирать N также до-
статочно большим. 

Используя данный метод, были получены показатели Ля-
пунова равные 0.418 и –1.622 для системы Энона, и 0,906, 0 и 
–14.572 для системы Лоренца. 

 
9. ПРИМЕНЕНИЕ НЕЙРОННОЙ СЕТИ ДЛЯ ВЫЧИС-
ЛЕНИЯ НАИБОЛЬШЕГО ПОКАЗАТЕЛЯ ЛЯПУНОВА 

Рассмотрим нейронную сеть, позволяющую проследить 
траекторию любой точки в восстановленном псевдофазовом 
пространстве. Данная сеть после конструкции своей архитек-
туры в соответствии с параметрами вложения (размерность 
пространства вложения D и задержка τ) и аппроксимирую-
щими свойствами позволяет наиболее точно прогнозировать 
временной ряд. При этом для точной настройки сети на про-
гноз требуется небольшое количество отсчетов ряда. Также 
предложенная нейронная сеть позволяет восстановить аттрак-
тор из произвольно взятой начальной точки, т.к. сохраняет 
динамику динамической системы. А значит, для каждой точ-
ки на аттракторе мы можем задать точку лежащую от нее на 
любом, наперед заданном расстоянии, и также проследить ее 
траекторию. В этом случае алгоритм вычисления наибольше-
го показателя Ляпунова на основе небольшой выборки вре-
менного ряда можно описать следующим образом [21-24]: 
1. Обучаем построенную экстраполирующую нейронную 

сеть по методу скользящего окна на прогноз. 
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Рис. 13. I – изменение расстояние между двумя близлежащими орбитами ряда X системы Энона; II – линия регрессии. 
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Рис. 14. I – изменение расстояние между двумя близлежащими орбитами ряда X системы Лоренца; II – линия регрессии. 

 
2. Выбираем произвольную точку 

( ) ( ) ( )( ), ,..., 2x t x t x t Dτ τ + + −  , лежащую на ат-

тракторе, из обучающего множества и, используя много-
шаговое предсказание, вычисляем ее траекторию 

( )( )1x t D τ+ − , ( )x t Dτ+ , … 

3. В реконструированном псевдофазовом пространстве вы-
бираем близлежащую точку 

( ) ( ) ( )( ) 0, ,..., 2x t x t x t D dτ τ + + − +  , где 

8
0 10d −≈  и прогнозируем ее поведение 

( )( )1x t D τ′ + − , ( )x t Dτ′ +  использую нейронную 

сеть. 
4. Определяем 

( )( ) ( )( )ln ln 2 2id x t D i x t D iτ τ′= + − + − + − + , 

1,2,...i =  и выбираем только те точки, для которых 

ln 0id < . 

5. Строим график ln id  от iτ . 

6. Находим прямую регрессии для выбранных точек и вы-
числяем ее наклон, который и равен наибольшему показа-
телю Ляпунова. 

В соответствии с данным алгоритмом были оценены 
наибольшие показатели Ляпунова для динамических систем 
Энона (0.43) и Лоренца (0.98). Для определения были исполь-
зованы только временные ряды координат Х в обоих случаях. 
Как видно, эти результаты хорошо соотносятся с полученны-
ми ранее на основе стандартных алгоритмов. Преимущество 
данного метода очевидно в его простоте, точности, быстроте 
и необходимом малом количестве данных. На рис. 13 и 14 

представлены графики ln id  от iτ  и прямые регрессии для 

данных, полученных из временных рядов координат Х систем 
Энона и Лоренца соответственно. 

 
10. ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОЛНОГО СПЕКТРА ПОКАЗАТЕ-
ЛЕЙ ЛЯПУНОВА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НЕЙРОН-

НЫХ СЕТЕЙ 
Более сложной задачей является вычисления полного 

спектра показателей Ляпунова по заданным временным рядам 
всех измерений фазовых переменных. Применение обобщен-
ного алгоритма Бенеттина является нецелесообразным из-за 
неизвестности уравнений, описывающих динамику системы. 
Поэтому нам необходимо построить аппроксимацию дей-
ствия фазового потока на точки в фазовом пространстве, т.е. 

для точек ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., nx t x t x t x t=  описывающих 

состояние динамической системы в момент времени t необ-
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ходимо построить отображение ( ) ( )( )1x t F x t+ =  исходя 

только из данных нам измерений n фазовых переменных. Для 
этой цели предлагается построение аппроксимирующей двух-
слойной нейронной сети прямого распространения без обрат-
ных связей с нелинейными активационными функциями эле-
ментов внутреннего слоя и линейными активационными 
функциями нейронов результирующего слоя. Количество 
элементов в распределительном и результирующем слоях 
равно размерности фазового пространства n (количество за-
данных нам измерений). Во внутреннем слое располагается 
как минимум 2 1n +  нейрон в соответствии с теоремой Кол-
могорова. Обучений сети производится на прогноз: поданным 
на вход сети точкам измерений фазовых переменных 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., nx t x t x t x t=  ставятся в соответствие на  

выходе следующие за ними значения 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 21 1 , 1 ,..., 1nx t x t x t x t+ = + + + . Построенная 

нейронная сеть позволяет проследить траекторию любой 
напередзаданной точки фазового пространства с течением 
времени. При этом будет сохранена динамика системы, изме-
рения фазовых переменных которой использовались для 
настройки параметров сети. После обучения этой сети можно 
определить состояние динамической системы в любой мо-
мент времени, также как и изменение фазовых траекторий, 
используя при этом только данные нам в начале изменения 
фазовых переменных.  

Для такой аппроксимации фазового потока применения 
алгоритма Бенеттина также не представляется возможным. 
Использование ортонормированного базиса дает плохие ре-
зультаты. Поэтому на каждом шаге использовался ортого-

нальный базис, с векторами ( )iw t , 1,i n=  малой длины d. 

В качестве такой абсолютной величины базисных векторов 

бралась 810d −= . 
Рассмотрим алгоритм вычисления полного спектра пока-

зателей Ляпунова с использованием выше описанной нейрон-
ной сети [23-27]: 
1. Выбираем произвольную точку 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 20 0 , 0 ,..., 0ny y y y =    фазового про-

странства. Вместе с ней вводим в рассмотрение точки 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0
1 20 0 , 0 ,..., 0ny y d y y = +  , 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0
1 20 0 , 0 ,..., 0ny y y d y = +  , …, 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
1 20 0 , 0 ,..., 0n

ny y y y d = +  , составляю-

щий ортогональный репер. При этом длины базисных век-

торов ( ) ( ) ( )1 0
1 0 0 0w y y= − , 

( ) ( ) ( )2 0
2 0 0 0w y y= − , …, ( ) ( ) ( )00 0 0n

nw y y= −  

будут равны ( ) ( ) ( )1 20 0 ... 0nw w w d= = = = . 

Устанавливаем время 0t = . 
2. Подаем полученные точки на вход построенной, как опи-

сано выше, нейронной сети данные точки и рассматрива-

ем полученные на выходе точки ( )0 1y t + , ( )1 1y t + , 

…, ( )1ny t + , в общем случае не образующие ортого-

нальный репер фазового пространства. Вычисляем векто-

ры ( ) ( ) ( )1 0
1 1 1 1w t y t y t+ = + − + , 

( ) ( ) ( )2 0
2 1 1 1w t y t y t+ = + − + , …, 

( ) ( ) ( )01 1 1n
nw t y t y t+ = + − + , являющиеся образа-

ми составлявших базис в векторном пространстве на 
предыдущем шаге. 

3. Вычисляем длину первого из полученных векторов 

( ) ( )1 11 1d t w t+ = + . Переобозначаем ( )0 1y t +  как 

( )0 1y t +  и производим ортогонализацию методом 

Грамма-Шмидта: 

 ( ) ( )
( )

1
1

1

1
1

1

w t
w t

d t

+
+ =

+
 

затем для 2,i n=  находим последовательно векторы 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

1 1 1 1 1
i

i i i j j
j

u t w t w t w t w t
−

=

+ = + − + ⋅ + ⋅ +∑ , 

 ( ) ( )1 1i id t u t+ = + , 

 ( ) ( )
( )

1
1

1
i

i
i

u t
w t

d t

+
+ =

+
. 

После этого шага были получены ортонормированные 

векторы ( )1 1w t + , ( )2 1w t + , …, ( )1nw t +  и проекции 

( )1id t +  на них образов векторов, составляющих на преды-

дущем шаге базис. Введем точки 

( ) ( ) ( )1 0
11 1 1y t y t d w t+ = + + ⋅ + , 

( ) ( ) ( )2 0
21 1 1y t y t d w t+ = + + ⋅ + , …, 

( ) ( ) ( )01 1 1n
ny t y t d w t+ = + + ⋅ + , которые вместе с 

точкой ( )0 1y t +  на данном этапе составляют ортогональ-

ный репер. 

1. Находим ( ) ( )1
1 ln i

i

d t
s t

d

+
+ = , 1,i n= .  

2. Переприсваеваем : 1t t= + . Если t p< , то переходим к 

шагу 2. 

3. Вычисляем ( )
1

1 p

i i
t

s t
p

λ
=

= ∑ , где 1,i n= , которые явля-

ются оценками искомых показателей Ляпунова. 

С возрастание p значения iλ  стабилизируются. Поэтому 

p следует выбирать большим (где 1000p ≈ ). 

С использованием данного метода были вычислены пока-
затели Ляпунова для систем Энона и Лоренца с использова-
нием временных рядов изменений всех фазовых координат. 
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Рис. 15. Определение спектра Ляпунова для временных рядов 

Энона. 
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Рис. 16. Определение спектра Ляпунова для временных рядов 

Лоренца. 
 
Были получены показатели Ляпунова равные 0.442, –1.625 

для системы Энона, и 0.777, 0.003, –14.472 – для временных 

рядов Лоренца. На рис.15 и 16 представлена зависимость iλ  

от p для временных рядов Энона и Лоренца соответственно. 
 

11. НЕЙРОСЕТЕВОЙ МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОЛНО-
ГО СПЕКТРА ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЛЯПУНОВА ИЗ ИЗМЕ-

РЕНИЙ ТОЛЬКО ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
В данном методе используется та же идея, что и в случае 

оценки экспоненты Ляпунова по выборке из одной координа-
ты системы с использованием нейронной сети. Последова-
тельность действий и рассуждений сохраняются, только здесь 
используется нейросетевой алгоритм, приведенный в преды-
дущем разделе.  

Напомним последовательность действий: 
1. На основании выборки заданного временного ряда вычис-

лить подходящую временную задержку τ (можно исполь-
зовать методы: метод автокорреляционной функции, ме-
тод функции взаимной информации или метод среднего 
отклонения). 

2. Вычислить размерность D пространства вложения (можно 
использовать методы: метод корреляционной размерности, 
метод ложных ближайших соседей или гамма-тест). 

3. Выполнить псевдофазовую реконструкцию траектории 
методом временных задержек. При этом получим выборку 
D-мерных векторов, объём которой будет немного мень-
ше объёма исходной выборки. 

4. Сконструировать аппроксимирующую нейронную сеть. 
5. Обучить нейронную сеть вычислять очередной вектор 

реконструированной последовательности, на основании 
предыдущего. Обучение можно считать удачным, если 
ошибка вычислений каждого вектора в среднем имеет по-
рядок 10–8–10–9. 

6. Применяя, обученную таким образом сеть в соответствии с 
предыдущим разделом рассчитать оценку спектра Ляпунова. 
Для апробации метода были выбраны классические хао-

тические системы: система Лоренца и система Рёсслера. Во 
всех опытах выборка состояла из 400 измерений первой коор-
динаты систем. В аппрокимирующей нейронной сети мы бра-
ли 10 нейронов, что оказалось вполне достаточно. Изменяе-
мыми параметрами в серии экспериментов были шаг дискре-
тизации dt и временная задержка τ. Нейронная сеть в каждом 
эксперименте обучалась в течении 3000 эпох. В табл. 3 и 4 
приведены результаты расчётов, в которых нейроная сеть 
обучилась достаточно хорошо. Как видно из таблиц, погреш-
ность оценки вполне приемлема. Основным требованием к 
выборке является адекватность отражения динамики процес-
са: выборка должна состоять из точек равномерно и доста-
точно плотно распределённых на аттракторе. Однако надо 
заметить, что в некоторых случаях (например, в случае си-
стемы Лоренца) метод существенно зависит от точного

Таблица 3. Результаты оценки спектра Ляпунова системы Лоренца по одной координате с использованием нейронной сети 

dt τ 
Спектр Ляпунова 

Абс. ошибка Относ. ошибка 
λ1 λ2 λ3 

0,04170 0,1668 0,612978 -0,2016840 -15,0033 0,559053 3,83% 
0,04200 0,1680 0,725777 -0,0211582 -14,6402 0,193839 1,33% 
0,04215 0,1686 0,966544 -0,3009800 -15,9458 1,407730 9,64% 
0,04220 0,1688 0,965399 -0,3006240 -15,9270 1,389170 9,51% 
0,08500 0,1700 1,143851 -0,2816490 -14,9843 0,553092 3,79% 
0,04260 0,1704 1,021790 -0,4326160 -15,6514 1,168620 8,00% 
0,04260 0,1704 0,483841 0,0528098 -13,3949 1,251610 8,57% 
0,04300 0,1720 0,742471 -0,0865899 -14,2650 0,358420 2,45% 
0,08600 0,1720 0,830438 -0,3357490 -13,5627 1,066370 7,30% 
0,04320 0,1728 0,570654 -0,1465600 -14,9297 0,511766 3,51% 
0,08700 0,1740 1,216890 -0,6435080 -14,5374 0,715508 4,90% 
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Таблица 4. Результаты оценки спектра Ляпунова системы Рёсслера по одной координате с использованием нейронной сети 

dt τ 
Спектр Ляпунова 

Абс. ошибка Относ. ошибка 
λ1 λ2 λ3 

0,04 0,04 0,173003 -0,0821049 -5,47571 0,154879 2,87% 
0,07 0,07 0,060350 -0,3888620 -5,18352 0,441825 8,19% 
0,06 0,12 0,090696 0,0030709 -5,02998 0,363565 6,74% 
0,06 0,12 0,106080 -0,0358488 -5,79224 0,402378 7,46% 
0,06 0,12 0,077922 -0,0187908 -5,93021 0,537581 9,97% 
0,07 0,14 0,129117 -0,1092460 -4,93167 0,477637 8,86% 
0,08 0,16 0,106981 -0,0449128 -5,36074 0,065971 1,22% 
0,08 0,16 0,085461 -0,0282390 -5,31476 0,084427 1,57% 
0,04 0,16 0,119605 -0,2027930 -5,56896 0,272851 5,06% 
0,06 0,18 0,141245 -0,0751598 -5,48983 0,141277 2,62% 
0,08 0,48 0,078753 -0,0144016 -5,24691 0,147000 2,73% 

 
определения временной задержки, в то время как для системы 
Рёсслера, временная задержка может выбираться в сравни-
тельно широком диапазоне. 
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