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УДК 531 

Прокопеня А.Н. 

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСНЫХ РЕШЕНИЙ  
ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ СИТНИКОВА 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Хорошо известно, что разработка КАМ-теории позволила 
решить целый ряд задач об устойчивости движения в класси-
ческой и небесной механике [1]. Характерным примером яв-
ляется знаменитая проблема устойчивости треугольных ла-
гранжевых решений ограниченной задачи трех тел [2]. Она 
была поставлена более двухсот лет назад, но только с появле-
нием КАМ-теории в ее исследовании был достигнут суще-
ственный прогресс, а в некоторых случаях получены исчер-
пывающие результаты [3]. При этом были разработаны доста-
точно общие методы, позволяющие проанализировать устой-
чивость систем, для которых уравнения движения могут быть 
записаны в гамильтоновой форме [4]. Тем не менее, в каждом 
конкретном случае реализация этих методов требует как 
адаптации имеющихся, так и разработки новых алгоритмов 
вычислений, которые, как правило, очень громоздки и могут 
быть выполнены только с помощью компьютера и современ-
ного программного обеспечения.  

В данной работе исследуется устойчивость положения 
равновесия частицы P0 пренебрежимо малой массы в случае 
эллиптической ограниченной задачи многих тел типа "задачи 

Ситникова" [5]. Гравитационное поле генерируется системой 
n частиц одинаковой массы m, движущихся в плоскости xOy 
инерциальной барицентрической системы координат по эл-
липтическим орбитам, определяемым соответствующим ре-
шением задачи n тел [6], и находящихся в любой момент вре-
мени в вершинах правильного n-угольника. При подходящих 
начальных условиях частица P0 будет двигаться только вдоль 
оси Oz, которая является осью симметрии системы. Соответ-
ствующая конфигурация в случае 3n ====  показана на рис. 1. 

В цилиндрических координатах ( , , )r zϕϕϕϕ  движение частиц 

1 2, , ..., nP P P  определяется уравнениями: 

1 cosj

p
r

e
====

+ ν+ ν+ ν+ ν
, 

2
j j

n
ππππϕ = ν +ϕ = ν +ϕ = ν +ϕ = ν + , 0jz ==== , 

2
j

d
r c const

dt
νννν = == == == =  ( 1,2,..., )j n==== , (1) 

где p, e – параметр и эксцентриситет эллиптических орбит 

частиц соответственно, νννν – истинная аномалия, а постоянный 
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параметр c равен: 

 1

1
2

c GpmS==== ,     

11

1
1

sin
n

k

k
S

n

−−−−−−−−

====

    ππππ    ====         
        

∑∑∑∑ . 

Здесь G – гравитационная постоянная. Используя истинную 
аномалию ν в качестве независимой переменной и выполняя 
переход к конфигурационному пространству Нехвила [7], 
функцию Гамильтона системы можно записать в виде: 

 2 2

2
1

1 cos 4 1
2 2(1 cos ) (1 cos ) 1

z

e n
H p z

e S e z

νννν= + −= + −= + −= + −
+ ν + ν+ ν + ν+ ν + ν+ ν + ν ++++

,(2) 

где ( ), ( )z zp p  z z= ν = ν= ν = ν= ν = ν= ν = ν  – канонически сопряженные им-

пульс и координата частицы P0. Тогда уравнения движения 
примут вид: 

 z
z

dz H
p

d p
∂∂∂∂= == == == =

ν ∂ν ∂ν ∂ν ∂
, 

2 3/ 2
1

4
cos

1 cos (1 )
zdp H z n

e
d z e S z

    ∂∂∂∂= − = − ν += − = − ν += − = − ν += − = − ν +    ν ∂ + νν ∂ + νν ∂ + νν ∂ + ν ++++    
.(3) 

 
Очевидно, система (3) имеет решение 0zz p= == == == = , кото-

рое соответствует положению равновесия частицы P0. В слу-
чае 2n ====  Ситников доказал [5], что если выбраны подходя-

щие начальные условия, то частица P0 будет совершать ос-
циллирующее движение вдоль оси Oz в окрестности положе-
ния равновесия, причем амплитуда таких осцилляций может 
неограниченно возрастать. В данной работе мы покажем, что 

положение равновесия 0zz p= == == == =  частицы P0 является 

устойчивым по Ляпунову при 2n ≥≥≥≥ , если эксцентриситет 

орбит частиц 1 2, , ..., nP P P  достаточно мал. Это означает, 

что при малых возмущениях начальных условий частица P0 
будет оставаться в малой окрестности положения равновесия 
в течение бесконечно большого промежутка времени. Все 
вычисления в работе выполняются с помощью системы ком-
пьютерной алгебры Mathematica [8]. 

 
УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ СИСТЕМЫ 
Функция Гамильтона (2) является аналитической в 

окрестности положения равновесия 0zz p= == == == =  и может 

быть представлена в виде ряда 

 2 4 ...H H H= + += + += + += + + , (4) 

где 

 2 2
2

1 cos
2 2(1 cos )z

a e
H p z

e
+ ν+ ν+ ν+ ν= += += += +
+ ν+ ν+ ν+ ν

, 

 4
4

3
8(1 cos )

a
H z

e
= −= −= −= −

+ ν+ ν+ ν+ ν
, 

1

4n
a

S
==== . (5) 

Линеаризованная система уравнений возмущенного движения 
частицы P0 получается из (3), если мы учтем в функции Га-

мильтона (4) только квадратичную часть 2H . Легко видеть, 

что она сводится к дифференциальному уравнению второго 
порядка вида: 

 
2

2

cos
0

1 cos
d z a e

z
ed

+ ν+ ν+ ν+ ν+ =+ =+ =+ =
+ ν+ ν+ ν+ ννννν

. (6) 

Уравнение (6) является уравнением Хилла и подробно ис-
следовано в [9]. В этой работе показано, что области неустой-
чивости его тривиального решения 0z ====  на плоскости 

e a−−−−  ограничены кривыми, пересекающими ось 0e ====  в 

точках 2 / 4 ( 1,3,5,...)ka k   k= == == == = , и найдены уравнения 

границ этих областей в виде рядов по степеням параметра e, 
которые приведены ниже:  

2 3

4 5 6

7 8

0,25 0,375 0,117186 0,021973

0,027008 0,011644 0,013131

0,007544 0,008147 ,

a e e e

e e e

e e

= + += + += + += + +
+ ++ ++ ++ +

++++

∓ ∓∓ ∓∓ ∓∓ ∓

∓ ∓∓ ∓∓ ∓∓ ∓

∓∓∓∓

 (7) 

2 3

4 5 6

7 8

2,25 0,527344 0,021973

0,132351 0,011394 0,06687

0,007245 0,042285 ,

a e e

e e e

e e

= − −= − −= − −= − −
− −− −− −− −

−−−−

∓∓∓∓

∓ ∓∓ ∓∓ ∓∓ ∓

∓∓∓∓

 (8) 

2 4 5

6 7 8

6,25 2,05078 0,538731 0,00025

0,27914 0,000296 0,17946 ,

a e e e

e e e

= − − −= − − −= − − −= − − −
− −− −− −− −

∓∓∓∓

∓∓∓∓
 (9) 

2 4 6

7 8

12,25 4,30664 1,13869 0,592608

0,000004 0,382265 .

a e e e

e e

= − − −= − − −= − − −= − − −
−−−−

∓∓∓∓

∓∓∓∓

 (10) 
Следует подчеркнуть, что самая большая область неустойчи-
вости находится между кривыми (7) и примыкает к точке 

1 0,25a a= == == == = . Далее с ростом k ширина областей неустой-

чивости быстро убывает и ее величина имеет порядок ke , 

причем численный коэффициент при ke  также убывает. 

Вычисления параметра a, определенного в (5), при раз-

личных значениях числа частиц n показывают, что макси-

мальное значение 8a ====  достигается при 2n ====  и далее a 

убывает с ростом n. В случае 70n ==== , например, параметр a 

принимает значение 1,43645a ≈≈≈≈ . Заметим, что для некото-

рых n существуют такие значения параметра e, при которых 
соответствующие точки ( , )e a  попадают в области неустой-

чивости уравнения (6). В случае задачи Ситникова ( 2n ==== ), 
например, при достаточно большом значении эксцентрисите-
та 0,876551e ≈≈≈≈  прямая 8a ====  пересекает область не-
устойчивости, ограниченную кривыми (10) и примыкающую 

к точке a a7 49 / 4= == == == = . При этом область пересечения 

очень узкая, ее ширина не превышает значения 73 10−−−−⋅⋅⋅⋅ . 
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Прямые a 3 3==== , a
16

( 1 2 2)
7

= − += − += − += − + , 

a 5 5 2 5= −= −= −= − , соответствующие случаям n 3,4,5==== , 
пересекают область неустойчивости, ограниченную кривыми 

(9) и примыкающую к точке a a5 25 / 4= == == == = . В этих случаях 

области значений параметра e, при которых тривиальное ре-
шение уравнения (6) является неустойчивым, существуют при 
e 0,66>>>> , причем они также достаточно малы и не превы-

шают 410−−−− . 

При n15 70≤ <≤ <≤ <≤ <  соответствующие прямые a const====  
пересекают область неустойчивости, ограниченную кривыми 

(8) и примыкающую к точке a a3 9 / 4= == == == = . Для n 15====  

значения параметра e, при которых уравнение (6) является 
неустойчивым, находятся в пределах отрезка 

 (0,243975, 0,246483). Далее с ростом n значения экс-

центриситета e, при которых наблюдается неустойчивость, 
увеличиваются, причем длина соответствующего отрезка воз-
растает до 0,035. Отметим также, что пересечение прямых 
a const====  с областью неустойчивости, ограниченной кри-

выми (7) и примыкающей к точке a a1 1/ 4= == == == = , возможно 

только при достаточно большом числе частиц n ~ 2000. 

Таким образом, для числа частиц n2 15≤ <≤ <≤ <≤ <  и значений 

эксцентриситета e 0,66<<<<  положение равновесия частицы 

P0 в рассматриваемой системе является устойчивым в линей-
ном приближении. Линейная устойчивость положения равно-
весия сохраняется и при n 15≥≥≥≥ , если эксцентриситет орбит 
частиц e достаточно мал. 

 
АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
Задача об устойчивости гамильтоновых систем относится 

к критическому в смысле Ляпунова случаю [10] и ее решение 
требует учета нелинейных членов в разложениях в ряды пра-
вых частей уравнений движения (3). Одним из основных ме-
тодов исследования таких систем является метод нормальных 
форм Пуанкаре, который широко используется при решении 
ряда задач нелинейной механики [11]. Суть этого метода сво-
дится к построению канонического преобразования, приво-
дящего функцию Гамильтона (4) к некоторой простейшей 
форме, при которой уравнения движения интегрируются. По-
скольку функция Гамильтона представима в виде степенного 
ряда, такое преобразование сводится к последовательной 
нормализации членов ряда (4). На первом этапе производится 

нормализация его квадратичной части H 2 , которая является 

аналитической функцией параметра e в области e| | 1<<<<  и 

может быть представлена в виде степенного ряда: 

 k
z

k

z
H p az a e

2
2 2

2
1

1
( ) ( 1) ( cos )

2 2

∞∞∞∞

====
= + + − − ν= + + − − ν= + + − − ν= + + − − ν∑∑∑∑ . (11) 

Для такой функции в работе [12] предложен алгоритм анали-
тического построения канонического преобразования 

 z Z q Z p11 12→ +→ +→ +→ + ,     zp Z q Z p21 22→ +→ +→ +→ + , (12) 

приводящего ее к виду: 

 H p q2 2
2 ( )

2
ωωωω= += += += +ɶɶɶɶ , (13) 

где величина ωωωω  представляет собой степенной ряд по e и с 
точностью до второго порядка может быть записана в виде: 

 
a

a e
a

23( 1)
1

4(4 1)
    −−−−ω = +ω = +ω = +ω = +    −−−−    

. (14) 

Коэффициенты Z Z Z Z11 12 21 22, , ,  преобразования (12) так-

же находятся в виде степенных рядов по параметру e и с точ-
ностью до второго порядка имеют вид: 

 
a

Z e
a a a

11

1 1
cos

(4 1)

−−−−= + ν += + ν += + ν += + ν +
−−−−

 

 
ae a a a a

a

2 2 2

2

(10 2 8 (5 22 8 )cos 2
8(4 1)

− − + − + ν− − + − + ν− − + − + ν− − + − + ν++++
−−−−

, 

 
a a e

Z e
a a

2

12

2( 1) ( 2) sin 2
sin

4 1 8(4 1)
− + ν− + ν− + ν− + ν= − ν += − ν += − ν += − ν +
− −− −− −− −

, 

a a a a e
Z e

aa a

2

21

( 1)(2 1) (5 8) sin 2
sin

8(4 1)(4 1)

− − − ν− − − ν− − − ν− − − ν= ν −= ν −= ν −= ν −
−−−−−−−−

, 

a
Z e

a
e a a a a a

a

22

2 2 2 3

2

1
1 cos

4 1
( 2( 1) (4 3) ( 4 19 14 8 )cos2 )

.
8(4 1)

−−−−= − ν += − ν += − ν += − ν +
−−−−

− − − + − + − + ν− − − + − + − + ν− − − + − + − + ν− − − + − + − + ν++++
−−−−

 

Заметим, что преобразование (12) возможно лишь при усло-

вии a N 24 ≠≠≠≠  N( 1,3,5,...)==== . Вычисления параметра a 

показали, что для рассматриваемой системы это условие все-
гда выполняется.  

Преобразование (12) приводит член четвертого порядка 

H 4  в разложении (4) к виду (15). 

Для его нормализации построим каноническое преобразо-
вание Биркгофа [13] p q p q, ,→→→→ ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ с помощью производящей 

функции вида: 

 j j
j

j

S p q pq s p q
4

4

0

( , , ) ( ) −−−−

====

ν = + νν = + νν = + νν = + ν∑∑∑∑ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ , (16) 

где коэффициенты js ( )νννν  – 2ππππ-периодические функции. 

Связь переменных p q,  и p q,ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ  находим из соотношений: 

 j j
j

j

S
q q j s p q

p

4
1 4

1

( ) − −− −− −− −

====

∂∂∂∂= = + ⋅ ν= = + ⋅ ν= = + ⋅ ν= = + ⋅ ν
∂∂∂∂ ∑∑∑∑ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ
ɶɶɶɶ

, 

 j j
j

j

S
p p j s p q

q

3
3

0

(4 ) ( ) −−−−

====

∂∂∂∂= = + − ⋅ ν= = + − ⋅ ν= = + − ⋅ ν= = + − ⋅ ν
∂∂∂∂ ∑∑∑∑ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ . (17) 

Соотношения (17) можно рассматривать как уравнения 
относительно p и q. При достаточно малых p q,ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ  величины p 

и q будут аналитическими функциями в окрестности точки 
p q 0= == == == =ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ . Тогда с точностью до членов третьего порядка 

q e e a a a a a a
H

a aa

4 2 2 2

4 2

3 3 cos ( 9 ( 5 20 16 ) 2( 1)( 3 8 8 )cos 2 )
1

4 1 4(4 1)8

    ν − + − − + − − − − + νν − + − − + − − − − + νν − + − − + − − − − + νν − + − − + − − − − + ν= − − − −= − − − −= − − − −= − − − −    −−−− −−−−    
 

ae a a e a a e
p q pq

aa a

2 2 2 2
2 2 3

2 2

9 ( 1) sin ( 1) sin 3( 2)(4 3) sin2
3

4 1(4 1) 16(4 1)

    − ν − ν + − ν− ν − ν + − ν− ν − ν + − ν− ν − ν + − ν− + + −− + + −− + + −− + + −    −−−−− −− −− −− −    
 (15) 
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по p q,ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ  соотношения (17) можно переписать в виде: 

 j j
j

j

q q j s p q
4

1 4

1

( ) − −− −− −− −

====

= − ⋅ ν= − ⋅ ν= − ⋅ ν= − ⋅ ν∑∑∑∑ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ , 

 j j
j

j

p p j s p q
3

3

0

(4 ) ( ) −−−−

====

= + − ⋅ ν= + − ⋅ ν= + − ⋅ ν= + − ⋅ ν∑∑∑∑ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ . (18) 

Новая функция Гамильтона H p q( , , )ννννɶɶɶɶ ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ  будет равна: 

 
S p q

H H p q
( , , )

( , , )
∂ ν∂ ν∂ ν∂ ν= ν += ν += ν += ν +

∂ν∂ν∂ν∂ν
ɶɶɶɶ

ɶɶɶɶ , (19) 

где в правую часть (19) вместо p и q следует подставить вы-
ражения (18). В результате получаем: 

ds
H p q s h q

d

ds
s s h q p

d

2 2 40
1 40

31
0 2 41

( ) ( )
2

4 2 ( )

ωωωω     = + + − ω + ν += + + − ω + ν += + + − ω + ν += + + − ω + ν +    νννν    

    + + ω − ω + ν ++ + ω − ω + ν ++ + ω − ω + ν ++ + ω − ω + ν +    νννν    

ɶɶɶɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ

 

ds
s s h q p

d

ds
s s qp

d

2 22
1 3 42

33
2 4

3 3 ( )

2 4

    + + ω − ω + ν ++ + ω − ω + ν ++ + ω − ω + ν ++ + ω − ω + ν +    νννν    

    + + ω − ω ++ + ω − ω ++ + ω − ω ++ + ω − ω +    νννν    

ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ

ɶɶɶɶɶɶɶɶ

 

 
ds

s p O p q
d

4 2 2 5/ 24
3 (( ) )

    + + ω + ++ + ω + ++ + ω + ++ + ω + +    νννν    
ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ , (20) 

где 

e
h

a a a

e
a a a

a a

40

2
2

2

3 9 cos
( )

8 8 (4 1)

3
( 9 ( 5 20 16 )

32 (4 1)

ννννν = − + +ν = − + +ν = − + +ν = − + +
−−−−

+ − + − − + −+ − + − − + −+ − + − − + −+ − + − − + −
−−−−

 

a a a22( 1)( 3 8 8 )cos 2 )− − − − + ν− − − − + ν− − − − + ν− − − − + ν , 

a e a a e
h

a a

2

41 2

3( 1) sin 9( 2)(4 3) sin 2
( )

4 1 16(4 1)
− ν + − ν− ν + − ν− ν + − ν− ν + − νν = −ν = −ν = −ν = −

−−−− −−−−
, 

 
a ae

h
a

2 2 2

42 2

9( 1) sin
( )

(4 1)
− ν− ν− ν− νν = −ν = −ν = −ν = −

−−−−
. (21) 

Напомним, что коэффициенты js ( )νννν  являются периоди-

ческими функциями ν с периодом 2ππππ  и их следует выбрать 
таким образом, чтобы функция Гамильтона (20) приобрела 
наиболее простой вид. Вычисления показывают, что при от-
сутствии резонансов второго и четвертого порядков, т.е. при 
выполнении условий N2ω ≠ω ≠ω ≠ω ≠  и N   N4 ( 1,2,...)ω ≠ =ω ≠ =ω ≠ =ω ≠ = , 

функции js ( )νννν  можно выбрать так, что коэффициенты q p3ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ  

и qp3ɶɶɶɶɶɶɶɶ  в (20) обратятся в нуль, а коэффициенты q4ɶɶɶɶ , p4ɶɶɶɶ  и 

q p2 2ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ  будут равны соответственно с, с и 2с, где 

 
a a e

c
a a a

2 2

2

9 27( 3 7 4 )

64 256 (4 1)

− − +− − +− − +− − += − += − += − += − +
−−−−

. (22) 

При этом функция Гамильтона (20) примет вид: 

H p q c p q O p q2 2 2 2 2 2 2 5/ 2( ) ( ) (( ) )
2
ωωωω= + + + + += + + + + += + + + + += + + + + +ɶɶɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ . (23) 

Переходя к канонически сопряженным переменным дей-
ствие-угол r ,ϕϕϕϕ , которые определяются соотношениями 

 q r2 sin= ϕ= ϕ= ϕ= ϕ , p r2 cos= ϕ= ϕ= ϕ= ϕ , 

функцию Гамильтона (23) можно переписать в виде: 

 H r cr O r2 5 / 2* 4 ( )= ω + += ω + += ω + += ω + + . (24) 

Заметим, что привести функцию Гамильтона (4) к виду (24) 
можно только при отсутствии резонансов до четвертого поряд-
ка включительно. Вычисления показывают, что при достаточно 
малых значениях эксцентриситета e это требование выполняет-
ся даже при увеличении числа частиц n до 105. При этом пара-

метр c, определяемый соотношением (22), отличен от нуля, а 

положение равновесия частицы P0 устойчиво в линейном при-
ближении. На основании полученных результатов и теоремы 
Арнольда-Мозера об устойчивости гамильтоновой системы с 
одной степенью свободы в общем эллиптическом случае 
[14,15] можно сформулировать следующую теорему. 

 
Теорема. Равновесное решение эллиптической ограничен-

ной задачи многих тел типа "задачи Ситникова" устойчиво по 
Ляпунову, если эксцентриситет орбит частиц e достаточно мал. 
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