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задаче все величины (являющиеся как искомыми, так и вход-
ными параметрами), зависящие от времени, представлены в 
виде его кусочно-непрерывных неубывающих функций. 

Необходимо полнее рассмотреть вопрос о существующих 
методах решения приведенных задач. 

Решение задач математического программирования зна-
чительно более трудоемко по сравнению с задачами без-
условной оптимизации. Однопродуктовые многоэтапные за-
дачи и многопродуктовые, сводимые к обычным моделям 
линейного программирования, обладают тем важным досто-
инством, что могут решаться точными методами (симплекс-
ным, методом ветвей и границ). Однако однопродуктовые 
модели имеют весьма ограниченную сферу применения. Что 
касается многопродуктовых многоэтапных моделей с непре-
рывными переменными, то обычно даже сравнительно не-
большая задача, будучи представлена математически как об-
щая задача линейного программирования, имеет очень боль-
шую размерность. Следует также учитывать трудности, свя-
занные с проблемой целочисленности. Получение целочис-
ленных решений многоэтапных задач, как правило, невоз-
можно. Для решения подобных задач используют два подхо-
да. При первом задача сначала приводится к виду общей за-
дачи линейного программирования и решается точным мето-
дом, полученное нецелочисленное решение доводится до це-
лочисленного методом, основывающемся на идеях дельта-
метода А. Г. Агенбегяна. При втором подходе задача сразу 
решается приближенным методом. В некоторых динамиче-
ских задачах с непрерывным временем предлагается исполь-
зовать метод динамического программирования, что суще-
ственно ограничивает размерность задачи. 

 
Заключение 
Итак, анализ имеющихся в настоящее время методов оп-

тимизации перспективного развития и размещения производ-
ства, применяемых, в частности, в области технической экс-
плуатации и ремонта автомобилей, показал, что они исполь-
зуют преимущественно аппарат математического программи-
рования. Указанные методы позволяют решать достаточно 
сложные производственно-транспортные задачи, учитывают 
их динамический, многопродуктовый, многоэтапный харак-
тер, использование непрерывных переменных. Однако реше-
ние с их помощью задач с нелинейной целевой функцией тре-
бует большого количества исходных данных, связано с гро-
моздкими вычислениями и осуществляется эмпирическими 
или приближенными способами. 
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ДЕФОРМИРОВАННЫЙ ВИД ДВУХШАРНИРНЫХ КРУГОВЫХ АРОК, 
НАГРУЖЕННЫХ РАДИАЛЬНО НАПРАВЛЕННЫМИ 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ НАГРУЗКАМИ 

 
Введение. На цилиндрические покрытия, расчет которых может быть сведен к расчету арочных систем, ветровые нагрузки 

действуют в радиальных направлениях [2]. Поэтому расчет арок на радиально направленные равномерно распределенные 
нагрузки представляет интерес и актуален. В работе [1] для двухшарнирных арок кругового очертания получены выражения 
усилий (изгибающих моментов, поперечных и продольных сил) в сечениях при действии указанных нагрузок. Здесь определим 
деформированный вид таких систем. 

Постановка задачи. Рассмотрим круговые арки постоянной жесткости (рис. 1), загруженные статическими радиально 
направленными равномерно распределенными нагрузками. 

 Тур Андрей Викторович, студент строительного факультета БрГТУ. 
 Беларусь, Брестский государственный технический университет, 224017, г. Брест, ул. Московская 267. 
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Рис. 1. Расчетная схема Рис. 2. Основная система метода сил 

 
Деформированный вид арок будет определен, если будут известны перемещения каждой из точек, лежащей на оси арки. 

Перемещения этих точек будут в общем случае происходить в произвольных направлениях, поэтому для их нахождения (и 
нахождения соответственно новых координат положения точек) необходимо определить отдельно составляющие этих переме-
щений на оси x и y – иx y∆ ∆ . Результирующее значение перемещения и его направление тогда можно будет найти по выра-

жениям: 

 ( ) ( )22
yx ∆+∆=∆ ;           tg y

x

∆
ϕ =

∆
. (1) 

Зависимости здесь удобнее получать в полярной системе координат. За полюс примем точку в центре окружности (О), а в 
качестве оси, относительно которой будем отсчитывать угол ( θ ), примем горизонтальную ось, направленную от полюса влево. 

Соотношение между декартовой (x, y) и полярной (r, θ ) системами координат здесь имеет вид  

 
0

0

(cos cos );

(sin sin ).

x r

y r

= θ − θ
 = θ − θ

 (2) 

Для определения перемещений будем использовать формулу Мора [3] 

 ,верт i i i
iP

M M ds Q Q ds N N ds

EJ GA EA
∆ = + η +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫  (3) 

где , ,i i iM Q N  – выражения усилий (эпюры усилий) в сечениях арки от действия единичной силы, приложенной в направле-

нии (i-ом) искомого перемещения; , ,M Q N  – усилия в сечении арки от действия внешней нагрузки, вызывающей искомые 

перемещения; EJ, GA, EA – жесткости сечений арки соответственно на изгиб, сдвиг и растяжение-сжатие; η  – коэффициент, 
учитывающий неравномерность распределения касательных напряжений по высоте сечений при изгибе. 

Зависимости для усилий , ,M Q N  получены в работе [1] и имеют вид:  

 1 1 PM M X M= + ;      1 1 PQ Q X Q= + ;      1 1 PN N X N= + , (4) 

где 1 1 1, ,M Q N  – единичные усилия в основной системе метода сил, равные: 

 1 0(sin sin )M y r= − = − θ − θ ;     1 cosQ = − θ ;     1 sinN = − θ , (5) 

а , ,P P PM Q N  – усилия в основной системе метода сил от внешних нагрузок, определяемые выражениями: 
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Неизвестное метода сил 1X  определяется из расчета системы метода сил [1]. 

Как известно [3], при определении перемещений в статически неопределимых системах необязательно все усилия в (3) 

определять в статически неопределимой системе. Одни из этих усилий ( , , или , ,i i iM Q N M Q N) можно находить в лю-

бой статически определимой системе, полученной из заданной отбрасыванием «лишних» связей (в основной системе метода 
сил), чем мы и воспользуемся для упрощения расчета. Усилия , ,M Q N  от внешних нагрузок в статически неопределимой 

системе нам уже известны (4)–(8), поэтому усилия , иi i iM Q N  от действия единичных сил, приложенных в направлениях 
искомых перемещений, будем определять в статически определимой системе. В качестве такой системы примем основную си-
стему метода сил, использованную уже в [1] и представленную на рис. 2. 

Определение вертикальных перемещений точек. Получим вначале выражения для вертикальных перемещений точек, ле-
жащих на оси арки. Для этого в принятой статически определимой системе (рис. 2) приложим в точке, для которой будем опре-
делять перемещение, единичную вертикальную силу (рис. 3). 

Выражения для усилий от действия этой силы будут иметь вид: 
а) на участке I ( от опоры А до точки приложенной силы F=1): 

( )( )I
0 0

0

cos cos cos cos ;
2cosi A

r
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θ
 

( )I
0

0

1
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θ

 (9) 

( )I
0

0

1
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2cosi AN R= − θ = θ + ψ θ
θ

 

б) на участке II (от точки приложения силы F=1 до опоры В): 

( ) ( )( )II
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r
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( )II
0
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1
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     (10) 
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θ

 

где опорные реакции найдены из уравнений равновесия арки: 

( ) ( )
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1
0; 2 cos 1 cos cos 0; cos cos ;

2cos

1
0; 2 cos 1 cos cos 0 ; cos cos .

2cos

A B B

B A A

M R r r R

M R r r R

= − ⋅ θ + ⋅ θ − ψ = = θ − ψ
θ

= ⋅ θ − ⋅ θ + ψ = = θ + ψ
θ

∑

∑
(11) 

Подставив выражения усилий от единичной силы (9), (10) и от внешних нагрузок (4)–(8) в формулу (3), выполнив интегри-
рование по участкам и просуммировав его результаты, получим выражение для определения вертикального перемещения рас-
сматриваемой точки (сечения), которое представим в виде: 

( )
1 1 1
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1 ,M Q N M Q N

y yX yX yX yP yP yPX∆ = ∆ + ∆ + ∆ ⋅ + ∆ + ∆ + ∆    (12) 

где 
1 1 1

( ) ( ) ( ), ,M Q N
yX yX yX∆ ∆ ∆  – перемещения искомой точки в вертикальном направлении (по оси y) в основной системе метода сил 

от действия единичного значения неизвестного метода сил, определяемые выражениями: 
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( ) ( ) ( ), ,M Q N
yP yP yP∆ ∆ ∆  – перемещения рассматриваемой точки в вертикальном направлении (по оси y) в основной системе метода 

сил от действия внешних нагрузок, определяемые выражениями: 

Рис. 3. Единичное состояние для определения 
вертикального перемещения 
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где ( ) ( ){ }0 0
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sin sin sin cos cos cos .
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qn
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A i qi qi qi qi
i
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R q

=

 = θ − θ θ − θ − θ θ θ ∑
             (18) 
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Равномерно распределенные нагрузки iq  в выражениях (15) – (17) в зависимости от положения относительно сечения, для 

которого ищется перемещение, разделены на три группы: 1iq – нагрузки, расположенные полностью слева от этого сечения; 

jq – нагрузки, на участке действия которых проходит рассматриваемое сечение (1); kq – нагрузки, расположенные справа от 

этого сечения (от точки приложения единичной силы). Если каких-то из этих нагрузок нет, то в выражениях (15) – (17) будет 
отсутствовать и соответствующее слагаемое. 
Определение горизонтальных перемещений точек (сечений). Вначале получим зависимости изменения усилий от действия еди-
ничной силы, приложенной в точке (сечении), для которой ищется перемещение, в горизонтальном направлении (рис. 4): 

а) на участке I ( от опоры А до точки приложенной силы F=1): 

( )( )I
0 0

0

sin sin cos cos ;
2cosi A

r
M R x′= − = − ψ − θ θ − θ

θ

( )I
0

0

1
sin sin sin sin ;

2cosi AQ R′= − θ = − θ + ψ θ
θ

     (19) 

( )I
0

0

1
cos sin sin cos ;

2cosi AN R′= θ = θ + ψ θ
θ

 

б) на участке II (от точки приложения силы F=1 до опоры В): 

( ) ( )

( ) ]

II
0 0

0

0 0

cos sin cos
2cos

sin sin cos sin 2 ;

i B B

r
M R l x H y′ ′ = − − ⋅ = θ + ψ θ +θ

+ ψ − θ θ − θ
 

( )II
0

0

1
sin 1 cos sin sin sin cos ;

2cosi AQ R= − θ − ⋅ θ = − ψ − θ θ − θ
θ

   (20) 

( )II
0

0

1
cos 1 sin sin sin cos sin ,

2cosi AN R′= θ − ⋅ θ = − ψ − θ θ − θ
θ

 

где опорные реакции, найденные из уравнений равновесия арки, равны: 

( ) ( ) .1;sinsin
cos2

1
;sinsin

cos2

1
0

0
0

0

=′−=′−=′ BBA HRR θψ
θ

θψ
θ

  (21) 

Подставив выражения (19), (20) и (6)–(8) в формулу Мора (3) и выполнив интегрирование и суммирование зависимостей по 
всем участкам, получим для определения горизонтальных перемещений точек (сечений) арки выражение: 

( )
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 ,M Q N M Q N

x xX xX xX xP xP xPX∆ = ∆ + ∆ + ∆ ⋅ + ∆ + ∆ + ∆    (22) 

где 
1 1 1

( ) ( ) ( ), ,M Q N
xX xX xX∆ ∆ ∆  – перемещения рассматриваемой точки сечения в горизонтальном направлении (по оси x) в основной 

системе метода сил от действия единичного значения неизвестного метода сил, определяемые выражениями: 

( ) ( )( )

( )

1

3
( )

0 0 0 0 0

0 0

sin sin sin sin sin 0,5
2

0,25sin 2 sin 1,5cos cos ;

M
xX

r

EJ

 π ∆ = − θ θ − ψ θ + π − θ − ψ θ ψ + − 
 

− ψ − θ θ + ψ 

 (23) 

( ) ( )
1
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0 0

1 1
sin 2 sin 2 ;

2 4
Q

xX

r

GA
 ∆ = η π − θ − ψ − θ + ψ 
 

   (24) 

( ) ( )
1

( )
0 0

1 1
sin 2 sin 2 ;

2 4
N

xX

r

EA
 ∆ = π − θ − ψ + θ + ψ 
 

   (25) 

( ) ( ) ( ), ,M Q N
xP xP xP∆ ∆ ∆  – перемещения рассматриваемой точки в горизонтальном направлении (по оси y) в основной системе мето-

да сил от действия внешних нагрузок, определяемые выражениями: 

Рис. 4. Единичное состояние для определения 
горизонтального перемещения 
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Здесь в выражениях (26)–(28) равномерно-распределенные нагрузки iq , как и при определении вертикальных перемеще-
ний, в зависимости от положения относительно точки (сечения), для которой ищется перемещение, разделены на три группы: 

1iq – нагрузки, расположенные полностью слева от этой точки (сечения); jq – нагрузки, на участке действия которых распола-

гается указанное сечение; kq – нагрузки, расположенные справа от точки приложения единичной силы. Если какие-то из этих 
нагрузок отсутствуют, то в выражениях (26)–(28) будут отсутствовать и соответствующие слагаемые. 

Полное перемещение и его направление определяются зависимостями (1). 
Структура выражений (12) и (22) позволяет учитывать все виды деформаций, возникающих в арочной системе, получая 

вклад каждой из них в результирующее значение отдельно, а это дает возможность исследовать влияние учета отдельных видов 
деформаций (изгибных, поперечных и продольных) на величины перемещений в системе. 

Рассмотрим, например, раму, представленную на рис. 5, усилия в которой определялись и получены в работе [1]. Найдем 

перемещения , например, сечения К – 120Kθ = � . Подставляя параметры арки и сечения К в выражения (12)–(18), (22)–(28) и в 
(1), получим: 

171,001 147,575 225,876
; ; .гор верт полн
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Рис. 5. Расчетная схема арки 

 
 

Рис. 6. Схема деформирования 

 
Схема деформирования рассматриваемой арки при увеличении деформаций в 1000 раз представлена на рис. 6. 
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ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ МИКРОРЕЗОНАТОРЫ НА ОСНОВЕ 
АЛЮМИНОСИЛИКАТНОГО СТЕКЛА 

 
Введение 
В последние годы исследования электромагнитных мод в 

твердых трехмерных микрорезонаторах вызвают большой ин-
терес, как с точки зрения их потенциальных применений, так и 
для изучения их фундаментальных оптических свойств. По 
сравнению с другими, оптические излучатели с цилиндриче-
скими или микрокапиллярными диэлектрическими резонато-
рами, в которых возникают моды шепчущей галереи (МШГ), 
представляют интерес из-за их микроскопического размера, 
высокой добротности Q и возможности достижения низкого 
порога лазерной генерации [1-4]. Резонансное возрастание оп-

тического отклика и материальная совместимость с телеком-
муникационным оптоволокном делают эти высокодобротные 
микрорезонаторы привлекательными в качестве новых блоков 
для фотонных устройств. Цилиндрическая форма резонатора 
также совместима со многими сенсорными методами, которые 
используются, например, в иммунологических и молекулярно-
диагностических исследованиях [5, 6]. Экспериментально 
наиболее широко изученная конфигурация цилиндрического 
микрорезонатора представляет собой тонкостенную микро-
трубку, заполненную интенсивно люминесцирующим раство-
ром красителя [3, 7]. Диаметр (обычно 50-200 мкм) и толщина 
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