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Маньяков Н.В. 

К ВОПРОСУ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ РЕАЛЬНОЙ ПРИРОДЫ 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
При работе с временными рядами основными проблемами 

являются анализ возможности их предсказания и построение 
соответствующих экстраполирующих моделей. Для этой цели 
было предложено большое количество различных методик [1-
4]. Однако в данном направлении главное место прочно заня-
ли нейросетевые алгоритмы [5-8]. Многие публикации опи-
сывают применение для решения данной задачи различного 
типа нейронные сети, но большинство из них лишено аргу-
ментации выбора соответствующих архитектур. В соответ-

ствии с теорией нелинейной динамики и анализа временных 
последовательностей в статье предлагается аргументация 
построения и обучения двухслойной нелинейной нейронной 
сети прямого распространения без обратных связей. 

 
2. ОПИСАНИЕ ДИНАМИКИ ВРЕМЕННОГО РЯДА 
Изменение динамики произвольного временного сигнала 

не может быть полностью описано одномерным измерением 
во временной области. Это имеет место в связи с тем, что, 
возможно, он (сигнал) хаотичен, а хаотическая динамика воз-
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можна только в более высоких размерностях фазового про-
странства (например, для системы, описываемой дифферен-
циальными уравнениями, как минимум в пространстве раз-
мерности три). Но, не смотря на это, фазовое пространство 
может быть некоторым образом восстановлено из измерений 
только одной фазовой переменной рассматриваемого сигнала. 
Данная реконструкция впервые была предложена Пакардом и 
др. [9] в 1980 году. Они использовали точки временного ряда 
и их последовательные разности (приращения), в качестве 
производных, как координаты при реконструкции фазового 
пространства. Вслед за ними Такенс [10] формализовал дан-
ный подход. Его результат, известный как теорема вложения, 
звучит следующим образом: 

Пусть дана динамическая система с решением (x(t), 
y(t), …, z(t)), принадлежащем фазовому пространству 

размерности d. Используя только одну координату x(t) 
можно при некоторых условиях построить фигуру в про-

странстве точек с задержками (x(t), x(t+ττττ),x(t+2ττττ ), …, 
x(t+(D-1)ττττ)), которая будет диффеоморфна аттрактору в 

реальном фазовом пространстве. Размерность D определя-

ется по формуле D=2[dF]+1, где dF – фрактальная размер-

ность аттрактора и [.]  – целая часть числа. 
Теорема вложения утверждает, что только из одного од-

номерного измерения динамической системы можно восста-
новить фазовое пространство с сохранением основных топо-
логических свойств. Это дает возможность работы с времен-
ными рядами одного измерения любой природы, равно как 
квазипериодическими, так и хаотическими (последние пред-
ставляют наибольший интерес из за своей небольшой пред-
сказуемости в связи с высокой чувствительностью к заданию 
начальных условий).  

Для использования псевдофазовой реконструкции нам 

необходимо определить временную задержку ττττ и размерность 

пространства вложения D. Данная реконструкция необходи-
ма для построения экстраполирующий нейронной сети [11]. 

 
3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ВЛОЖЕНИЯ 

Временная задержка ττττ является периодом между компо-
нентами точек в реконструированном псевдофазовом про-

странстве. Исходя из этого, необходимо выбирать ττττ таким 
образом, чтобы координаты радиус-вектора, формирующего 
псевдофазовое пространство вложения, были независимы 
насколько это возможно. Выбор подходящей временной за-
держки для истинной реконструкции фазового пространства 

довольно существенен. Если задержка ττττ будет выбрана боль-
шой, то динамика системы на данном этапе будет несвязанна 
с динамикой на следующем, и компоненты радиус-вектора, 
формирующего вложение на данном этапе, не будут коррели-
ровать с компонентами на следующем. При этом размерность 
реконструированного аттрактора будет близка к размерности 
пространства вложения [12] и аттрактор будет выглядеть 
сложно. Это очень существенно при наличии шума. Данная 
ситуация называется безотносительностью [13]. С другой 

стороны, если выберем ττττ маленьким, компоненты радиус-
вектора будут незначительно отличаться друг от друга, и ат-
трактор будет лежать близко к линии тождественности. 
Вследствие этого все точки будут неразличимы. Данная ситу-
ация называется избыточностью. Все эти ситуации ведут к 
плохой предсказуемости временного ряда. Чтобы преодолеть 

эту проблему необходимо выбирать ττττ так, чтобы компоненты 
вектора были независимы насколько это возможно. 

Существует несколько различных методов для определе-

ния ττττ [14]: 

1. С использованием автокорреляционной функции; 
2. Метод среднего смещения; 
3. На основе взаимной информации. 

Одним из основных преимуществ метода на основе авто-

корреляционной функции C(ττττ) является относительно малое 
вычислительное время. Этот метод известен во многих ин-
терпретациях. Большинство авторов берут первый нуль (или 
точку, наиболее близкую к нулю) автокорреляционной функ-
ции. В данном случае мы получаем, что компоненты радиус-

вектора x(t) и x(t+ττττ) некоррелируют друг с другом. Но не 
для всех временных последовательностей их автокорреляци-
онная функция достигает нуля за небольшой промежуток 
времени, или достигает его вообще. Для преодоления этой 
проблемы были предложены другие методы для определения 
τ с использованием функции автокорреляции. Зенг предлагает 

в качестве ττττ брать точку, в которой C(ττττ) первый раз достига-
ет e-1 [15]. Холцфусс советует брать за ττττ время, где абсолют-
ная величина функции автокорреляции достигает первого 
минимума [16]. Но тем ни менее большинство этих методов 
приводит к плохим результатам. Это следует из того, что не-
коррелируемость не имплицирует независимость. 

Другой метод для определения ττττ, называемый методом 
среднего смещения, был предложен Розенштайном и др. [17]. 
Данный метод вычисляет оптимальное расширение восста-
навливаемого аттрактора относительно оси тождественности 
реконструируемого псевдофазового пространства. Для этой 

цели строится функция, зависящая от m и ττττ: 

 ( )
1

2

1 1

1
( , ) ( ) ( )

N m

i j

S m x t x t
N

τ ττ ττ ττ τ
−

= =

= + −∑ ∑ , 

где N – число отсчетов временного ряда, m – размерность 

пространства вложения, ττττ - временная задержка, которую 

необходимо оценить. Фиксируя m (m=1,2,...) и изменя ττττ мы 

находим точку, где функция S(m, ττττ) достигает насыщения. 
Таким образом, для любой размерности пространства вложе-
ния мы можем найти оптимальную временную задержку. 

Но наиболее распространенным способом нахождения 

временной задержки ττττ является метод, предложенный Фразе-
ром и Свинней [18]. Данный метод использует понятие вза-
имной информации, взятое из теории информации, развитой 
Шенноном [19]. Для этой цели необходимо разбить множе-
ство значений временного ряда на m интервалов. Число ин-
тервалов можно вычислять с использованием формулы Стер-

джеса: 2log 1 3.32ln 1m N N≈ + ≈ + , где N – количество 

точек временного ряда. Тогда длина каждого интервала будет 
равна l=(xmax – xmin)/m, где xmax – максимальное значение 

временного ряда, xmin – минимальное значение. После такого 
деления все точки временного ряда попадут в один из интер-
валов. Далее строится функция: 

 
,

( )
( ) ( ) ln ij

ij
i j i j

P
I P

P P

ττττ
τ ττ ττ ττ τ= − ⋅

⋅∑ , 

где Pi – вероятность попадания точки временного ряда в i-ый 
интервал и Pij(ττττ) – условная вероятность того, что значение 
временного ряда находится в j-ом интервале, при условии, 

что оно находилость в i-ом интервале за время ττττ до этого. 

Функция I (ττττ) описывает информацию о наблюдаемом значе-

нии временного ряда x(t+ττττ), которую мы можем получить, 
зная значение x(t). Если взаимная информация равна нулю, 
то это означает, что мы не можем извлечь никакой информа-
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ции о значениях x(t+ττττ). Данной утверждение эквивалентно 
тому, что координаты x(t) и x(t+ττττ) радиус-вектора, рассмат-
риваемые как случайные величины, статистически независи-
мы. Но для временного ряда, конечно, не представляется воз-
можным найти такую точку, в которой функция взаимной 
информации достигает нуля. Поэтому в качестве временной 
задержки берется первый минимум этой функции.  

Другим важным параметром вложения является размер-
ность реконструируемого псевдофазового пространства. Для 
ее вычисления существуют следующие методы [14]: 
1. На основе метода главных компонент; 
2. На основе теоремы Такенса; 
3. Метод «ложных соседей». 

Первый из представленных методов опирается на стати-
стический метод главных компонент и дает хорошие резуль-
таты для линейных систем [20]. При его применении необхо-
димо сначала выбрать достаточно большую размерность про-
странства вложения. После вычисления собственных значе-
ний ковариационной матрицы компонент радиус-вектора 
вложенных значений временного ряда, выбираются только те, 
которые вносят значительный вклад в их сумму. Данные ком-
поненты называются главными. А те компоненты, значения 
которых малы, отбрасываются. Число главных компонент 
характеризует размерность пространства вложения. Данный 
метод хорошо подходит для линейных систем, но во многом 
ошибочен для нелинейных (а именно такие системы мы и 
рассматриваем). Поэтому он мало полезен. 

Как было показано ранее, теорема Такенса утверждает, что 
аттрактор динамической системы может быть реконструирован 
с использование изменений только одной фазовой координаты 
в псевдофазовом пространстве размерности D=2[dF]+1, где 
dF – фрактальная размерность исходного аттрактора и [.]  – 
целая часть числа. Таким образом, необходимо оценить фрак-
тальную размерность исходного аттрактора по измерению 
только одной фазовой переменной. Для этих целей использует-
ся алгоритм вычисления корреляционной размерности D2, 
разработанный Грассбергером и Прокаччиа [21]. 

В соответствии с ним корреляционная размерность D2, 
являющаяся инвариантной величиной, вычисляется как 

 2 0

ln ( )
lim

lnr

Cor r
D

r→
= , 

где Cor(r) определяет вероятность того, что расстояние 
между произвольно взятой парой точек не превосходит r [22]. 

Для точек 1 2, ... nx x x  фазового пространства Cor(r) 
аппроксимируется соотношением: 
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и если n → ∞ , то ( , ) ( )Cor n r Cor r→ . 

Для определения D2 Грассбергер и Прокаччиа предложи-
ли строить график ln(Cor(n,r)) от ln(r)  для аттрактора, 
вложенного в псевдофазовое пространство размерности 
n=1,2,…. Для каждого n вычисляется наклон полученной 
кривой, где график представлен линейной зависимостью. 

Начиная с некоторого n, величина наклона перестает изме-
няться. В этом случае эта величина наклона характеризует 
корреляционную размерность, вычисленную по временному 
ряду изменения только одной фазовой переменной.  

В случае, если процесс случаен, наклон будет постоянно 
расти при увеличении размерности n. Исходя из этого, можно 
различать хаотические (нецелая размерность) и случайные 
процессы. 

В большинстве исследований размерность пространства 
вложения определяют используя метод «ложных соседей», 
разработанный Кеннелом, Брауном и Абарбанелем [23]. Его 
основная идея основана на том, что траектории в реконструи-
рованном аттракторе не должны самопересекаться. Аттрактор 
исходной динамической системы в фазовом пространстве 
является гладким многообразием. Самопересечение восста-
новленного аттрактора в псевдофазовом пространстве означа-
ет то, что данное многообразие не является гладким, а значит, 
вложение не является удачным. Условием того, что самопере-
сечения будут отсутствовать, является то, что все соседние 
точки аттрактора удачно восстановленного в Rm

, будут также 
являться соседними в Rm+1

. Данный метод позволяет найти 
такую наименьшую размерность m, что при переходе к раз-
мерности (m+1) количество «ложных соседей» (точек аттрак-
тора близких друг к другу в Rm

 и отстоящих далеко в Rm+1
) 

будет относительно мало. Полученное таким образом m и 
определяет наименьшую размерность пространства вложения, 
где возможна реконструкция аттрактора без самопересечений.  

Математически это выражается следующим образом. Для 
каждой точки 

( ) [ ( ), ( ), ..., ( ( 1) )]x t x t x t x t mτ ττ ττ ττ τ= + + −  временного 

ряда ищется ближайшая 

( ) [ ( ), ( ), ..., ( ( 1) )]n n n nx t x t x t x t mτ ττ ττ ττ τ= + + −  в ре-

конструированном псевдофазовом пространстве размерности 
m в соответствие с метрикой Евклида 

2 2

( , ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ... ( ( ( 1) ) ( ( 1)))

m n m

n n

R t x t x t

x t x t x t m x t m

ττττ
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Перейдя к пространству размерности (m+1) вычисляется 

расстояние между образами полученных точек 1( , )mR t ττττ+  и 

затем оценивается 

2 2
1

2

( ) ( )( , ) ( , )

( , ) ( ) ( )
nm m

t
m n m

x t m x t mR t R t
F

R t x t x t
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−

. 

Если F t более заданного порога, то данную точку назы-
вают «ложным соседом». Вычисляя процентное соотношение 
таких «ложных соседей» ко всем точкам в пространствах раз-
мерности m=1,2… отыскивается размерность D, где это про-
центное соотношение близко к нулю. Данная размерность D 
и будет являться подходящей размерностью для пространства 
вложения. 

 
4. ПОСТРОЕНИЕ НЕЙРОСЕТЕВОЙ 
ЭКСТРАПОЛИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 

После нахождения параметров вложения и задержки 
можно построить вложение временного ряда в псевдофазовое 

пространство ( ) ( ) ( )( ), ,..., ( 1)x t x t x t Nτ ττ ττ ττ τ+ + −  раз-

мерности [ ]2 1N m= + , где m – фрактальная размерность 

временного ряда, а [ ].  – целая часть числа. При этом, зная 

( )1N −  координату, можно однозначным образом опреде-
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Рис. 1. Среднемесячные стоки р. Припять (Мозырь). 

 
 
лить оставшуюся, т.к. временной ряд представляет собой по-
верхность в псевдофазовом пространстве задержек. Тем са-
мым задача прогнозирования временного ряда сводится к 
задаче аппроксимации функции многих переменных. Мощ-
ным средством для достижения этого являются двухслойные 
нейронные сети прямого распространения без обратных свя-
зей [24]. 

Таким образом, будем использовать нейронную сеть. 
Возьмем нелинейный многослойный персептрон (MLP) с как 

минимум (D-1) нейроном в распределительном слое (где D 
является размерностью пространства вложения), единствен-
ным скрытым слоем нейронов с нелинейной функцией акти-
вации и одним нейроном в последнем слое. При обучении 
сети, на нейроны распределительного слоя подаются значе-

ния [x(t), x(t+ττττ),…, x(t+(D-2)ττττ)] а в качестве цели берет-
ся значение x(t+(D-1)ττττ). Такая конструкция нейронной сети 
позволяет делать наиболее точное предсказание, т.к. кон-
струкция сети взята в соответствии с понятием вложения. Эта 
нейронная сеть позволяет аппроксимировать динамику си-
стемы как можно точнее. И прогнозируемые значения будут 
сходиться к аттрактору, подобному исходному. 

 
5. ПРИМЕНЕНИЕ НЕЙРОСЕТЫХ МОДЕЛЕЙ К 

ПРОГНОЗУ СРЕДНЕМЕСЯЧНЫХ СТОКОВ РЕК БЕЛА-
РУСИ 

В качестве экспериментальных данных были взяты ряды 
среднемесячных стоков рек Примять (г. Мозырь), Березина 
(г. Борисов), Неман (г. Гродно), Двина (г. Витебск) и Днепр 
(г. Могилев). Производилось обучение на отсчетах ряда до 
1986 г. и осуществлялся упреждающий прогноз на период с 
1987 по 2000 гг. Для построения оптимальной архитектуры 
сети просчитывались параметры вложения, чтобы сеть мак-
симально приближала динамику изменений временного ряда. 
Проанализируем полученные результаты для ряда среднеме-
сячных стоков р. Припять (рис.1). 

 
Вычислим задержку ττττ с использованием автокорреляци-

онной функции (рис.2) и функции взаимной информации 
(рис.3), и размерность пространства вложения методом «лож-
ных соседей» (рис.4). 
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Рис. 2. Функция автокорреляции. 
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Рис. 3. Функция взаимной информации. 
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Рис. 4. Процентное содержание «ложных соседей» для раз-

личных размерностей пространства вложения. 
 
Из графиков на рис.2 и 3 хорошо видна сезонность рас-

сматриваемого временного ряда. В качестве задержки для 
временной сети возьмем первый минимум функции взаимной 
информации, равный 4. В качестве размерности пространства 
вложения возьмем 13, т.е. количество нейронов в распредели-
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Рис. 5. Полученные при прогнозе и реальные значения на период 1997-2000 гг. 
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Рис. 6. Полученные при прогнозе и реальные значения на период 1997-1998 гг. 

 
тельном слое сети будет равно 12 (данное значение можно 
получить и из логических соображений, т.к. значение средне-
го расхода воды в данном месяце зависит от значений в 11 
предыдущих месяцах, для сохранения внутригодовой тенден-
ции, и значении в этот месяц в предыдущем году, для сохра-
нения тенденции всего ряда). При обучении сети использова-
лась матричная алгоритмизация [24] с использованием метода 
двухпараметрического обучения [25]. После обучения на про-
гноз, построенная нейронная сеть дала результат представ-
ленный на рис.5, где также приведены и истинные расходы на 
данный период. На рис.6 представлены истинные и спрогно-
зированные значения для двух первых лет прогноза. 

При анализе полученных результатов можно заключить, 
что нейронная сеть воспроизвела динамику изменений вре-
менного ряда, хотя, из-за во многом случайной природы дан-
ного ряда (что подтверждается в процессе вычисления 
наибольшего показателя Ляпунова [26]), не дала точных чис-
ленных результатов. Но при прогнозе на небольшой проме-
жуток времени (рис.6) получены вполне приемлемые резуль-
таты не только в сфере сохранения динамики, но и в точности 
спрогнозированных данных. Аналогичные результаты были 
получены и для остальных рядов измерений среднемесячных 
стоков рек Беларуси.  
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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ ОБУЧЕНИЯ МНОГОСЛОЙНЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ НА 
ОСНОВЕ УСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ ОШИБКИ 
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Рис. 1. Блочное представление многослойной нейронной сети. 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
Рассмотрим многослойную гетерогенную нейронную 

сеть, состоящую из N нейронных блоков (рис.1), каждый из 
которых имеет структуру, представленную на рис. 2. 

Входными значениями для каждого нейронного блока яв-
ляются выходы предыдущего; для первого – последователь-

ность входных образов ( ) ( )
01 ,..., , 1,k k k

mx x x k L= = . 

Выходное значение in-ого нейрона n-ого блока сети для k-ого 
образа определяется рекуррентным соотношением: 

 ( )( ), ( ),

n n

n k n k
i n iy F S= , 
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При   этом   формируется   вектор 

( )( ), ( ), ( ), ( ),...1 2 1
n

Tn k n k n k n k
mY y y y= − . 

 
Задача обучения данной многослойной гетерогенной 

нейронной сети состоит в нахождении матриц весовых коэф-
фициентов 
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