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УДК 539.3 

Босяков С.М. 

О РАСПРОСТРАНЕНИИ ТЕПЛОВЫХ ВОЛН 
В СРЕДАХ С РЕЛАКСАЦИЕЙ ТЕПЛОВОГО ПОТОКА 

 
Анализ закономерностей распространения тепловых волн 

в средах при отсутствии температурного расширения и с ре-
лаксацией теплового потока, нашел свое отражение в извест-
ных работах [1—3], а также монографии [4]. Однако в сто-
роне от внимания ученых остался ряд вопросов, касающихся 
сравнения фазовой и групповой скоростей распространения 
тепловых возмущений и их затухания. Данная работа в опре-
деленной степени компенсирует этот пробел. 

Представим решение обобщенного уравнения теплопро-
водности [3] в виде плоской волны  с круговой частотой ωωωω . В 
результате получим следующее дисперсионное уравнение: 
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где ijλλλλ  - коэффициенты теплопроводности анизотропных 

сред, cos iαααα  - направляющие косинусы нормали к волновой 

поверхности, vc  - теплоемкость при постоянной деформации, 

ττττ  - время релаксации теплового потока, k  - волновое число, 

i  - мнимая единица. 
Дальнейший анализ проведем для сред, тепловые свой-

ства которых характеризуются одним коэффициентом тепло-
проводности λλλλ . В этом случае из (1) получим 
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где ∗∗∗∗χ = ω ωχ = ω ωχ = ω ωχ = ω ω  - безразмерная частота, 1c ∗∗∗∗ξ = ω ωξ = ω ωξ = ω ωξ = ω ω  - без-

размерное волновое число, 1c  - скорость распространения 

упругой волны дилатации, 2
1 /vc c∗∗∗∗ω = λω = λω = λω = λ  - характеристиче-

ская частота, n∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗= τω= τω= τω= τω  - характерное число колебаний [4]. 

Из (2), (3) вытекают следующие выражения для фазовой 
скорости и коэффициента затухания: 
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С энергетических соображений при распространении волн 
затухание не должно быть сильным, иначе в пространстве 
может возникнуть апериодический процесс [5]. Для реализа-
ции истинного волнового процесса амплитуда волны на рас-
стояниях порядка длины волны ΛΛΛΛ  должна изменяться незна-

чительно, то есть (((( ))))exp 1q− Λ ≈− Λ ≈− Λ ≈− Λ ≈  или 1qΛ <<Λ <<Λ <<Λ << . В случае 

распространения тепловых волн с фазовой скоростью (4) и 
коэффициентом затухания (5) это условие приводит к нера-
венству 1τω >>τω >>τω >>τω >> , то есть распространение волн в среде с 
релаксацией теплового потока возможно при высокой частоте 
колебаний (частотах порядка 1013 Гц). 

Заметим, что как фазовая скорость, так и коэффициент за-
тухания имеют конечные пределы при высоких частотах 

(((( )))),ω χ → ∞ω χ → ∞ω χ → ∞ω χ → ∞ , которые зависят от времени релаксации теп-

лового потока: 
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где TV  - скорость распространения тепловых возмущений. 

Найдем групповую скорость тепловой волны 
11
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 [6], где k′′′′  и ′′′′ξξξξ  - действитель-

ные части дисперсионных законов (2) и (3) соответственно.  
 
Получим 
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Заметим, что групповая скорость тепловых волн при вы-
соких частотах также имеет конечный предел, который равен 
скорости распространения тепловых возмущений 

1T vG V c c n∞ ∗∞ ∗∞ ∗∞ ∗= = λ τ == = λ τ == = λ τ == = λ τ = . Исследуем зависимости 

фазовой скорости, коэффициента затухания и групповой ско-
рости от безразмерной частоты на примере стали при 

1 5800 /c м с==== , 12 11.75 10 с
−−−−

∗∗∗∗ω = ×ω = ×ω = ×ω = ×  [4]. 

 
Рис. 1 - Зависимость безразмерной фазовой скорости 

TV V от безразмерной частоты χχχχ  при разных 

значениях параметра n∗∗∗∗ : 1 - n∗∗∗∗ = 0.1; 2 - n∗∗∗∗ = 0.5; 

3 - n∗∗∗∗ = 1; 4 - n∗∗∗∗ = 1.5. 

 
Рис. 2 - Зависимость безразмерной групповой скорости 

TG V от безразмерной частоты χχχχ  при разных 

значениях параметра n∗∗∗∗ : 1 - n∗∗∗∗ = 0.1; 2 - n∗∗∗∗ = 0.5; 

3 - n∗∗∗∗ = 1; 4 - n∗∗∗∗ = 1.5. 

 
Как следует из рис. 1, фазовая скорость распространения 

тепловых волн не превышает скорость распространения теп-
ловых возмущений для соответствующих значений параметра 

n∗∗∗∗ . При низких частотах фазовая скорость V  на порядок 

меньше TV ; когда же 1χ ≥χ ≥χ ≥χ ≥ , эти скорости сопоставимы. Это 

подтверждает вывод о том, что релаксацию теплового потока 
следует учитывать при высоких частотах [3, 4]. 

Из поведения групповой скорости распространения теп-
ловых волн следует, что при разных значениях частоты χχχχ  

групповая скорость может быть меньше или больше скорости 
распространения тепловых возмущений. Решение уравнения 

TG V====  относительно безразмерной частоты показывает, что 

это равенство выполняется при 5 2 2
экв

n∗∗∗∗χ = −χ = −χ = −χ = −  (или 

5 2 2
экв

ω = − τω = − τω = − τω = − τ ), то есть при 
экв

χ ≥ χχ ≥ χχ ≥ χχ ≥ χ  групповая ско-

рость TG V≥≥≥≥ . Особенностью зависимости групповой скоро-

сти от частоты, по сравнению с аналогичной зависимостью 

для фазовой скорости, является наличие максимума группо-

вой скорости max 4 6 9TG V==== , который достигается при 

max 1 3n∗∗∗∗χ =χ =χ =χ =  (или max 1 3ω = τω = τω = τω = τ ). После прохождения 

максимума групповая скорость стремится к скорости распро-
странения тепловых возмущений. 

 
Рис. 3 - Зависимость безразмерной групповой скорости 

G V от безразмерной частоты χχχχ  при разных значе-

ниях параметра n∗∗∗∗ : 1 - n∗∗∗∗ =0.1; 2 - n∗∗∗∗ =0.5; 3 - n∗∗∗∗ =1; 

4 - n∗∗∗∗ =1.5. 

 

На рис. 3 представлены зависимости G V  от безразмер-

ной частоты при разных значениях параметра n∗∗∗∗ . Групповая 

скорость всегда превышает фазовую, причем на частотах 
1χ ≈χ ≈χ ≈χ ≈  отличие составляет 1.5 2÷÷÷÷  раза и при увеличении χχχχ  

групповая скорость приближается к фазовой; функция G V  

при низких и высоких частотах максимумов не имеет. Зави-
симости безразмерной фазовой и групповой скоростей от 

параметра n∗∗∗∗  имеют аналогичный вид. 

 
Рис. 4 – Зависимость безразмерного коэффициента затухания 

q q∞∞∞∞ от безразмерной частоты χχχχ  при разных зна-

чениях параметра n∗∗∗∗ : 1 - n∗∗∗∗ =0.1; 2 - n∗∗∗∗ =0.5; 3 - 

n∗∗∗∗ =1; 4 - n∗∗∗∗ =1.5. 

 

На рис. 4 представлена зависимость функции q q∞∞∞∞  от 

безразмерной частоты при различных значениях параметра 

n∗∗∗∗ . С увеличением *n  коэффициент затухания быстрее 

стремится к своему предельному значению, причем влияние 

n∗∗∗∗  на затухание тепловых волн заметно при значениях по-

рядка 2 310 10− −− −− −− −÷÷÷÷ . 
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Рис. 5 – Зависимость безразмерного коэффициента затухания 

класq q∞∞∞∞ от безразмерной частоты χχχχ  при разных 

значениях параметра n∗∗∗∗ : 1 - n∗∗∗∗ =0.1; 2 - n∗∗∗∗ =0.5; 3 - 

∗n =1; 4 - n∗∗∗∗ =1.5. 

На рис.5 показана зависимость класq q∞∞∞∞  от χχχχ  при разных 

параметрах n∗∗∗∗ , где класq∞∞∞∞  - предельный коэффициент затуха-

ния тепловых модификаций упругих волн в классической и 

обобщенной теориях термоупругости ( 12класq c∞ ∗∞ ∗∞ ∗∞ ∗= εω= εω= εω= εω , εεεε  - 

коэффициент связанности, для стали εεεε = 0.0114 [4]). В общем 

случае тепловая волна в теории теплопроводности с релакса-
цией теплового потока быстрее затухает по сравнению с вы-
ше указанными типами волн, причем коэффициент затухания 

при различных значениях n∗∗∗∗  заметно изменяется в окрестно-

стях характеристической частоты (((( ))))1∗∗∗∗ω χ =ω χ =ω χ =ω χ = . 
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Поляченко А.Н., Э. Клемт, Г. Цибольд, Гладыщук А.А., Поляченко В.В. 

ДАТИРОВАНИЕ РАДИОАКТИВНЫХ ОСАДКОВ МЕТОДОМ 210Pb 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Изотоп радия (период полураспада 1622 лет) распадается 

на инертный газ 222Rn (период полураспада 3,83 дней). Кото-
рый, в свою очередь, через серию короткоживущих изотопов 
(рис.1) распадается на 210Pb (период полураспада 22,26 лет). 
Часть атомов 222Rn образованного при распаде 226Ra в почве, 
извлекается посредствам диффузии с поверхности земли и 
проходит процесс распада до 210Pb в атмосфере. Последний, 
выпадает из атмосферы обратно на поверхность земли, дно 
рек и озер. Попав в озеро, 210Pb  постепенно, в зависимости от 
скорости осаждения, оседает на дно[1-3]. 

Удельная активность 210Pb имеет две компоненты, 
Supported (поддерживаемый) 210Pb – это та часть, которая 
образуется при распаде 222Rn в грунте и Unsupported 210Pb 
(неподдерживаемый остаток) – это та часть, которая образу-
ется в атмосфере и выпадает на землю под воздействием ме-
теорологических факторов. Таким образом, при непосред-
ственном измерении удельной активности 210Pb в осадках мы 
получим удельную активность всего 210Pb (Total 210Pb): 

A TOTAL=A SUPPORTED+A UNSUPPORTED 
В отсутствии осаждения 210Pb и 222Ra находились бы в ра-

диоактивном равновесии, поэтому, концентрацию Supported 
210Pb можно оценить по концентрации 226Ra (или по концен-
трации его дочерних ядер 214Pb, 214Bi) в грунте. Концентрация 
Unsupported 210Pb определяется разницей между концентра-
цией Total 210Pb и Supported 210Pb. 

Рис. 1 – Последовательность радиоактивного распада 226Ra в 
атмосфере и грунте. 

 
Для расчёта возраста осадков использовались две модели. 

CIC (Constant initial concentration) и CRS (Constant rate supply) 
модель [4,5,7]. CIC модель предполагает постоянную началь-
ную концентрацию Unsupported 210Pb на единицу сухой массы 
на каждой стадии накопления, не учитывая изменения в ско-
рости накопления. Это значит, что удельная активность спа-
дает экспоненциально с течением времени: 

 (((( )))) (((( ))))0 expC C t= ⋅ −λ ⋅= ⋅ −λ ⋅= ⋅ −λ ⋅= ⋅ −λ ⋅ , 

поэтому возраст осадков, учитывая постоянную начальную 
концентрацию Unsupported 210Pb, можно рассчитать следую-
щим образом: 
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В атмосфере: Unsupported 210Pb 
                       222Rn → 218Po → 214Pb → 214Bi → 214Po → 210Pb 
 
                                                                         Выпадение, 
                                                                         осаждение 
 
 
В грунте: Supported 210Pb 
226Ra → 222Rn → 218Po → 214Pb → 214Bi → 214Po → 210Pb 
T1/2 =1600л     3,8д         3,1м       27м         20м       160мкс 
 


