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входящих в комплект, с координатами границ зон, 
если хотя бы какие-то два контейнера текущего 
комплекта находятся в разных зонах или хотя бы 
один из контейнеров и назначенный вагон нахо-
дятся в разных зонах, то комплект определяется 
как межзонный и исключается из зоны; 

2.5) последовательно просматривается каждая зона и 
определяется количество комплектов принадле-
жащих текущей зоне (исключая межзонные ком-
плекты), если в зоне комплектов нет, то количе-
ство зон уменьшается на 1 и выполняется переход 
к п.2.1 до тех пор, пока N>0; 

3) решение задачи коммивояжера для получения маршрута 
передвижения кранов; 
3.1) для каждой зоны, полученной на этапе 2, форми-

руются данные для задачи коммивояжера; 
3.2) решается задача коммивояжера методом включе-

ния ближайшего соседа. При этом определяется 
псевдооптимальный путь движения крана в зоне z 
для загрузки комплектов на вагоны, которые от-
носятся к текущей зоне z (не считая межзонные 
комплекты), если комплект загружен на вагон, то 
помечается вагон как загруженный, а комплект 
как распределенный; 

4) если все вагоны загружены, то задача решена. В против-
ном случае, есть незагруженные межзонные комплекты. 
Полагается N=N-1 и этапы 1-3 повторяются. 

 
5. РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕСТИРОВАНИЯ ПРОГРАММЫ 
Для снижения затрат на тестирование был разработан мо-

дуль генерации тестов. Тесты генерируются случайным обра-
зом. Закон распределения случайной величины – равномер-
ный. В генераторе тестов учитываются такие параметры, как 
средневзвешенная ширина комплекта, количество комплек-
тов. А также учитываются следующие ограничения: количе-
ство комплектов равно количеству вагонов, количество ваго-
нов не должно превышать максимально возможное количе-
ство на площадке, количество типов вагонов и типов ком-
плектов должно совпадать. 

Основным критерием, по которому оценивалось качество 
программы, являлось минимальное время счета задачи (не 
более 10 мин). 

В результате генерации тестов и работы программы полу-
чены следующие результаты при решении задачи для 20 ком-
плектов и 20 вагонов: среднее время решения равно 1.38 с. 

Таким образом, предложенный алгоритм решения задачи 
показал достаточно высокое быстродействие. 
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УДК 681.324:519.711.7 

Маньяков Н.В., Махнист Л.П. 

ОБУЧЕНИЕ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
КОВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ 

 
1. ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим нейронную сеть, состоящую из n нейронных 

элементов распределительного слоя и m – выходного слоя 
(рис.1).  

Для данной сети каждый нейрон распределительного слоя 

имеет синаптические связи (((( ))))1, , 1,ijw i n j m= == == == =  со 

всеми нейронами обрабатывающего слоя. В качестве нейро-
нов выходного слоя используются элементы с некоторой 

строго монотонной функцией активации F (строгая монотон-
ность необходима для существования обратной функции). На 
вход сети подаются входные образы – векторы 

(((( )))) (((( ))))1 , ..., , 1,k k k
nx x x k L= == == == =  или, что тоже самое, на 

вход сети подается вектор (((( ))))1 1, ..., ,T T T
n nξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ++++==== , где векто-

ра (((( )))) (((( ))))1, ..., , 1,L
q q qx x q nξξξξ = == == == =  и (((( ))))1 1, ..., 1nξξξξ ++++ = − −= − −= − −= − − .  

 

Выходное значение j-ого нейрона сети для k-ого образа 
определяется соотношением: 

 (((( ))))k k
j jy F S==== , 

где 

 
1

, 1, , 1,
n

k k
j ij i j

i

S w x T j m k L
====

= − = == − = == − = == − = =∑∑∑∑ . 
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Рис.1. Схема функционирования нейронной сети 
 
 

Задача обучения нейронной сети с фиксированной функ-
цией активации F [1] состоит в нахождении весовых коэффи-

циентов (((( ))))1, , 1,ijw i n j m= == == == =  и порогов нейронных 

элементов (((( ))))1,jT j m==== , которые минимизируют неко-

торую ошибку сети ES, как отклонение выходных значений 
k
jy  от эталонных значений k

jt - j-ого нейрона сети для k-ого 

образа. В качестве ошибки будем рассматривать усредненное 
по количеству образов «квадратичное отклонение» 

(((( ))))2

1 1

1
2

L m
k k

S j j
k j

E y t
L = == == == =

= −= −= −= −∑∑∑∑∑∑∑∑ . 

 

Столбец (((( ))))1 2, , ...,
TT T T

mW W W W==== , где 

(((( ))))1 2, , ..., , , 1,
T

j j j nj jW w w w T j m= == == == = , будем называть 

приближенным решением или просто решением системы (по 
методу наименьших квадратов):  

 
1

, 1, , 1,
n

k k
ij i j j

i

F w x T t j m k L
====

    − = = =− = = =− = = =− = = =    
    
∑∑∑∑ , 

если «квадратичное отклонение» 
2

1 1 1

1
2

L m n
k k

S ij i j j
k j i

E F w x T t
L = = == = == = == = =

        = − −= − −= − −= − −        
        

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑ достигает 

своего наименьшего значения. 
 
 

2. ОПИСАНИЕ МЕТОДА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КО-
ВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ 

Для решения данной задачи рассмотрим взаимосвязанную 
с ней задачу с линейной нейронной сетью (рис.2).  

Решение задачи с линейной нейронной сетью будет полу-
чено из системы: 

 (((( ))))1

1

, 1, , 1,
n

k k
ij i j j

i

w x T F t j m k L−−−−

====

− = = =− = = =− = = =− = = =∑∑∑∑ , 

для чего необходимо минимизировать усредненное по коли-
честву образов «квадратичное отклонение» задаваемое выра-
жением: 

 

(((( ))))(((( ))))

(((( ))))

2
1
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2
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1
2

1
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k k

S j j
k j
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E S F t
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w x T F t
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−−−−

= = == = == = == = =
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    = − −= − −= − −= − −    
    

∑∑∑∑∑∑∑∑

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑
. 

Данная взаимосвязанность справедлива в силу однознач-
ности и монотонности функции активации F. 
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Рис.2. Нейронная сеть взаимосвязанной задачи. 
 
 

В дальнейшем будем обозначать векторы эталонных зна-

чений выхода линейной сети как 

(((( )))) (((( ))))(((( ))))1 1 1, ..., , 1,L
j j jF t F t j mηηηη − −− −− −− −= == == == = . 

 

Функция ошибки ES, которую необходимо минимизиро-

вать, после преобразования, примет вид: 
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2
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где [ , ]i jK ξ ξξ ξξ ξξ ξ  - ковариация случайных векторов ,i jξ ξξ ξξ ξξ ξ , яв-

ляющихся последовательностями входных образов i-ого и j-

ого нейронов распределительного слоя, ,K ξ ξξ ξξ ξξ ξ    
      - ковариа-

ционная матрица случайного вектора ξξξξ , jD ηηηη          − диспер-

сия случайного вектора jηηηη , являющегося выходной последо-

вательностью j-ого нейрона взаимосвязанной задачи [2]. 

Теорема 1. Если входные образы 1 2 1, , ..., ,n nξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ++++  ли-

нейно независимы, то весовые коэффициенты однослойной 
нейронной сети (рис.2) с монотонной функцией активации 
определяются однозначно из соотношения 

1 , ,j jW K Kξ ξ ξ ηξ ξ ξ ηξ ξ ξ ηξ ξ ξ η−−−−             = ⋅= ⋅= ⋅= ⋅             . 

 
Доказательство. Будем рассматривать эквивалентную 

нейронную сеть (рис.2). Необходимо найти такой вектор ве-

совых коэффициентов W , который минимизирует функцию 

ошибки ES. Так как она строилась в соответствии с методом 
наименьших квадратов, то такой вектор существует. Докажем 
его единственность.  

Данный вектор будет являться стационарной точкой 
функции ES. Найдем его из соотношения (1) взяв частные 

производные по элементам вектора W  и приравняв их к ну-
лю. Имеем: 
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что совпадает с соотношением 
1 , ,j jW K Kξ ξ ξ ηξ ξ ξ ηξ ξ ξ ηξ ξ ξ η−−−−             = ⋅= ⋅= ⋅= ⋅             . 

Покажем, что определитель ковариационной матрицы 

,K ξ ξξ ξξ ξξ ξ    
      отличен от нуля. 

Предположим, что компоненты вектора ξξξξ  линейно зави-

симы, т.е. существуют такие числа 1 2 1, , ..., nλ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ ++++ не все рав-

ные нулю, что выполняется соотношение 

1 1 2 2 1 1... 0n nλ ξ λ ξ λ ξλ ξ λ ξ λ ξλ ξ λ ξ λ ξλ ξ λ ξ λ ξ+ ++ ++ ++ ++ + + =+ + + =+ + + =+ + + = , 

где 0  - нуль-вектор. 
Тогда 

1 1 1

1 1 1

, , 0
n n n T

q q i j i j
q i j

D K Kλ ξ λ λ ξ ξ λ ξ ξ λλ ξ λ λ ξ ξ λ ξ ξ λλ ξ λ λ ξ ξ λ ξ ξ λλ ξ λ λ ξ ξ λ ξ ξ λ
+ + ++ + ++ + ++ + +

= = == = == = == = =

    
        = = == = == = == = =              

    
∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑

где (((( ))))1 2 1...
T

nλ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λ ++++==== . 

Т.е. неотрицательная в силу определения функция 
1

1

n

q q
q

D λ ξλ ξλ ξλ ξ
++++

====

    
    
    
∑∑∑∑  достигает в ненулевой точке своего наимень-

шего значения. Поэтому однородная система (необходимое 
условие экстремума)  

 , 0
D

K ξ ξ λξ ξ λξ ξ λξ ξ λ
λλλλ

∂∂∂∂     = == == == =    ∂∂∂∂
 (*) 

имеет ненулевое решение, откуда следует вырожденность 

ковариационной матрицы ,K ξ ξξ ξξ ξξ ξ    
     . 

Пусть теперь матрица ,K ξ ξξ ξξ ξξ ξ    
      вырождена. Тогда си-

стема (*) имеет ненулевое решение. Умножая эту систему 

справа на 
T

λλλλ получаем 

 , 0
T
Kλ ξ ξ λλ ξ ξ λλ ξ ξ λλ ξ ξ λ     ====     , 

откуда следует 
1

1

0
n

q q
q

D λ ξλ ξλ ξλ ξ
++++

====

    
====    

    
∑∑∑∑  и, значит, компоненты 

вектора ξξξξ  линейно зависимы. 

Но так как по условию теоремы входные образы 

1 2 1, , ..., ,n nξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ++++  линейно независимы, то матрица ковари-

ации невырождена и, значит, справедлива формула  
1 , ,j jW K Kξ ξ ξ ηξ ξ ξ ηξ ξ ξ ηξ ξ ξ η−−−−             = ⋅= ⋅= ⋅= ⋅             . 

Теорема доказана. 
Сформулируем в виде следствий утверждения, которые 

могут быть использованы при выборе архитектуры нейрон-
ной сети, применяемой, например, для прогнозирования вре-
менных рядов. 

Следствие 1. Ковариационная матрица ,k kK ϑ ϑϑ ϑϑ ϑϑ ϑ    
     , где 

(((( ))))1 2 ...k kϑ ξ ξ ξϑ ξ ξ ξϑ ξ ξ ξϑ ξ ξ ξ====  − случайный вектор с элементами 

являющимися последовательностями входных образов k 
нейронов распределительного слоя, невырождена. 

Следствие 2. Для оптимального прогнозирования функ-
ции методом скользящего окна необходимо выбирать количе-
ство входных нейронов таким образом, чтобы ковариацион-
ная матрица входных образов была невырождена. 

Полученные в теореме 1 результаты, дают возможность 
получения приближенного решения задачи обучения нейрон-
ной сети с нелинейной функцией активации, используя сле-
дующее утверждение. 

Предложение 1. Решение исходной задачи обучения 
нейронной сети (рис.1) существует с ошибкой не превосхо-

дящей величину (((( ))))(((( ))))2
0m Fε εε εε εε ε ∗∗∗∗′′′′= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅ . 

Доказательство. 
Пусть вектор 

((((
))))

11 21 1 1 12 22 2 2

1 2

, , ..., , , , , ..., , , ...,

, , , ..., ,

n n

T

m m nm m

W w w w T w w w T

w w w T

∗∗∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗

====
 

получен с использованием теоремы 1 и «квадратичное откло-
нение» 

(((( ))))
2

1

1 1 1

1
2

L m n
k k

S ij i j j
k j i

E w x T F t
L

εεεε∗ ∗ ∗ − ∗∗ ∗ ∗ − ∗∗ ∗ ∗ − ∗∗ ∗ ∗ − ∗

= = == = == = == = =

    = − − == − − == − − == − − =    
    

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑ . 

Предположим, что существует нехудшее решение 

((((
))))

11 21 1 1 12 22 2 2

1 2

, , ..., , , , , ..., , , ...,

, , , ..., ,

n n

T

m m nm m

W w w w T w w w T

w w w T

====
 

системы 
1

, 1, , 1,
n

k k
ij i j j

i

F w x T t j m k L
====

    − = = =− = = =− = = =− = = =    
    
∑∑∑∑  

по методу наименьших квадратов. 
Тогда 

(((( ))))(((( ))))

(((( ))))(((( ))))

2

1

1 1 1

2

1

1 1 1

1
2

1
2

L m n
k k

S ij i j j
k j i

L m n
k k

ij i j j
k j i

E F w x T F F t
L

F w x T F F t
L

−−−−

= = == = == = == = =

∗ ∗ −∗ ∗ −∗ ∗ −∗ ∗ −

= = == = == = == = =

        = − − ≤= − − ≤= − − ≤= − − ≤        
        

        ≤ − −≤ − −≤ − −≤ − −        
        

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑
 

С другой стороны, используя формулу конечных прира-
щений Лагранжа, имеем, что  

(((( ))))(((( ))))

(((( )))) (((( ))))

2

1

1 1 1

22
1

1 1 1

1
2

1
2max

L m n
k k

ij i j j
k j i

L m n
k k

ij i j j
S k j i

F w x T F F t
L

F S w x T F t
L

∗ −∗ −∗ −∗ −

= = == = == = == = =

∗ ∗ −∗ ∗ −∗ ∗ −∗ ∗ −

= = == = == = == = =

        − − ≤− − ≤− − ≤− − ≤        
        

        ′′′′≤ ⋅ − −≤ ⋅ − −≤ ⋅ − −≤ ⋅ − −        
         

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑
 

Следовательно,  

(((( )))) (((( ))))(((( ))))

2

1 1 1

2
2

1
2

0max

L m n
k k

S ij i j j
k j i

S

E F w x T t
L

F S Fε εε εε εε ε

= = == = == = == = =

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗

        = − − ≤= − − ≤= − − ≤= − − ≤        
        

    ′ ′′ ′′ ′′ ′≤ ⋅ = ⋅≤ ⋅ = ⋅≤ ⋅ = ⋅≤ ⋅ = ⋅    
    

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑
 

т. к. (((( )))) (((( ))))max 0
S

F S F′ ′′ ′′ ′′ ′==== , для функций активации F [1]. 

Таким образом, полученное неравенство может служить 
верхней оценкой для минимальной квадратичной ошибки 

сети mεεεε , которой необходимо достичь в процессе обучения, 

так как при (((( ))))(((( ))))2
0m Fε εε εε εε ε ∗∗∗∗′′′′= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅  решение исходной системы 

существует. 
Предложение доказано. 
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Используя теорему 1 можно получить необходимое усло-
вие единственности решения задачи обучения нейронной сети 
(1). 

Предложение 2. Если задача обучения линейной нейрон-
ной сети имеет единственное решение, то выполняется нера-
венство: 1L n≥ +≥ +≥ +≥ + , где L – количество образов, n – количе-
ство нейронов в распределительном слое. 

Доказательство. Покажем что в этом случае вектора 

(((( )))) (((( ))))1, ..., , 1,L
q q qx x q nξξξξ = == == == =  и (((( ))))1 1, ..., 1nξξξξ ++++ = − −= − −= − −= − − , пода-

ваемые на нейроны распределительного слоя, где количество 
образов L n≤≤≤≤ , являются линейно зависимыми. 

Составим их линейную комбинацию и приравняем её к 
нулю: 

 1 1 2 2 1 1... 0n nλ ξ λ ξ λ ξλ ξ λ ξ λ ξλ ξ λ ξ λ ξλ ξ λ ξ λ ξ+ ++ ++ ++ ++ + + =+ + + =+ + + =+ + + = , 

что равносильно системе: 

 

1 1 1
1 1 2 2 1
2 2 2
1 1 2 2 1

1 1 2 2 1

... 0

... 0

...

... 0

n n n

n n n

L L L
n n n

x x x

x x x

x x x

λ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λ
λ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λ

λ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λ

++++

++++

++++

 + + + − =+ + + − =+ + + − =+ + + − =
 + + + − =+ + + − =+ + + − =+ + + − =


 + + + − =+ + + − =+ + + − =+ + + − =

, 

где L n≤≤≤≤ , с матрицей системы 

 

1 1 1
1 2
2 2 2
1 2

1 2

... 1

... 1

... ... ... ... ...

... 1

n

n

L L L
n

x x x

x x x
A

x x x

    −−−−
    −−−−    ====
    
        −−−−    

, 

размерности ( 1)L n× +× +× +× + . 

Т.к. (((( )))) (((( ))))min , 1 1rang A L n L n≤ + = < +≤ + = < +≤ + = < +≤ + = < + , то рас-

сматриваемая система имеет ненулевое решение 

(((( ))))1 2 1... nλ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λ ++++==== , а значит 

(((( )))) (((( ))))1, ..., , 1,L
q q qx x q nξξξξ = == == == =  и (((( ))))1 1, ..., 1nξξξξ ++++ = − −= − −= − −= − −  ли-

нейно зависимы, что в соответствии с теоремой 1 означает 

вырожденность ковариационной матрицы ,K ξ ξξ ξξ ξξ ξ    
     . Поэто-

му вектор W  определяется не единственным образом. 
Предложение доказано. 
Таким образом, задачи нахождения минимума функции 

(1) и решения системы (2) эквивалентны. Для численного 
нахождения матрицы, обратной к ковариационной, можно 
использовать любой из известных методов [3]. 

 
3. К ВОПРОСУ О СХОДИМОСТИ МЕТОДА 

ОБУЧЕНИЯ 
Полученные в данном разделе результаты дают возмож-

ность оценить скорость сходимости алгоритмов различных 
численных методов обучения нейронных сетей как, например,  
в [4]. 

Теорема 2. Функция ES эквивалентной задачи, определя-
емая соотношением (1) является сильно выпуклой функцией. 

Доказательство. Как было показано ранее в условии тео-
рем 1 при линейной независимости входных образов 

1 2 1, , ..., ,n nξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ++++  у функции (1) существует единственная 

точка минимума. А это значит, что матрица Гессе этой функ-
ции в точке минимума является неотрицательно определен-
ной.  

Функцию (1) можно записать как следующую квадратич-
ную функцию: 

(((( ))))1 2

1

2

1
...

2

, 0 ... 0

0 , ... 0

...... ... ... ...

0 0 ... ,

T T T
S m

m

E W W W

K
W

K W

W
K

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

= ×= ×= ×= ×

        
             

            
            × ⋅ +× ⋅ +× ⋅ +× ⋅ +
        
             
            

        

 

(((( ))))

1

2
1 2

1

,

, 1
...

2...

,

m
T T T

m j
j

m

K

K
W W W D

K

ξ ηξ ηξ ηξ η

ξ ηξ ηξ ηξ η
ηηηη

ξ ηξ ηξ ηξ η

====

        −−−−         
        −−−−              + ⋅ + =+ ⋅ + =+ ⋅ + =+ ⋅ + =        
    
            −−−−         

∑∑∑∑

 

 (((( )))) (((( ))))1
, ,

2
QW W c W b= + += + += + += + + , где 0b ≥≥≥≥  (3) 

Но матрица Гессе этой квадратичной функции имеет вид 

 

, 0 ... 0

0 , ... 0

... ... ... ...

0 0 ... ,

K

K
Q

K

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

        
        

        
        ====

    
    
        

        

, 

который не зависит от точки W . Таким образом, в любой 
точке симметричная матрица Гессе неотрицательная. А это 
значит, что все её диагональные (главные) миноры не отрица-
тельны, в частности, и угловые миноры [4,5].  

Рассмотрим сначала угловые миноры порядка k не боль-

шего, чем n+1. Эти миноры являются минорами ковариаци-

онной матрицы ,k kK ϑ ϑϑ ϑϑ ϑϑ ϑ    
     , где 

(((( ))))1 2 ...T T T
k kϑ ξ ξ ξϑ ξ ξ ξϑ ξ ξ ξϑ ξ ξ ξ==== . А как показано в следствии 1 

теоремы 1, они отличны от нуля, а значит, строго положи-
тельны.  

Рассмотрим миноры порядка k большего n+1. Они име-
ют вид: 

 

, 0 ... 0

0 , ... 0

... ... ... ...

0 0 ... ,r r

K

K

K

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ϑ ϑϑ ϑϑ ϑϑ ϑ

    
    

    
    

    
    

, 

где mod ( 1)r k n= += += += + , и, соответственно, равны как 

определители блочной матрицы произведению определите-
лей: 

 , , ... ,r rK K Kξ ξ ξ ξ ϑ ϑξ ξ ξ ξ ϑ ϑξ ξ ξ ξ ϑ ϑξ ξ ξ ξ ϑ ϑ                    ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅                     , 

каждый из которых, в соответствии с выше доказанным, от-
личен от нуля. Т. е. является положительным числом. 

Таким образом, мы показали, что все угловые миноры 

матрицы Q, строго положительны. В соответствии с критери-
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ем Сильвестра это означает положительную определенность 

матрицы Q квадратичной функции (3). 
 

Учитывая тождества (((( ))))2 1α α α αα α α αα α α αα α α α= − −= − −= − −= − −  и 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))2
1 1 1α α α αα α α αα α α αα α α α− = − − −− = − − −− = − − −− = − − − , получим: 

(((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( ))))1 2 1 21 , 1Q W W W Wα α α αα α α αα α α αα α α α+ − + − =+ − + − =+ − + − =+ − + − =  

 

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))
(((( )))) (((( ))))

2 1 1 1 2 2 1

2 2 2

, 1 , ,

1 ,

QW W QW W QW W

QW W

α α αα α αα α αα α α

αααα

= + − + += + − + += + − + += + − + +

+ − =+ − =+ − =+ − =
 

 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( ))))(((( ))))

1 1 2 2

1 2 1 2

, 1 ,

1 ,

QW W QW W

Q W W W W

α αα αα αα α

α αα αα αα α

= + − −= + − −= + − −= + − −

− − − −− − − −− − − −− − − −
 

 
Поэтому 

(((( ))))(((( ))))1 21SE W Wα αα αα αα α+ − =+ − =+ − =+ − =  

 

(((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( ))))
(((( ))))(((( ))))
1 2 1 2

1 2

1
1 , 1

2

, 1

Q W W W W

c W W b

α α α αα α α αα α α αα α α α

α αα αα αα α

= + − + − += + − + − += + − + − += + − + − +

+ + − + =+ + − + =+ + − + =+ + − + =
 

 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( )))) (((( ))))

1 1 2 2

1 2

1 1
, 1 ,

2 2

, 1 ,

QW W QW W

c W c W b b

α αα αα αα α

α αα αα αα α

= + − += + − += + − += + − +

+ + − + + −+ + − + + −+ + − + + −+ + − + + −
 

 

(((( )))) (((( ))))(((( ))))1 2 1 21
1 ,

2
b Q W W W Wα αα αα αα α− − − − − =− − − − − =− − − − − =− − − − − =  

 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( ))))(((( ))))

1 2

1 2 1 2

1

1
1 ,

2

S SE W E W b

Q W W W W

α αα αα αα α

α αα αα αα α

= + − − −= + − − −= + − − −= + − − −

− − − − ≤− − − − ≤− − − − ≤− − − − ≤
 

 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( ))))(((( ))))

1 2

1 2 1 2

1

1
1 ,

2

S SE W E W

Q W W W W

α αα αα αα α

α αα αα αα α

≤ + − −≤ + − −≤ + − −≤ + − −

− − − − ≤− − − − ≤− − − − ≤− − − − ≤
 

 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( ))))

1 2

2
1 2

1

1
2

S SE W E W

W W

α αα αα αα α

λλλλ α αα αα αα α

≤ + − −≤ + − −≤ + − −≤ + − −

− − −− − −− − −− − −
 

 

т.к., для положительно определенной матрицы Q, справедли-
во неравенство  

(((( ))))(((( )))) 2
1 2 1 2 1 2,Q W W W W W Wλλλλ− − ≥ −− − ≥ −− − ≥ −− − ≥ − , где λλλλ - её 

наименьшее собственное значение. Таким образом, мы при-
шли к выводу о сильной выпуклости функции ошибки ES 
эквивалентной задачи. 

Теорема доказана. 

Эта теорема ещё раз подтверждает факт, что функция ES 
имеет единственную точку минимума, т. к. она сильно вы-
пукла. 

 
4. АЛГОРИТМ МЕТОДА ИСПОЛЬЗУЮЩЕГО 

МАТРИЦУ КОВАРИАЦИИ 
На основании вышеизложенного приведем алгоритм ре-

шения вспомогательной задачи на основании метода с ис-
пользованием ковариационной матрица. 

1. Вычисляется ковариационная матрица ,K ξ ξξ ξξ ξξ ξ    
      после-

довательностей входных образов на нейроны распредели-
тельного слоя. 

2. Вычисляются матрицы ковариации 

, , 1,jK j mξ ηξ ηξ ηξ η     ====      вектора входных образов и по-

следовательностей {{{{ }}}} , 1,j k
k Lηηηη ====  выходных данных 

вспомогательной сети. 
3. Обращается полученная ковариационная матрица 

,K ξ ξξ ξξ ξξ ξ    
     . 

4. Вычисляются весовые коэффициенты сети с использова-

нием формул 1 , ,j jW K Kξ ξ ξ ηξ ξ ξ ηξ ξ ξ ηξ ξ ξ η−−−−             = ⋅= ⋅= ⋅= ⋅             , где 

1,j m==== . 

Данный алгоритм может быть использован для прибли-
женного решения задачи обучения нейронной сети с нели-
нейной функцией активации. Кроме того, полученное с его 
помощью решение может быть использовано как начальное 
для решения задачи с использованием различных численных 
методов обучения таких как, например, градиентные методы 
[4]. 
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