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=dππππ( dππππ-1(Ng)) = dππππ( Ng
*). 

Отсюда: 
 d La(Nf

*) = Ng
*
, (13) 

поскольку при d La полный прообраз преобразуется в пол-
ный прообраз. 

Пусть 

 ωωωωt+1 = 0,…,ωωωωr = 0 (14) 

- система 1-форм в точке g
∧∧∧∧

*(xo), определяющая подпро-
странство Ng

*
, тогда система 

 d La ωωωωt+1 = 0,…, d La ωωωωr = 0 (15) 

1-форм в точке f
∧∧∧∧

(xo) будет определять подпространство 
Nf

*
. Рассуждая аналогично для подпространства Nif

*
и Nig

*, i 
= 1,2,…, p+1, получим, что Nif

*
и Nig

*  определяются систе-

мами 1-форм, отличающимися левым сдвигом La. Это озна-
чает, что дифференциальные инварианты подмногообразий 
(Do, f) и (Do, g) в соответствующих точках совпадают. Ба-

зисными формами подмногообразия (Do, f), ωωωωs+1
,…, ωωωωt

 мож-

но выбрать формы *
i xd f (V )

∧∧∧∧

0
, где V = {V1,…,Vn}- неко-

торый базис векторных полей на Do. Тогда базисными фор-

мами подмногообразия (Do, g) будут формы 

*
i xd( a f )(V )

∧∧∧∧

0
���� = *

i xd g(V )
∧∧∧∧

0
= *

i xd f (V )
∧∧∧∧

0
. 

Достаточность. Пусть существует базис V = {V1,…,Vn}  

векторных полей на Do, такой, что ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do  в базисе ωωωωi = 

*
i xd f (V )

∧∧∧∧

0
= *

i xd g(V )
∧∧∧∧

0
 подмногообразия (Do, f) и (Do, g) 

имеют одинаковые дифференциальные инварианты. Это зна-

чит, что любая форма ωωωωi
, не являющаяся базисной, выражает-

ся через ωωωωi
 на пространствах 

f ( x )
T ( )∧∧∧∧

∧∧∧∧

0

Im f  и 
g( x )

T ( )∧∧∧∧

∧∧∧∧

0

Im g  

с одними и теми же коэффициентами. Поскольку ωωωωi = 

*
i xd f (V )

∧∧∧∧

0
= *

i xd g(V )
∧∧∧∧

0
, то ωωωωi ( *

k xd f (V )
∧∧∧∧

0
) = ωωωωi  

( *
k xd g(V )

∧∧∧∧

0
) = i

kδδδδ , i, k = 1, 2,…, n и значит: 

f
∧∧∧∧

*(ωωωωi) = g
∧∧∧∧

*(ωωωωi), i = 1, 2,…, n. 

Остальные левоинвариантные формы ωωωωi
 группы Ли G в 

точках f
∧∧∧∧

(xo) и g
∧∧∧∧

(xo) выражаются через базисные с одина-

ковыми коэффициентами: ωωωωi = i
i

i

α ωα ωα ωα ω∑∑∑∑ . Значит: 

f
∧∧∧∧

*(ωωωωi) = f
∧∧∧∧

*( i
i

i

α ωα ωα ωα ω∑∑∑∑ ) = i
i

 f *αααα
∧∧∧∧

∑∑∑∑ (ωωωωi) = 

= i
i

 f *αααα
∧∧∧∧

∑∑∑∑ (ωωωωi) = g
∧∧∧∧

*( i
i

i

α ωα ωα ωα ω∑∑∑∑ ) =  g
∧∧∧∧

*( ωωωωi). 

Таким образом, выполняется условие теоремы 2.3 [2, стр. 

238]. Тогда существует элемент  a∈∈∈∈ G такой, что для любого 

 xo∈∈∈∈ Do: g(xo) = La( f(x0)), то есть по следствию 1 под-

многообразия (Do, f) и (Do, g) эквивалентны. Теорема дока-
зана. 
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УДК 517.9 
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КОНСТРУКТИВНЫЙ АНАЛИЗ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО ДИЗАЙНА 
КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА В СЛУЧАЕ ДВУХ КРУГОВЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 

 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

При конструировании композиционных материалов воз-
никает задача размещения круговых включений таким обра-
зом, чтобы проводимость эквивалентного ему однородного 
материала (так называемая эффективная проводимость) при-
нимала экстремально возможные значения. Задачи такого 
типа относятся к задачам оптимального дизайна композици-
онных материалов (см., например, [1-4]). Стационарная плос-
кая задача такого типа может быть сформулирована как сме-
шанная краевая задача для (аналитического) комплексного 
потенциала в области, часть границы которой неизвестна.  

Постановка задачи оптимального дизайна композицион-

ных материалов такова. Дана область D , ограниченная про-

стой замкнутой кривой Ляпунова ΓΓΓΓ . Эта область разбивается 

на две части D : int L++++ ====  и D : ext L int−−−− = Γ= Γ= Γ= Γ∩∩∩∩  не-

которой неизвестной кривой L , состоящей из конечного 

( ≥≥≥≥ 1) числа связных непересекающихся компонент (простых 

гладких замкнутых кривых Ляпунова). Области D++++  и D−−−−  
заполнены различными материалами, имеющими проводи-
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мость (например, теплопроводимость) λλλλ 1  и λλλλ , соответ-

ственно. Не ограничивая общности, можно считать, что 

λλλλ ==== 1 . Предполагая наличие идеального контакта между 
средами, рассмотрим установившийся (тепловой) поток в 

композиционном материале D . Пусть 
( , ) ( , )f C ( ), g C ( D )λ λλ λλ λλ λ∈ Γ ∈∈ Γ ∈∈ Γ ∈∈ Γ ∈1 1  заданные функции, 

λλλλ
ρρρρ

λλλλ
−−−−

====
++++

1

1

1

1
. Задача оптимального дизайна состоит в 

нахождении кривой L  и (кусочно-) аналитической функции 

( z )ϕϕϕϕ , непрерывной вплоть до границы соответствующих 

областей, удовлетворяющей краевым условиям 

 Re ( t ) f ( t ), t ,ϕϕϕϕ = ∈ Γ= ∈ Γ= ∈ Γ= ∈ Γ  (1) 

 ( t ) ( t ) ( t ) g( t ), t L,ϕ ϕ ρϕϕ ϕ ρϕϕ ϕ ρϕϕ ϕ ρϕ+ − ++ − ++ − ++ − += + + ∈= + + ∈= + + ∈= + + ∈  (2) 

таких, что функционал эффективной проводимости σ  при-
нимает максимальное (или минимальное) значение, то есть 

L

: Re ( t )dy max(min), t x iy,
r

σ ϕσ ϕσ ϕσ ϕ
ππππ

++++= → = += → = += → = += → = +∫∫∫∫2

1
 (3) 

в предположении, что площадь области D++++
фиксирована. 

Настоящая работа принадлежит конструктивному направ-
лению в задачах оптимального дизайна композиционных ма-
териалов и основана на технике исследования краевых задач 
для аналитических и гармонических функций в специальных 
областях, описанной в [5]. Подобный подход был применен 
ранее в работе [6]. Исходя из предположений малости пара-

метра ρρρρ  в [6] краевое условие задачи R −−−− линейного сопря-
жения (2) заменено на краевое условие задачи о скачке 

 ( t ) ( t ) g( t ), t L.ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ+ −+ −+ −+ −− = ∈− = ∈− = ∈− = ∈  (2’) 

Задача (1), (2’), (3) решена в [6] в случае конечного числа 
круговых включений. Кроме того, полное геометрическое 
описание оптимального размещения двух и трех круговых 
включений дано в важном для приложений случае 

g( z ) z.====  

В настоящей работе дано полное геометрическое описа-
ние  решения модельной задачи оптимального размещения 

двух круговых включений на плоскости (т. е. ˆD C==== ) в слу-

чае g( z ) z==== , то есть рассмотрена задача (3) для (кусочно-) 

аналитических функций, удовлетворяющих краевому усло-
вию 

 ( t ) ( t ) ( t ) t , t L,ϕ ϕ ρϕϕ ϕ ρϕϕ ϕ ρϕϕ ϕ ρϕ+ − ++ − ++ − ++ − += + + ∈= + + ∈= + + ∈= + + ∈  (4) 

где L L L= ∪= ∪= ∪= ∪1 2 , а i iL z C z a r i= ∈ − = = −= ∈ − = = −= ∈ − = = −= ∈ − = = −{ : }, 1, 2, 

L z C z a r i= ∈ − = = −= ∈ − = = −= ∈ − = = −= ∈ − = = −{ : }, 1, 2,  окружности постоянного радиуса r , центры 

которых a , a ( a a r )− ≥− ≥− ≥− ≥1 2 1 2 2  подлежат определению. 

 
2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

Пусть z - некоторая точка на комплексной плоскости C . 

Обозначим, следуя [5], символом iz*
( )  точку симметричную 

z  относительно окружности iL , т.е. i i

i

r
z a i

z a
= + == + == + == + =

−−−−

2
*
( ) , 1,2. 

z a i= + == + == + == + =, 1,2. Обозначим также через zϕϕϕϕ ( )  компоненту решения 

задачи (4) в области D C L L−−−− = ∪= ∪= ∪= ∪1 2
ˆ \ (int int ) , а через 

i zϕϕϕϕ ( ) - компоненты решения (4) в областях i iD L==== int  

соответственно, i ==== 1, 2. 
Введем в рассмотрение функцию 

 

z z z z D

z z z z z D

z z z z D

ϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕ

ϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕ

ϕ ρϕ ρϕϕ ρϕ ρϕϕ ρϕ ρϕϕ ρϕ ρϕ −−−−

 + − ∈+ − ∈+ − ∈+ − ∈

Ω = + − ∈Ω = + − ∈Ω = + − ∈Ω = + − ∈


+ + ∈+ + ∈+ + ∈+ + ∈

* *
1 2 (2) (1) 1

* *
2 1 (1) (2) 2

* *
1 (1) 2 (2)

( ) ( ) , ;

( ) ( ) ( ) , ;

( ) ( ) ( ),

 (5) 

По построению функция zΩΩΩΩ( )  аналитична в каждой из об-

ластей D D D−−−−
1 2, , ,  за исключением простых полюсов в 

точках z a z a= == == == =1 2,  с вычетами r−−−− 2( ) . Кроме того, из 

краевого условия (4) следует, что скачок функции ΩΩΩΩ  вдоль 

каждой из окружностей iL i ====, 1, 2равен нулю, т.е. 

 i it t t t t tϕ ρϕ ϕϕ ρϕ ϕϕ ρϕ ϕϕ ρϕ ϕ+ −+ −+ −+ −Ω − Ω = − − − =Ω − Ω = − − − =Ω − Ω = − − − =Ω − Ω = − − − =( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,  

так как iz z====*
( )  при iz t L i= ∈ == ∈ == ∈ == ∈ =, 1, 2.Тогда по обоб-

щенной теореме Лиувилля имеем 

 
r r

z c z z c
z a z a

Ω = − − + = − − +Ω = − − + = − − +Ω = − − + = − − +Ω = − − + = − − +
− −− −− −− −

2 2
* *
(1) (2) 0

1 2

( ) .  (6) 

Исходя из этого,  приходим к системе функциональных 

уравнений для определения функций z zϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ1 2( ), ( ) : 

z z z c z D

z z z c z D

ϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕ

ϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕ

 = − + ∈= − + ∈= − + ∈= − + ∈


= − + ∈= − + ∈= − + ∈= − + ∈

* *
1 2 (2) (2) 0 1

* *
2 1 (1) (1) 0 2

( ) - ( ) , (7.1)

( ) - ( ) , (7.2)
 

(7.1) 

(7.2) 

Переходя в (7.2) к симметричным точкам относительно 

окружности L2 , находим zϕϕϕϕ *
2 (2)( ) : 

 
z z z c

z z c

ϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕϕ ρϕ

ρϕ α αρϕ α αρϕ α αρϕ α α

= − − + == − − + == − − + == − − + =

= − − += − − += − − += − − +

* * * * *
2 (2) 1 (2) (1) (2) (1) 0

1 0

( ) (( ) ) ( )

( ( )) ( ) ,
  

где 
r z a

z z a
a a z a r

αααα −−−−= = − += = − += = − += = − +
− − −− − −− − −− − −

2
* * 2
(2) (1) 12

1 2 2

( )
( ) ( ) .

( )( )
 

Тогда из (7.1) получим 

 z z h z z Dϕ ρ ϕ αϕ ρ ϕ αϕ ρ ϕ αϕ ρ ϕ α= + ∈= + ∈= + ∈= + ∈2
1 1 1 1( ) [ ( )] ( ), ,  (8) 

где 
r

h z z a c c
z a

ρα ρρα ρρα ρρα ρ= − − − += − − − += − − − += − − − +
−−−−

2

1 2 0 0
2

( ) ( ) .  Заметим, 

что функции zαααα ( )  и h z( )  аналитичны в некоторой области, 

содержащей замкнутый круг D1 . При этом zαααα ( )  определя-

ет так называемое конформное отображение внутрь области 

D1 , т. е. образ замкнутого круга D1  при отображении zαααα ( )  

является собственным подмножеством открытого круга 

D1 ( D D D Dα αα αα αα α⊂ ≠⊂ ≠⊂ ≠⊂ ≠1 1 1 1( ) , \ ( ) Ø). 

Из рекуррентной формулы (8) вытекает следующее фор-

мальное представление решения zϕϕϕϕ1( )  в D1 : 
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k
k

k

z h z h z h z z Dϕ ρ α ρ αϕ ρ α ρ αϕ ρ α ρ αϕ ρ α ρ α
∞∞∞∞

====

= = + + ∈= = + + ∈= = + + ∈= = + + ∈∑∑∑∑ 2 2
1 1 1 1 1

0

( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ,…………

  (9) 

где k z kαααα − −− −− −− −( ) ая итерация отображения αααα . Ряд (9) схо-

дится равномерно в D1  к решению zϕϕϕϕ1( )  уравнения (8) 

(см., например, [5]). 

Аналогично получаем компоненту решения zϕϕϕϕ2( ) : 

k
k

k

z h z h z h z z Dϕ ρ β ρ βϕ ρ β ρ βϕ ρ β ρ βϕ ρ β ρ β
∞∞∞∞

====

= = + + ∈= = + + ∈= = + + ∈= = + + ∈∑∑∑∑ 2 2
2 2 2 2 2

0

( ) [ ( )] ( ) [ ( )] , ,…………

 

  
(10) 

где k z kββββ − −− −− −− −( ) ая итерация отображения 

 
r a z

z z a
a a a z r

ββββ −−−−= = += = += = += = +
− − −− − −− − −− − −

2
* * 1
(1) (2) 22

1 2 1

( )
( ) ( ) ,

( )( )
 

 
r

h z z a c c
z a

ρβ ρρβ ρρβ ρρβ ρ= − − − += − − − += − − − += − − − +
−−−−

2

2 1 0 0
1

( ) ( ) .  

Из теоремы о среднем гармонической функции вытекает, 
что функционал эффективной проводимости σσσσ  может быть 
представлен в виде  

 {{{{ }}}}a aσ ϕ ϕσ ϕ ϕσ ϕ ϕσ ϕ ϕ= += += += +1 1 2 2Re '( ) '( )  (11) 

Вычисляем значения соответствующих производных. В 
силу симметрии формул ограничимся выводом формулы для 

aϕϕϕϕ1 1'( ) : 

 

k
k

k

k k

k

k

k k

a h a

a a a

r
a

a a

a a a z D

ϕ ρ αϕ ρ αϕ ρ αϕ ρ α

α α α α αα α α α αα α α α αα α α α α

ρ ραρ ραρ ραρ ρα

α α α α αα α α α αα α α α αα α α α α

∞∞∞∞

====

− −− −− −− −

∞∞∞∞

====

− −− −− −− −

= ×= ×= ×= ×

× ⋅ ⋅ ⋅ =× ⋅ ⋅ ⋅ =× ⋅ ⋅ ⋅ =× ⋅ ⋅ ⋅ =

    
= + ×= + ×= + ×= + ×    −−−−    

× ⋅ ⋅ ⋅ ∈× ⋅ ⋅ ⋅ ∈× ⋅ ⋅ ⋅ ∈× ⋅ ⋅ ⋅ ∈

∑∑∑∑

∑∑∑∑

2
1 1 1 1

0

1 1 2 1 1

2
2

1 2
0 1 2

1 1 2 1 1 1

'( ) '[ ( )]

'[ ( )] '[ ( )] '( )

'( )
( )

'[ ( )] '[ ( )] '( ), .

…………

…………

 

Значение zαααα '( ) вычисляется непосредственно: 

 

r
z

a a z a r

r
a

a a a a r

αααα

αααα

====
− − −− − −− − −− − −

====
− − −− − −− − −− − −

4

2 2
1 2 2

4

1 2 2
1 2 1 2

'( ) ,
[( )( ) ]

'( ) .
[( )( ) ]

 

Также непосредственно устанавливаем следующий факт. 

Лемма. Произведение k ka a a aγ αγ αγ αγ α= − −= − −= − −= − −1 2 1 2( )( ( ) )  яв-

ляется вещественно - значной функцией параметра 

A a a= −= −= −= −1 2 . При этом kγγγγ >>>> 0  для всех A r>>>> 2 . 

Доказательство. Достаточно убедиться в этом в случае 

k ==== 1 . Вычисляя a aαααα −−−−1 2( )  имеем 

r a a
a a a a

a a a a r

c A a a

αααα −−−−− = − + − =− = − + − =− = − + − =− = − + − =
− − −− − −− − −− − −

= −= −= −= −

2
1 2

1 2 1 22
1 2 1 2

1 2

( )
( ) ( )

( )( )

( )( ),

 

где 
A r

c A
A r

−−−−====
−−−−

2 2

2 2

2
( ) .  Отсюда следует утверждение леммы 

при k ==== 1 . Индукция по k  завершает доказательство лем-
мы. 

Теорема. При любом фиксированном ρρρρ <<<< 1  функционал 

эффективной проводимости σσσσ  принимает максимальное 
значение в том случае, когда круговые включения касаются 
друг друга и расположены вдоль вещественной оси, и мини-
мальное значение – когда круговые включения касаются друг 
друга и расположены вдоль мнимой оси. 

Доказательство. Заметим, что сумма aϕϕϕϕ2 2'( )  совпадает 

с суммой aϕϕϕϕ1 1'( ) . Действительно, 

 

r
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r
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ββββ

β αβ αβ αβ α
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= + == + == + == + =
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2

2 2
1

2

2 2 2 1 12
2 1

'( ) '( ) ,
( )

'( ) '( ) '( ).
( )

 

Также непосредственно проверяем, что 

k ka aβ αβ αβ αβ α====2 1'( ) '( ).  Следовательно, функционал эффек-

тивной проводимости σσσσ  может быть представлен в виде 

k
k

k

r
a a

a a

a a a a

σ ρα ρ ασ ρα ρ ασ ρα ρ ασ ρα ρ α

χ ρ ψ ρχ ρ ψ ρχ ρ ψ ρχ ρ ψ ρ

∞∞∞∞

====

    
= + == + == + == + =    −−−−    

= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅

∑∑∑∑
2

2
1 12

01 2

1 2 1 2

2 '( ) Re '( ) :
( )

: ( , , ) ( , , ).

  (13) 

Рассмотрим сначала ряд 

 k
k

k

a a aψ ρ ρ αψ ρ ρ αψ ρ ρ αψ ρ ρ α
∞∞∞∞

====

====∑∑∑∑ 2
1 2 1

0

( , , ) '( ).  (14) 

При a a r z D− ≥ ∀ ∈− ≥ ∀ ∈− ≥ ∀ ∈− ≥ ∀ ∈1 2 12 ,  выполнены неравенства 

(((( ))))z D

r r
z

r r
a a z a r

αααα

∈∈∈∈

≤ ≤ ≤≤ ≤ ≤≤ ≤ ≤≤ ≤ ≤
−−−−− − −− − −− − −− − −

1

4 4

2 2 2 2
2

1 2 2

'( ) 1.
(2 )

min ( )( )

 
Поскольку 

D Dαααα ⊂⊂⊂⊂1 1( ) ,

k z z D kαααα ≤ ∀ ∈ ∀ =≤ ∀ ∈ ∀ =≤ ∀ ∈ ∀ =≤ ∀ ∈ ∀ =1'( ) 1, , 1, 2, ………… . Следователь-

но, ряд (14) сходится при любых ρρρρ <<<< 1  равномерно по 

a a1 2,  из области a a r− ≥− ≥− ≥− ≥1 2 2 .  

Из леммы вытекает, что члены ряда (14) неотрицательны. 

При этом функция a aψ ρψ ρψ ρψ ρ1 2( , , ) при любом фиксирован-

ном ρρρρ <<<< 1  принимает максимальное значение на границе 

области a a r− ≥− ≥− ≥− ≥1 2 2 , т. е. при a a r− =− =− =− =1 2 2 : 

 
a a r

a a r

a a a a

a a

ψ ρ ψ ρψ ρ ψ ρψ ρ ψ ρψ ρ ψ ρ

ψ ρψ ρψ ρψ ρ
− ≥− ≥− ≥− ≥

− =− =− =− =

< = =< = =< = =< = =

====
1 2

1 2

1 2 1 22

1 2 2

0 ( , , ) max ( , , )

( , , ) .
 

С другой стороны, при любом фиксированном ρρρρ  величи-

на a aχ ρχ ρχ ρχ ρ1 2( , , )  принимает максимальное (положитель-

ное) значение на границе области a a r− ≥− ≥− ≥− ≥1 2 2 , если 
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a a r− = ±− = ±− = ±− = ±1 2 2 , и минимальное (отрицательное) значение на 

границе области a a r− ≥− ≥− ≥− ≥1 2 2 , если a a ri− = ±− = ±− = ±− = ±1 2 2 . От-

сюда и следует утверждение теоремы. 
Работа выполнена при поддержке Белорусского респуб-

ликанского фонда фундаментальных исследований. 
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Рис.1. Схема функционирования нейронной сети 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОБУЧЕНИЯ 
ДВУХСЛОЙНОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ 

Рассмотрим двухслойную гетерогенную нейронную сеть, 
состоящую из m0 нейронных элементов распределительного 

слоя, m1 нейронов скрытого слоя и m2 – выходного слоя 
(рис.1).  

Для данной сети каждый нейрон распределительного слоя 

имеет синаптические связи (((( ))))i iw i m i m= == == == =
0 1

(1)
0 0 1 11, , 1,  

со всеми нейронами скрытого слоя, а каждый нейрон скрыто-
го слоя синаптические связи 

(((( ))))i iw i m i m= == == == =
1 2

(2)
1 1 2 21, , 1,  со всеми нейронами выход-

ного слоя. В качестве нейронов скрытого слоя используются 

элементы с функцией активации F1, в качестве нейронов 

выходного слоя – с функцией активации F2. На вход сети 
подаются входные образы – векторы  

(((( )))) (((( ))))k k k
mx x x k L= == == == =

01 , ..., , 1, . Входами распределитель-

ного слоя являются значения k k
i iy x====
0 0

(0), . При этом форми-

руется вектор (((( ))))Tk k k k
mY y y y= −= −= −= −

0

(0), (0), (0), (0),
1 2 1………… . 

Выходное значение i1-ого нейрона скрытого слоя сети для 

k-ого образа определяется соотношением: 
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