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О РАЗНОСТНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДУФФИНГА 
 
Рассмотрим непериодическую краевую задачу Дуффинга 

на отрезке [ , ]τ ττ ττ ττ τ0 1 : 
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Как правило, данную задачу приходится решать численно, 
производя дискретизацию и сведение ее к системе нелиней-
ных уравнений. Процесс дискретизации задачи заключается 

во введении на отрезке [ , ]τ ττ ττ ττ τ−−−− 0 1  сетки 

N N: t t ... tτ ττ ττ ττ τ∆ = < < < =∆ = < < < =∆ = < < < =∆ = < < < =0 0 1 1. Тогда решение краевой зада-

чи (1) – (2) сводится к вычислению значений искомой функ-
ции в узлах сетки, что приводит с учетом краевых условий (2) 
к необходимости решать систему нелинейных дифференци-
альных уравнений: 
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  (3) 
Для приведения системы (3) к системе нелинейных алгеб-

раических уравнений заменяем производные функции x( t )  

их разностными аналогами. 
При таком способе решения задачи (1) – (2) возникает ряд 

проблем: 
1. Выбор метода аппроксимации производных. 
2. Выбор итерационного процесса для решения системы 

нелинейных уравнений. 
3. Выбор метода восстановления в аналитическом виде по-

лученного решения разностной задачи. 
Первая проблема заключается в выборе метода, миними-

зирующего погрешность численного дифференцирования. С 
этой целью для приближенного вычисления производных 
будем использовать больше двух узлов, т.к. порядок точности 
почти прямо пропорционален их количеству. Формулы в этом 
случае можно получить, используя метод неопределенных 
коэффициентов [1], согласно которому производная k - го 

порядка в точке it  представляется в виде 
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где ( m )++++ 1  – количество узлов аппроксимации. 

Для определения коэффициентов jc  получаем СЛАУ: 
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которая решается одним из прямых методов, например мето-
дом Гаусса. 

Практика применения метода неопределенных коэффици-
ентов для аппроксимации производных показывает, что при-
влечение 11-13 точек позволяет получить точность аппрокси-
мации для первой производной порядка 10-10 – 10-9, для вто-
рой – порядка 10-9 – 10-8 в случае сетки с равноотстоящими 
узлами и сетки, построенной по узлам многочлена Чебышева 
I рода. 

Вторая проблема заключается в выборе эффективного 
итерационного процесса для решения системы нелинейных 
алгебраических уравнений. 

При подстановке (4) в (3) получаем систему для опреде-

ления ix( t ), i ,N==== 0 : 
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где [[[[ ]]]](((( ))))(((( ))))m !l max min j ,N m,++++= + −= + −= + −= + −2 0 . 

Исходная дифференциальная задача (1) – (2), как правило, 
является некорректной, поэтому трудно рассчитывать на кор-
ректность разностной задачи. Следовательно, для решения 
системы (5) целесообразно применять следующий регуляри-
зованный итерационный процесс [2]: 

Шаг 1. Решаем линейную систему для определения по-
правки nx∆∆∆∆ : 
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Шаг 2. Получаем следующее приближение: 

n n n nx x xββββ++++ = + ∆= + ∆= + ∆= + ∆1 , x0 – заданный вектор. 
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Шаг 3. Если nf ( x ) εεεε≤≤≤≤  и (или) nx εεεε∆ ≤∆ ≤∆ ≤∆ ≤  – конец 

просчётов, иначе – пересчет nββββ ++++1  по формуле 
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и переход к шагу 1. 
Здесь f '* ( x )  – оператор, сопряжённый оператору 

f '( x )  – производной Фреше оператора f ( x ) . 

Предлагаемый итерационный процесс, как показано в [3], 
является нелокальным и сверхлинейным. При этом сверхли-
нейность проявляется сравнительно быстро. 

Третья проблема заключается в выборе метода, позволя-
ющего как можно точнее восстановить в аналитическом виде 
решение разностной задачи. 

Если речь идет о сетке из равноотстоящих узлов, то в ка-
честве такого метода может выступать аппроксимация сплай-
ном 5-ой степени [4]: 
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с непериодическими краевыми условиями 
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Неизвестные параметры i iB ,T , i ,N==== 0  определяются 

из линейной системы: 
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где i ih t t const , i ,N−−−−= − = == − = == − = == − = =1 1 . 

Систему (6) можно решить одним из прямых методов, 
например методом Гаусса. 

В ряде задач теории колебаний, например при выделении 
областей устойчивости, необходима высокая точность (поря-
док невязки на приближенном решении меньше 10-11 – 1010). 
В этом случае восстановление с помощью сплайна 5-ой сте-
пени не всегда дает нужный результат. Поэтому здесь может 
быть применен другой подход, связанный с аппроксимацией 

приближенного решения отрезком ряда Фурье по ортогональ-
ным полиномам, в частности по полиномам Чебышева I рода. 

Отрезок ряда Фурье (по полиномам Чебышева) на сетке 

N∆∆∆∆  из узлов многочлена Чебышева имеет вид: 
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Если же значения функции x( t )  даны в равноотстоящих 

узлах, то для повышения точности аппроксимации сначала 
вычисляем значения x( t )  в узлах многочлена Чебышева при 

помощи интерполяционного полинома Ньютона, а затем 
строим отрезок ряда Фурье по формулам (7). 

 
ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ И ОБСУЖДЕНИЕ ЕГО 

РЕЗУЛЬТАТОВ 
Для сравнения перечисленных выше подходов к аппрок-

симации решения был проведен численный эксперимент. 
Критерием эффективности процедуры аппроксимации может 

служить норма 
L [ , ]

x( t ) P( t )
τ ττ ττ ττ τ

−−−−
2 0 1

, где P( t )  – аппрокси-

мирующий полином. 
В ходе эксперимента предполагалось выполнение следу-

ющих условий: 
1. Число членов отрезка ряда Фурье по полиномам Че-

бышева на единицу  меньше числа точек разбиения,  
2. Для сетки из равноотстоящих узлов число точек, не-

обходимых для построения отрезка ряда Фурье по полиномам 
Чебышева, не превышает 65. 

Результаты численного эксперимента были сведены в 
таблицу 1, которая содержит информацию об аппроксимации 

непериодической функции xy sin( x )= ⋅ += ⋅ += ⋅ += ⋅ +5 2 7 3 . Значения 

функций в точках взяты с погрешностью порядка 10-13. 
 
Таблица 1. 

Количество 
точек ап-
проксима-
ции 

Сплайн 5-ой 
степени 

Отрезок ряда Фурье по поли-
номам Чебышева 

Сетка из равно-
отстоящих 
узлов 

Сетка из узлов 
полинома Че-
бышева 

33 3,158е-5 3,616е-7 1,5е-13 

65 3,2e-7 6,43е-7 1,6е-13 

129 4,764e-9 0,058 1,6е-13 

257 2,148e-10 0,023 1,5е-13 

 
Анализируя полученные результаты, можно сделать неко-

торые выводы. 
Наиболее эффективным методом восстановления функции 

является аппроксимация отрезком ряда Фурье по полиномам 
Чебышева по сетке из узлов многочлена Чебышева. В то же 
время аппроксимация указанным способом по сетке из равно-
отстоящих узлов не является столь эффективной, а с ростом 
числа точек ее точность падает. Вычислительная практика 
показывает, что оптимальным числом узлов, по которым 
строится отрезок ряда Фурье по полиномам Чебышева, явля-
ется 65. 
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УДК 517.948.34 

Пархимович И.В. 

О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ОПЕРАТОРА, СООТВЕТСТВУЮЩЕГО 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

 
Рассмотрим  сначала некоторые общеизвестные понятия, 

необходимые в дальнейшем. 
Пусть Н – гильбертово пространство и в нем действует 

линейный оператор А : D →→→→ Н с плотной в Н областью 

определения, т.е. D  = Н. 

Уравнение Аx=y называется корректно разрешимым [1], 

если при ∀∀∀∀x∈∈∈∈D(А) имеет место неравенство 

x k Ax≤≤≤≤ , где k >>>> 0  и не зависит от х. 

Из корректной разрешимости вытекает однозначная раз-
решимость, при которой однородное уравнение Аx=0 имеет 
только нулевое решение, иными словами нуль – пространство 
оператора А представляет нуль: N(А)=0. 

Известно [1], что если уравнение Аx=y корректно разре-

шимо, то оператор А имеет на области значений R(А) огра-
ниченный обратный  

Рассмотрим краевую задачу для линейного интегро-
дифференциального уравнения 
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в которой предполагается: 
1) действительная неизвестная n-векторная функция 

x(t) действительного 
переменного t принадлежит линеалу [[[[ ]]]]n

a,bD 2
 абсолютно 

непрерывных n-вектор-функций, а x(t) [[[[ ]]]]
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2) P(t), М(t), K(t,s) – n х n матрицы, элементы ко-
торых суммируемы с квадратом в соответствующих 
областях. 

Мы укажем достаточный признак корректной разрешимо-
сти задачи (1), используя легко доказываемое обобщение из-
вестного [1] результата. 

Утверждение 1. Уравнение Tx =f корректно разрешимо 

тогда и только тогда, когда уравнение 
*

s
u fT ====  везде раз-

решимо, где *

s sT −−−− - сопряженный оператор [2] к оператору 

Т. 

Для задачи (1) s - оператором служит оператор  
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Имеет место  

Утверждение 2. Дефектное подпространство оператора 

S(2) равно нулю, т.е.
*

sZ ==== 0 . 

Для оператора Тλλλλ (1) составим аналог формулы Лагранжа, 
получаемой интегрированием по частям: 
b b .

a a

b

a

b b b. .

a a a

b b b.

a a a

b b.
b

t a
a t

.

a

x( t )z( t )dt x'( t )z( t )dt

( P( t )x( t )) z( t )dt

( K( t ,s ) x( s )) z( t )dsdt x'( t )z( t )dt

x'( t )P'( t )z( t )dt x'( s )ds K'( t ,s )z( t )dt

x'( t )z( t )dt x'( t ) P'( s )z( s )ds

x

T λλλλ

λλλλ

λλλλ

λ λλ λλ λλ λ

λλλλ

λλλλ

====

≡ +≡ +≡ +≡ +

′′′′+ ++ ++ ++ +

′′′′+ = ++ = ++ = ++ = +

+ + =+ + =+ + =+ + =

= + += + += + += + +

++++

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∫∫∫∫

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
b b

t

'( t ) P'( s )z( s )dsdt++++∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
b b b.

a a a

b b b.

a t a

x'( s )ds K'( t,s )z( t )dt x'(a) P'( s )z( s )ds

x( t )( z( t ) P'( s )z( s )ds ) K'( s,t )z( s )ds)dt.

λ λλ λλ λλ λ

λ λλ λλ λλ λ

+ = ++ = ++ = ++ = +

+ + ++ + ++ + ++ + +

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫
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