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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ РАЗРЫВА В ТЕРМОУПРУГОМ 
ИЗОТРОПНОМ ТЕЛЕ С УЧЕТОМ ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ ТЕПЛОВОГО ПОТОКА 

 
Изучение термоупругих явлений в твердых телах в неко-

торых случаях, например при воздействии лазерного излуче-
ния, требует учета конечной скорости распространения тепла 
в связи с весьма быстрым характером тепловыделения. Тео-
рия теплопроводности, учитывающая время релаксации теп-
лового потока, носит название обобщенной и устраняет пара-
докс бесконечной скорости распространения тепла [1-3]. В 
контексте обобщенной теории термоупругости рассмотрены 
ряд важных проблем, среди которых выделим исследования 
распространения плоских волн в изотропных и анизотропных 
средах с конечной скоростью распространения тепла [4, 5]. В 
последнее время появились работы [6, 7], где обсуждается 
применение других методов для решения задачи распростра-
нения термоупругих волн в изотропных средах. Ниже предла-
гается реализация метода характеристик применительно к 
исследованию нестационарных процессов в двумерной изо-
тропной среде с учетом релаксации теплового потока. 

Запишем уравнения движения в компонентах тензора 

напряжений в случае двумерной задачи (((( ))))0x3 ==== . Будем 

иметь [8]: 
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Здесь 41 A,A  - упругие постоянные, которые выражают-

ся через постоянные Ламе следующим образом: 

441 A,A2A ====−−−−==== µµµµλλλλ , ββββ - константа, связывающая тепло-

вые и механические напряжения, (((( )))) T41 A4A3 ααααββββ −−−−==== , Tαααα  

- коэффициент линейного теплового расширения, Т - абсо-

лютная температура, ρρρρ -плотность среды, iX -массовые си-
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Обобщенный закон термоупругости запишем в следую-
щем виде[2, 3]: 
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где λλλλ  - коэффициент теплопроводности, 0T  - начальная тем-

пература, ττττ  - время релаксации теплового потока, vc  - 

удельная теплоемкость при постоянном объеме. Уравнения 
(1), (2) образуют замкнутую систему уравнений для исследо-
вания волновых процессов в изотропной термоупругой среде 
с конечной скоростью распространения тепла. В общем слу-
чае начальные данные к этой системе зададим на поверхности 

(((( )))) constx,x,tZ 21 ====  
и перейдем к новым переменным по следующей схеме [9] 

(((( ))))21 x,x,tZZ ==== , (((( )))) 2,1k,x,x,tZZ 21kk ======== . (3) 

Выражая производные по старым переменным через про-
изводные по новым переменным, получим 
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 (4) 

Подставим (4) в систему (1), (2) и выпишем только те чле-
ны, которые содержат производные второго порядка по Z, так 
как только они будут важны для последующего изложения 
[9]. В результате получим 

(((( ))))(((( )))) ((((

))))

(((( ))))(((( )))) ((((

))))

(((( ))))(((( )))) .0
ZZ

pb
Z

T
pacg

,0
Z

T
A2

Z
)A2A(

p)AA(A2
Z

pAAA2A

,0pp
ZZ

A
Z

,0
Z

T
A2

Z
)A2A(

p)AA(A2
Z

pAAA2A

2
22

2

2
11

2
2
02

2
2
0v

2

2

2

42
11

2

41

2
24142

22
2

2
24141

212
22

2

2
11

2

42
12

2

2

2

42
22

2

41

2
14142

11
2

2
14141

====++++









∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂−−−−

∂∂∂∂
∂∂∂∂++++−−−−

====++++
∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂−−−−−−−−

−−−−−−−−++++
∂∂∂∂

∂∂∂∂−−−−++++

====++++










∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂

====++++
∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂−−−−−−−−

−−−−−−−−++++
∂∂∂∂

∂∂∂∂−−−−++++

…

…

…

…

σσσσσσσσττττττττλλλλ

ΩΩΩΩββββσσσσΩΩΩΩ

σσσσΩΩΩΩ

σσσσσσσσσσσσΩΩΩΩ

ΩΩΩΩββββσσσσΩΩΩΩ

σσσσΩΩΩΩ

 



Вестник Брестского государственного технического университета. 2001. №4 

Машиностроение, автоматизация, ЭВМ 46 

Здесь 
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Уравнение характеристической поверхности найдем из 
условия неразрешимости последней системы уравнений отно-
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, то есть из 

условия равенства нулю определителя, составленного из ко-
эффициентов при этих производных [9]: 
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Отметим, что постоянная a определяет сопряжение теп-

лового поля и поля деформаций и имеет порядок 
54 1010 ÷÷÷÷ Н/м2·град. Постоянная b позволяет учитывать 

влияние механического поля на поле температур и является 

величиной порядка 32 1010 −−−−−−−− ÷÷÷÷ , поэтому в (6) компонента-

ми 2
0i4 pbττττωωωω −−−−====  можно пренебречь. Действительно, коэф-

фициент b является малым и в произведении с ττττ  (для метал-

лов принимаем 1110−−−−≈≈≈≈ττττ с) имеет порядок 1413 1010 −−−−−−−− ÷÷÷÷ с 
(таблица 1, [10, 11]). 

Заметим, что в таблице 1 упругие постоянные 1A  и 4A  

рассмотренных изотропных сред являются усредненными 

модулями упругости 441211 c,c,c  соответствующих анизо-

тропных тел [12]: 
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Раскрывая определитель (5) и отбрасывая при этом 

2,1i,i4 ====ωωωω , получим 
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Уравнения (8) позволяют найти скорости распространения 

поверхностей разрыва 
g
p

V 0−−−−====  [9]: 
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Здесь 21 V,V  - скорости распространения упругих волн, 

3V  - скорость распространения тепловой волны, сопровож-

дающейся полем деформаций (термоупругой волны). 

 

Рассмотрим распространение поверхностей разрыва в 
термоупругой среде с учетом влияния механического поля на 
тепловое. Раскрывая определитель (5) со всеми компонентами 

4,1l,k,kl ====ωωωω , получим 
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Из уравнения (10) для скоростей распространения по-
верхностей разрыва будем иметь 
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В формулах (11) скорость 11 VP ====  - скорость распро-

странения упругой волны, 2P  - скорость упругой волны, 

сопровождающейся тепловым полем, 3P  - тепловой волны, 

сопровождающейся полем деформаций. Используя уравнения 
(7) и (10), легко получить уравнения для бихарактеристик, 
которые образуют характеристическую поверхность и явля-
ются составляющими групповой скорости G  распростране-

ния волны. Для этого, например из (12), выразим 0p  следу-

ющим образом: 
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1
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A
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Отсюда вытекают следующие уравнения бихарактеристик 
[9]: 

 
Таблица 1 – Коэффициенты связности a,b для некоторых изотропных сред. 
 

 
 
 

Материал 

 
Упругие постоянные, 

×1010 Н/м2 

 
Термоупругая 
постоянная, 

ββββ , ×103 Н/м2·град 

 
Коэффициенты связности, 

 

1A  

 

4A  

a , 

Н/м2·град 

 
b  

серебро 14.864 3.378 5905.2 88955 0.0075 
свинец 6.0296 1.012 3980.6 92527 0.012 
молибден 43.44 12.280 4060.0 15500 0.00191 
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Из (13) следует уравнение окружности для кривой, кото-
рая представляет собой фронт волны, распространяющейся со 

скоростью 2V  
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Групповую скорость 2G  найдем следующим образом [9] 
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Аналогично можно показать, что фазовые скорости kV  и 

3,1k,Pk ====  совпадают с соответствующими групповыми 

скоростями. 

Произведем расчет скоростей kV  и kP  распространения 

упругих и термоупругих волн в серебре, свинце и молибдене 

при температуре 0T =293 К (выбор этих металлов обуслов-

лен различным характером распространения волн). Значения 
скоростей приведены в таблице 2. 

Как следует из таблицы 2, во всех рассмотренных матери-
алах эффекты связности полей деформаций и температур в 
значительной степени влияют на распространение поверхно-
стей разрыва, поэтому при расчете скоростей термоупругих 
волн необходимо учитывать как постоянную a, так и кон-

станту b.  

Отметим, что в приведенных выше расчетах время релак-

сации теплового потока ττττ  принималось равным 111 10−−−−⋅⋅⋅⋅ с, 
тогда как точные значения ττττ  для металлов не определены и 

иногда в расчетах принимают 110.5 10ττττ −−−−= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅ с. Формулы (9) 

и (11) для 3.2k,P,V k3 ====  позволяют исследовать влияние 

времени релаксации теплового потока на скорость распро-
странения термоупругих волн с помощью графиков зависи-

мостей (((( ))))ττττ2P  и (((( ))))ττττ3P  (рисунки 1, 2). 

Как следует из рисунка 1, в серебре и свинце скорость 2P  

практически не изменяется на всем промежутке изменения 

времени ττττ  от 0 до 111 10−−−−⋅⋅⋅⋅ с, тогда как в молибдене 2P  

возрастает. При 0ττττ →→→→  скорость 2P  в рассматриваемых 

материалах стремится к конечному пределу, причем этот пре-

дел в точности совпадает со значением скорости 2V  (рисунок 

1, таблица 2). Функции скоростей распространения термо-

упругих волн (((( ))))ττττ3V  аналогичны для всех материалов и пред-

ставляют собой зависимости (((( ))))ττττfKV3 ⋅⋅⋅⋅==== , где 

(((( ))))
ττττ

ττττ 1
f ==== , К – коэффициент, зависящий от механических 

и тепловых свойств материала, причем при 0ττττ →→→→  имеем 

(((( )))) Kf >>>>>>>>ττττ , поэтому при уменьшении времени релаксации 

теплового потока скорость 3V  стремится в бесконечность. С 

учетом эффекта связности теплового и деформационного 

полей зависимость скорости термоупругой волны (((( ))))ττττ3P  

может существенно отличаться от (((( ))))ττττ3V  (см. таблицу 2), 

однако при уменьшении промежутка времени релаксации 

теплового потока скорость 3P  также устремляется в беско-

 
Таблица 2 – Значения скоростей распространения упругих и термоупругих волн. 
 

 
Материал 

 

ρρρρ, кг/м3 

 
λλλλ , Вт/м⋅град 

 

vc , ×103 

Дж/м3⋅град 

Скорости упругих и термоупругих волн, м/с 

V1 V2 P2 V3 P3 

серебро 10505 418 2454 1793 3762 3593 4054 4321 
свинец 11342 34.89 1458 945 2306 1482 1500 2407 
молибден 9010 162 2188 1167 3691 1367 2712 7348 

 

 
 

 

Рисунок 1 – Зависимости скорости термоупругой волны 

(((( ))))ττττ3P  от времени релаксации теплового по-

тока ττττ . 

Рисунок 2 – Зависимости скорости термоупругой волны 

(((( ))))ττττ4P  от времени релаксации теплового 

потока ττττ . 
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нечность (рисунок 2). С учетом выше сказанного, предельный 
переход от конечной скорости распространения теплового 
потока к бесконечной в случае микрополярной термоупругой 
изотропной среды можно интерпретировать как переход от 
обобщенной взаимосвязанной теории теплопроводности к 
несвязанной. 
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УДК 621.891 

Басинюк Я.В., Ишин Н.Н., Басинюк В.Л, Мардосевич Е.И. 

ВИБРОМОНИТОРИНГ ВНУТРЕННЕЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ НАГРУЖЕННОСТИ, 
ТОЧНОСТНЫХ ПАРАМЕТРОВ И ИЗНОСОВ ОТДЕЛЬНЫХ ПАР ЗУБЬЕВ 

ПЕРЕДАЧ ЗАЦЕПЛЕНИЕМ 
 

Интенсивное развитие расчетных методов оценки пара-
метров надежности механических систем в ряде случаев поз-
воляет уже на стадии проектирования не только оценить ре-
сурс их работоспособности, но и провести сертификацию 
изделий практически без проведения испытаний натурных 
образцов. Вместе с тем, постоянно растущие требования к 
безопасности изделий, в том числе к снижению уровня их 
виброакустической активности, обусловливают создание и 
использование новых конструкционных и технологических 
решений, расчетная оценка эффективности использования 
которых традиционными методами затруднена. Поэтому и 
сегодня ведущими производителями приводных систем про-
водятся их исследования, которые до настоящего времени 
остаются наиболее дорогостоящим, трудоемким и длитель-
ным этапом создания нового изделия. 

При испытаниях приводов зацеплением оценка их реаль-
ной внутренней динамической нагруженности позволяет 
уточнить принятые при проектировании расчетные нагрузоч-
ные данные. Кроме того, в ряде случаев, наличие достоверной 
информации о нагруженности отдельных пар зубьев позволя-
ет рассматривать каждый зуб как отдельный объект исследо-
ваний, что обеспечивает значительное уменьшение длитель-
ности и стоимости испытаний, а также существенное сокра-
щение объема испытуемых объектов.  

Целью настоящей работы является исследование возмож-
ностей эффективной оценки внутренней динамической 
нагруженности, точностных характеристик в реальных усло-
виях нагружения и степени износа отдельных пар зубьев и 
прямозубых зубчатых передач в целом путем их вибромони-
торинга со съемом измерительной информации в режиме 
«осциллографа» с фиксацией в реальном масштабе времени и 
анализом по амплитудным значениям сигнала с использова-
нием методов математической статистики. Ее реализация в 
ряде случаев позволяет обеспечить существенное ускорение 
испытаний, снижение трудоемкости и длительности их про-
ведения на основе создания и использования алгоритмов 

съема и обработки диагностических данных с использованием 
современных микропроцессорных программно-аппаратных 
средств контроля в реальном масштабе времени параметров 
взаимодействия и зацепления в целом.  

Вибромониторинг приводных систем - одно из самых 
распространенных и перспективных направлений в создании 
средств оценки нагруженности и технического состояния 
приводных систем. Вместе с тем, его использование, как пра-
вило, позволяет определить лишь ориентировочные, усред-
ненные для зацепления в целом, значения динамической 
нагруженности и далеко не всегда обеспечивает достовер-
ность получаемой информации. Это связано прежде всего со 
сложностью учета влияния взаимосвязанных между собой 
инерционных и нелинейно зависящих от скоростных и нагру-
зочных факторов жесткостных параметров и передаточных 
функций динамической системы, искажающих вибросигнал 
при его передаче от источника колебаний к первичному пре-
образователю.  

При выполнении настоящей работы определялась связь 
внутренней динамической нагруженности отдельных пар 
зубьев испытуемой зубчатой передачи с виброускорениями, 
зафиксированными на ее подшипниковых опорах, и оценива-
лись возможности построения на основе полученных резуль-
татов эффективной системы вибромониторинга с использова-
нием информационных технологий съема, обработки и пред-
ставления диагностических данных. 

Экспериментальные исследования проводились на стенде 
с открытым силовым контуром (рисунок 1) на примере не-
коррегированной прямозубой зубчатой передачи с модулем 
m = 3мм и числами зубьев Z1 = Z2 = 40. Перед проведени-
ем испытаний на торцевые поверхности зубьев одного из 
колес по мостовой схеме наклеивались тензорезисторы. Их 
таррировка осуществлялась при частоте вращения ведущего 
вала диагностируемой передачи n = 18 рад/с и нагружающих 
моментах, соответствующих режимам последующих исследо-
ваний – Т = 60,80,100,120,140,160,180 и 200 Нм. Виб-
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