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ВВЕДЕНИЕ 

Теория подобия дает возможность определить соотноше-
ния между соответствующими физическими свойствами ре-
альной системы и выбранной моделью. Эти соотношения 
будут использованы как критерии. Таким образом, неизвест-
ные параметры реальной системы могут быть оценены на 
основе экспериментально полученных значений параметров 
моделируемой системы. Критериями являются соотношения 
между параметрами модели (M) и объекта (P). Критерии 
обычно определяются двумя путями [1,2]: 

a) на основе известных уравнений, описывающих иссле-
дуемый процесс, 

б) посредством анализа размерностей. 
Хотя менее общий вышеупомянутый метод во многих 

случаях более удобен. В частности это относится к процессу 
обработки металлов давлением с большими деформациями и 
смешанными граничными условиями. В этом случае, правила 
для физического моделирования обычно определяются на 
основе теории пластичности [1-9] c использованием практи-
ческой возможности прямых измерений удельных параметров 
модели. В работе привлечены для измерений результирую-
щие силы и кинематические переменные типа перемещений и 
скоростей. 

Предположим, что в модели (M) и в некоторой реальной 

системе (P) любые соответственно нормализованные (т.е., 
безразмерные) кинематические переменные E одинаковы в 
тех же самых точках, имеющих те же самые нормированные 
координаты Xn, т.е.: 

 EM(Xn)=EР(Xn). (1) 
Согласно (1), реологические характеристики модели и ре-

альной системы могут быть различны. Единственное требо-
вание заключается в том, что конечный уровень деформаций 
в обеих системах должен быть тем же самым. Предположение 
(1) было экспериментально проверено в [8-13]. Наблюдалось, 
что способ пластической деформации независим от реологи-
ческих свойств материала и прежде всего определяется 
начальными и граничными условиями, в особенности явлени-
ями на поверхности соприкосновения материалов. 

Известное применение критериев подобия в эксперимен-
тальном моделировании обработки металлов давлением [1, 2, 
7] имеет главным образом общий характер и не дает эффек-
тивной методики для конкретных процессов. Проблема со-
стоит в рациональном соответствии между параметрами изу-
чаемого процесса и модели с учетом других неизвестных ха-
рактеристик этого процесса, которые могут быть оценены из 
соответствующих параметров модели. 

Целью данной работы является разработка метода опти-
мизации скорости пуансона и реологических параметров для 
модели, которую следует использовать в анализе осесиммет-
ричных процессов экструзии металлов. Полученные резуль-
таты основаны на теории пластического течения и предполо-
жении, что отношение (1) выполняется. Учтен эффект инер-
ции. Кроме того, разработанная методика предложена для 
оценки рабочих нагрузок при экструзии металлов в зависимо-
сти от величин соответствующих нагрузок, измеренных на 
моделях меньшего размера, используя тот же самый или дру-

гие материалы. Полученные результаты отнесены к экструзии 
материалов в пластическом состоянии. Однако, представлен-
ный подход может также применяться к анализу обработки 
металлов в полужидком состоянии, если фактор такого двух-
фазного материала доминирует в твердой фазе. Полученные 
результаты могут быть в частности, применены к анализу 
индустриальных процессов горячей обработки алюминиевых 
сплавов, при низкой объемной доле жидкой фазы. 

Моделируемый процесс и процесс, являющийся целью 
моделирования будут далее упомянуты как модель и объект, 
соответственно. 

 
1. ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ И ОТНОШЕНИЯ 
Представленный анализ основан на ряде предположений 

относительно кинематики исследуемых процессов. В частно-
сти предполагается, что поведение материала может быть 
охарактеризовано отношением между эффективной деформа-

цией и действующим напряжением iσσσσ , которое может быть 

оценено из зависимости σσσσi = f(ei). В данной модели принято, 
что 

 MmC ( e e )
iM M o i

σσσσ = += += += + . (2) 

и для материала объекта 

 
m

pC ( e e )
iP P o i

σσσσ = += += += + , (3) 

где CМ, mM, CР и mp – константы материала, eo - некоторая 
малая остаточная деформация, соответствующая техническо-
му пределу текучести σp (рис. 1). Величина eo в выражениях 
(2) и (3) будет пренебрежительно мала в сравнении с полной 
пластической деформацией. Поэтому зависимость напряже-
ния от деформации будет иметь вид 

 mCe
i i

σσσσ ==== . (4) 

 
Рис. 1. Зависимость напряжения от деформации. 

 

Введены следующие безразмерные координаты (рис. 2): 

 (((( ))))
r

r
n R z

b
==== , (5) 
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z

z
n z

o
==== , (6) 

 
t

t
n T

0
==== , (7) 

где r, z - пространственные координаты, Rb (z) - функция, 

описывающая контур матрицы, t -текущее время, zo - макси-

мальная протяженность пластической области, Т0 -  некото-
рый выбранный характерный интервал времени.  

Рис. 2. Геометрия пластической зоны. 
 

Величина Т0 определена в виде 

 
H

oT
o v

s
==== , (8) 

где Ho - начальная длина цилиндрической заготовки, vs - ско-
рость пуансона, как показано на рис. 3. Тот же самый характер-
ный временной интервал будет использоваться, чтобы норма-
лизовать текущее время в модели и объекте, т. е. (рис. 3): 

 T T
oM oP

==== , (9) 

где 
H

oPT
oP v

sP
==== , (10) 

 
H

oMT
oM v

sM
==== , (11) 

 
Рис. 3. Масштабный эффект. 

Уравнение (9) включает следующие отношения: 

 H αH
oM oP

==== , (12) 

 v αv
oM oP

==== , (13) 

где α - масштаб модели. 
На основе (12) и (13): 

 
H H

oP oPT T
oP oM v v

sP sP

αααα
= = == = == = == = =

αααα
. (14) 

Из (14) следует, что при использовании в обоих процессах 
общего нормированного времени tn с общими нормирован-

ными пространственными координатами rn, zn (рис. 4) нало-
жена связь на скорость пуансона в модели в виде (13). 

Области пластических деформаций в модели и объекте 
A B C D (рис. 2) проектируются в общую квадратную область 
А' B' C 'D' (рис. 4) в нормированных координатах. Каждая 
физическая линия потока, например, линия SF на рис. 2 про-
ектируется на соответствующую кривую в нормированных 
координатах, типа кривой S'F' на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Геометрия пластической зоны в безразмерной системе 

координат. 
 
Ключевая проблема - как выбрать параметры процесса и 

свойства материала в модели, если известны значения соот-
ветствующих свойств объекта. Как правило, известны следу-

ющие данные: Cp, mp, плотность ρρρρP, RbP(z), zoP, vsP. Требу-
ется также наложить некоторые условия на касательные 

напряжения ττττn(z) на поверхности соприкосновения матрицы 
и материала. 

Геометрическое подобие между моделью и объектом мо-
жет быть выражено следующим образом 
 R

bM bP
= α= α= α= αR (z) (z) , (15) 

 z αz
oM oP

==== , (16) 

 r αr
M P

==== , (17) 

 z αz
M P

==== . (18) 

Из (1) и (9) следует 

 e (r ,z ) e (r ,z )
ijM n n ijP n n

====ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ  (19) 

и t t
nM nP

==== . (20) 

Соотношения (19) и (20) будут выполняться при должным 
образом выбранных параметрах материала СМ, mM и ρM и 
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условия трения в модели. Значения СМ, mM и ρρρρM будут вы-
браны на основе анализа основной системы уравнений пла-
стического состояния. 

Ниже сформулированы эта система уравнений и гранич-
ные условия для описания процесса осесимметричной экстру-
зии на основе изотермической теории пластического течения. 
Система цилиндрических координат (r, z, ϑϑϑϑ ) выбрана так, 

что ось z совпадает с осью симметрии (рис. 2). Уравнения 
движения (силы корпуса пренебрежимо малы) запишем в 
виде 

σ σ σσ v v vrz rr r r rρ v v
к zr z r t r z

∂∂∂∂ −−−−∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂    ϑϑϑϑ+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +    
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

,(21) 

τ τ τ v vvrz rz rz z zrρ v v
r zr z r t r z

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂∂∂
+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, (22) 

где σ ,σ ,σ
r z ϑϑϑϑ

 и τ
rz

 - четыре ненулевые компоненты 

напряжения Коши (τ
rϑϑϑϑ  = τ

zϑϑϑϑ  = 0 из-за аксимальной сим-

метрии), составляющие vr и vz – радиальная и осевая скоро-
сти. 

Условие текучести Хубера-Мизеса для изотропного мате-
риала деформационного упрочнения 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( ))))

2 22 2σ σ σ σ σ σ στ
r z z r rz

22σ e F σ
i i ij

− + − + − + =− + − + − + =− + − + − + =− + − + − + =ϑ ϑϑ ϑϑ ϑϑ ϑ
    = == == == =     
    

,

 (23) 

где (((( ))))σ e
i i

 определяется по формуле (4). Материальные 

константы C и m в (4) могут быть определены путем соосно-
го испытания на сжатие при отсутствии трения. 

Неоднородность материала (((( )))) (((( ))))σ e r,z σ r,z
i i i
     ====
    

 

внутри пластической области является результатом пластиче-
ских деформаций и механического упрочнения материала. 

Правило потока, связанное с состоянием текучести (23), 
приведено в [4, 6] в виде 

 

F σ
ij

e λ
ij σ

ij

    ∂∂∂∂     
    ====

∂∂∂∂
ɺɺɺɺ , (24) 

которое может быть представлено следующим образом 

 
e2 rσ σ σ

r i3 e
i

= += += += +
ɺɺɺɺ

ɺɺɺɺ
, (25) 

 
e2 z

σ σ σ
z i3 e

i
= += += += +

ɺɺɺɺ

ɺɺɺɺ
, (26) 

 
e2

σ σ σ
i3 e

i

ϑϑϑϑ= += += += +ϑϑϑϑ

ɺɺɺɺ

ɺɺɺɺ
, (27) 

 
e1 rz

σ
rz i3 e

i
τ =τ =τ =τ =

ɺɺɺɺ

ɺɺɺɺ
, (28) 

где 
σ σ σ

r z
σ

3

+ ++ ++ ++ + ϑϑϑϑ==== . (29) 

Компоненты скорости деформации выражаются формулами: 

 
v
re

r r

∂∂∂∂
====

∂∂∂∂
ɺɺɺɺ , (30) 

 
v
ze

z z

∂∂∂∂
====

∂∂∂∂
ɺɺɺɺ , (31) 

 
v

e ====ϑϑϑϑ
r
r

ɺɺɺɺ , (32) 

 
vv zre

rz z r

∂∂∂∂    ∂∂∂∂
    = += += += +
    ∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂
    

1
2

ɺɺɺɺ . (33) 

Эффективная скорость деформации определена следую-
щим образом 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))2 222 1 3 2e e e e e e e e
i z r r z rz3 2 4

    
= − + − + − += − + − + − += − + − + − += − + − + − +    ϑ ϑϑ ϑϑ ϑϑ ϑ        
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ .(34) 

Эффективное напряжение для частицы, перемещающейся 
по траектории SF (рис. 2) может быть получено из формулы 

 e e dti i==== ∫∫∫∫
t

0

ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ , (35) 

где t - время пластической деформации. 
Система уравнений (21), (22), (25) - (28) дополнена соот-

ветствующими граничными условиями. Имеются три группы 
граничных условий: 

a) кинематические граничные условия, 
b) фрикционные граничные условия на поверхности со-

прикосновения пуансона и материала, 
c) граничные условия относительно сил в сечении выхода 

и входа в пуансон. Кинематические граничные условия име-
ют вид (рис. 2): 

 

(((( ))))
(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))(((( ))))

v r 0 0,
r

v z DC v ,
z s

v z AB v ,
z f

v r R z 0.
n b

= == == == =

= == == == =

= == == == =

= == == == =

 (36) 

Первые два соотношения в (36) представляют условия на 
границах пластической области, последнее является лишь 
требованием, что на поверхности матрицы нормальная со-
ставляющая скорости должна быть нулевая. Однородная ско-
рость на выходе vf может быть получена из условия непре-
рывности потока. 

Напряжения трения на поверхности матрицы определяют-

ся касательной скорости (((( ))))v z
b

 (см. рис. 2): 

 
(((( )))) (((( ))))τ z v (z)

n bf f z
nσ v

p s

    
    = == == == =
    
    

. (37) 

Последнее граничное условие следует из равновесия в 
выходном сечении материала и имеет вид: 

 (((( ))))P z AB 0= == == == = . (38) 

Условие (38) требует, чтобы результирующее продольное 
усилие в сечении выхода z = AB (рис. 2) равнялось нулю. 

Нет необходимости решать шесть уравнений пластиче-
ского состояния (21), (22), (25) - (28). Эта система уравнений 
будет сведена к одному эквивалентному уравнению, связы-
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вающему кинематические параметры и константы материала. 
Это уравнение будет записано в нормированных координатах 
rn, zn, tn как для объекта, так и для модели. Критерии кинема-
тического подобия пластического течения для объекта и мо-
дели будут далее получены из вышеупомянутых уравнений. 

 
2. КРИТЕРИИ ПОДОБИЯ 

Преобразование уравнений (21), (22), (25) - (28) дает сле-
дующее уравнение пластического состояния 

2 2e e e2 1m mr z rzce ce
i i2r z 3 e 3 ezi i

2 e e e1 1 2m mrz rce ce
i i2 3 e z r 3 er i i

22e vv1 1 m rz zrce ρ
ir r 3 e t z t r

i

v
rρ v

rz

−−−−            ∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂
            + −+ −+ −+ −

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂             ∂∂∂∂            

                −−−−∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ϑϑϑϑ            − + +− + +− + +− + +
    ∂∂∂∂         ∂∂∂∂                 

         ∂∂∂∂     ∂∂∂∂∂∂∂∂             + = − ++ = − ++ = − ++ = − +        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
                 

∂∂∂∂∂∂∂∂++++
∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂

ɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺ

ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ

ɺɺɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ

ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ

ɺɺɺɺ

ɺɺɺɺ

v vv z zrv ρ v v .
z r zr z r z z

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂    ∂∂∂∂     ∂∂∂∂
    + − ++ − ++ − ++ − +    

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂                 

(39) 

Уравнение (39) выражено только через кинематические 
параметры и константы материала. Это уравнение следует 
дополнить граничными условиями (37) и (36). 

Чтобы получить критерии физического подобия пластиче-
ского течения, уравнение (39) запишем отдельно для модели 
и объекта, используя нормированные координаты rn, zn, tn. 

До этого введем безразмерные скорости Vr и Vz для мо-
дели и объекта: 

 
v v v
rP rM rMV V V ,

r rP rM V V αV
sP sM sP

= = = = == = = = == = = = == = = = =  (40) 

 
v v v
zP zM zMV V V .

z zP zM V V αV
sP sM sP

= = = = == = = = == = = = == = = = =  (41) 

Отношения (40) и (41) с учетом соотношения (19) преоб-
разуем к виду: 

 
v
rMV ,

rP α
====  (42) 

 
v
zMV ,

zP α
====  (43) 

Используя (40) и (41), составляющие тензора скорости 
деформации теперь запишем через нормированные координа-
ты rn, zn: 

(((( ))))

(((( )))) (((( ))))

P
v Vv
sP rre e

rM rP r R z r
bP n

M
v V V1sP r rv v E

sP sP rαR z r R z r
bP n bP n

    ∂∂∂∂∂∂∂∂
    = = = == = = == = = == = = =

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂        

    ∂∂∂∂ ∂∂∂∂
    = = == = == = == = =

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂        

,

ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ

ɺɺɺɺ

(44) 

 
v V1z ze e V v E ,

zM zP sP sP zz Z z
oP n

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂
= = = == = = == = = == = = =

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂
ɺɺɺɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ  (45) 

 e e v E ,
P M sP

= == == == =ϑ ϑ ϑϑ ϑ ϑϑ ϑ ϑϑ ϑ ϑ
ɺɺɺɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ  (46) 

 e e v E ,
rzP rzM sP rz

= == == == = ɺɺɺɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ  (47) 

 e e v E .
iP iM sP i

= == == == = ɺɺɺɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ  (48) 

Из уравнений (40), (41) и (42) получим эффективное 
напряжение в виде 

 

t t
P M

e e e dt e dt .
iP iM iP P iM M

0 0
= = == = == = == = =∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺ  (49) 

Это отношение непосредственно следует за постулатами 

(20) и (19), полагая tP = tM и e e .
iP iM

====ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ  

Используя уравнения (15) - (18) и (40) - (49), уравнение 
пластического состояния для модели может быть преобразо-
вано к виду 

(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))

(((( )))) (((( ))))

(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))

2 21 1M MA B
2 2 2 2r z 2α R z Z Zn n α ZbP oP noP

M 2
α ρ v Z1 1 M sP oPB

2 r r T C2 n n o Mα R z
bP

22 VV1 1 zr
2 2t Z t Z2 α R z Zn n n nα Z bP oPoP

22
α ρ v V1 1m sP rV

rC αZ Z αR z r
M oP n bP n

2
ρ α vV1 M sPrV

z αZ Z
oP n

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂+ ++ ++ ++ +
∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂∂∂∂

    ∂∂∂∂     + = ×+ = ×+ = ×+ = ×
    ∂∂∂∂         

    

 ∂∂∂∂∂∂∂∂ × − +× − +× − +× − + ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂∂∂∂∂∂∂∂
+ ++ ++ ++ +

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂

∂∂∂∂
+ −+ −+ −+ −

∂∂∂∂ 
(((( ))))

(((( ))))

2
1

C αR z
M bP

V V1 1z zV V .
r zr αR z r αZ Z

n bP n oP n

××××

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂    ∂∂∂∂
    × +× +× +× +

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂        
  (50) 

И аналогично для объекта 

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))

(((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( ))))

(((( )))) (((( ))))

21 1 2p PA B
2 2R z Z r Z ZbP oP n n Z noP

P 21 1 1 PK B
2Z R z Z r Z R z roP bP n n oP bP n

P
ρ V Z1 1 P sP oPB

2 r r T C
n n o PR z

bP

22 VV1 1 zr
2 t Z R z Z t Z

n n bP oP n nZ
oP

∂∂∂∂ + ++ ++ ++ +
∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂∂∂∂

    ∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂    + + ++ + ++ + ++ + +
    ∂∂∂∂ ∂∂∂∂    

    ∂∂∂∂     + = ×+ = ×+ = ×+ = ×
    ∂∂∂∂         

    

 ∂∂∂∂∂∂∂∂ × − +× − +× − +× − + ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ 
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(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))

(((( )))) (((( ))))

2
ρ v V1 1P sP rV

rC Z Z R z r
P oP n bP n

2
ρ vV1 P sPrV

z Z Z C
oP n P

V V1 1 1z zV V ,
r zR z r R z r Z Z

bP n bP n oP n

 ∂∂∂∂∂∂∂∂
+ ++ ++ ++ +

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂

∂∂∂∂
+ − ×+ − ×+ − ×+ − ×

∂∂∂∂ 

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂    ∂∂∂∂
    × +× +× +× +

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂        

 (51) 

где введены следующие обозначения: 

 (((( )))) (((( ))))sP

sP

V E Em2 r zmA T v E ,
o sP i3 v E

i

−−−−
====

ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ

ɺɺɺɺ
 (52) 

 (((( )))) sP

sP

V Em1 rzmB T v E ,
o sP i3 v E

i
====

ɺɺɺɺ

ɺɺɺɺ
 (53) 

 (((( )))) (((( ))))sP

sP

V E Em2 rmK T v E .
o sP i3 v E

i

−−−− ϑϑϑϑ====
ɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺ

ɺɺɺɺ
 (54) 

Таким образом, уравнение пластического состояния (39) для 
модели и объекта было сформулировано в нормированных коор-
динатах rn, Zn, tn через нормированные кинематические пара-
метры, параметры масштаба и константы материала. 

Уравнение (50) для модели и уравнения (51) для объекта 
будет иметь ту же самую форму, если A, B и K удовлетворя-
ют следующим условиям 

 

M PA A ,

M PB B ,

M PK K

====

====

==== .

 (55) 

Чтобы удовлетворились условия (55), постоянная матери-
ала m в уравнении (4) должна иметь то же самое значение для 
модели и объекта, т.е. 

 m m .
M P

====  (56) 

Кроме того, граничные условия трения (37) в модели и 
объекте должны быть связаны следующим образом 

 
(((( )))) (((( )))) (((( ))))τ z τ z

nM n nP n f z .
nσ σ

PM PP
= == == == =  (57) 

Из (57) следует, что по контуру матрицы в модели и объек-
те должно быть удовлетворено следующее отношение (рис. 2) 

 
v v
bP bM ,

v v
sP sM

====  (58) 

или (рис. 4) 

 (((( )))) (((( ))))bP n n bM n nV z ,t V z ,t====  для nr .1====  (59) 

Из сопоставления уравнений (50) и (51) можно получить 
дополнительные условия 

 
ρ v Z ρ v Z 2P sP oP M sP oPα ,

T C T C
o P o P

====  (60) 

и 
(((( )))) (((( ))))2 2

ρ v ρ v
P sP M sP 2

α .
C C

P M
====  (61) 

Отношения (60) и (61) удовлетворяются, если 

 
ρ ρ 2P M α .
C C

P M
====  (62) 

Подобие соответствующих кинематических параметров в 
модели и объекте требует, чтобы выполнялись следующие 
условия: 
• постулат (13) относительно скорости пуансона в модели, 
• отношение (56) между показателями степени в зависимо-

сти напряжения от деформации, 
• отношение (57) или альтернативно (58), следующее из 

граничных условий трения, 
• отношение (62) между плотностями, параметрами кривой 

(4) и параметрами масштаба. 
При условии, что отношения (13), (56) и (58) выполняют-

ся, даны масштаб и свойства материала, используемого в объ-
екте, отношение (62) позволяет выбрать два параметра моде-

ли, а именно плотности ρρρρm и константы материала СM. От-
ношения (13), (56), (58) и (62) являются критериями физиче-
ского подобия, которые могут быть использованы в экспери-
ментальном моделировании осесимметричной экструзии. 

Представленные критерии подобия находятся в согласии с 
экспериментальными результатами, представленными в [1-3, 
11, 12], а также в наших работах [8, 9, 10]. Для иллюстрации 
представлены картины течения металла на рис. 5. 

 
Рис. 5. Сравнение расчетных и экспериментальных картин 

течений образцов из олова и пластилина. 

г) 

б) 

в) 

а) 
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Изображение на рис. 5а взято из [6], где показан рассчи-
танный деформированный образец сетки экструзии свинца с 
уменьшением площади на 48%. Рис. 5б дает изображение 
деформированного образца сетки, полученного в эксперимен-
тах экструзии пластилина с тем же уменьшением площади. 
Качественное согласие может наблюдаться между обоими 
образцами. Изображение на рис. 5в из [14], показывает де-
формированную сетку для свинцового образца для экструзии 
с уменьшением площади на 85 %. На рис. 5г приведено изоб-
ражение деформированной сетки, полученной при экструзии 
пластилина с тем же уменьшением площади. Наблюдается 
близкое подобие нарушения сетки в обоих изображениях. 

Детальное описание испытаний продавливания пластили-
на приведено в [15]. Контактные условия на поверхности 
соприкосновения матрицы экструзии пластилина и свинца 
различны. Таким образом, распределения касательных скоро-
стей по поверхностям матрицы также различны. Несмотря на 
различия в контактных условиях, можно наблюдать довольно 
близкую совместимость деформированных образцов сетки 
для обоих материалов, что является, по-видимому, результа-
том подобия форм диаграмм напряжений для свинца и пла-
стилина, а также геометрического подобия процессов экстру-
зии пластилина и свинца. 

Далее рассмотрим методы оценки сил при экструзии на 
основе испытаний на модели. 

 
3. КРИТЕРИИ ПОДОБИЯ ДЛЯ ПОЛЕЙ НАПРЯЖЕНИЯ 

И РАБОЧИХ НАГРУЗОК 
Если известны поля скоростей, то поле напряжений может 

быть получено из основной системы уравнений пластическо-
го состояния, используя тот же подход, как и в [8, 9, 10]. 

Чтобы определить распределение напряжений в объекте, 
будут использоваться константы для объекта Cp и mp, при-
нимая во внимание, что поля скоростей в модели будут оди-
наковыми. 

В случае осесимметричной экструзии имеются пять неза-
висимых уравнений, принимая во внимание, что неизвестных 

составляющих напряжения только четыре: σσσσr, σσσσz, ττττrz и ϑϑϑϑσσσσ . 

Таким образом, если составляющие вектора скорости извест-
ны, то компоненты тензора напряжений неоднозначны. Как 
избежать эту трудную проблему, обсуждено в [8, 10]. 

Рабочая нагрузка может быть рассчитана,  интегрируя 
осевые нагрузки следующим образом 

 

R
o 2P σ πr dr ,

P zP
0

==== ∫∫∫∫  (63) 

где zPσσσσ  получено методом, описанным в предшествующих 

разделах. 
Пусть PM (Xm) и Pp (XP) обозначают параметры рабочей 

нагрузки в зависимости от перемещения пуансона в модели и 
объекте, соответственно. 

В случае, если модель и объект строго соответствуют кри-
териям геометрического подобия, параметры материала оди-
наковы, а также идентичны и граничные условия, тогда от-
ношение между рабочими нагрузками в объекте и в модели 
будет следующие: 

 
P 2P α .
P

M
====  (64) 

Предлагаемый метод оценки рабочих нагрузок при экс-
трузии основан на предположении, что распределения норми-
рованных напряжений трения (57) и нормированных каса-
тельных скоростей (58) на поверхности матрицы являются 
одинаковыми в объекте и модели. Поэтому можно записать 

 (((( )))) (((( ))))µ r ,z µ r ,z .
P n n M n n

====  (65) 

Используя параметры уменьшения площади αααα, предел те-

кучести P ,σσσσ  угол матрицы ββββ, отношение высоты заготовки к 

ее диаметру L/D, коэффициент трения µ и некоторые другие 
величины, отношения между средним давлением пуансона и 
пределом текучести для модели и объекта будут иметь вид: 

 
Lq MηW λ ,β , ,µ ,

M M M Mσ D
P oPM

        
         ====

         
         

 (66) 

 
Lq PηW λ ,β , ,µ .

P P P Pσ D
P oPP

        
         ====

         
         

 (67) 

 
Из уравнений (67) и (66) получим выражение для среднего 

давления пуансона в объекте 

L
PW λ ,β , ,µ

P P P PDq q P .
σ σ LP P MP M W λ ,β , ,µ

M M M MD
M

    
    
                
                ====

                 
                 

    
    

  (68) 

 

Значения (q/σσσσp)M и коэффициента трения µm в (68) может 

быть получено экспериментально. Функции Wp и Wm могут 
быть заменены некоторым средним давлением пуансона. Фак-
тические величины предела текучести в модели и в объекте 
могут быть оценены из соответствующих зависимостей (4): 

 

m
MD

oMσ C 21n ,
PM M d

fM

    
    ====
        
    

 (69) 

 

m
PD

oPσ C 21n .
PP P d

fP

    
    ====
        
    

 (70) 

 
В уравнениях (69) и (70) эффективная деформация заме-

нена упрощенным выражением 

 

2
D D

o oe lnλ ln 2ln ,
i d d

f f

    
    = = == = == = == = =
        
    

 (71) 

где Do = 2fo - начальный диаметр заготовки, 

df = 2rf - конечный диаметр изделия (рис. 2). 
 
Установившееся значение предела текучести в изделии 

для объекта и модели может быть оценено экспериментально 
из испытаний на сжатие. Значение средней нагрузки на пуан-
сон в уравнении (68) дается в виде 

 
4F

q ,
2

πD
o

====  (72) 

где F - приложенная сила в процессе экструзии (рис. 2). 
Приняв во внимание (65), получена формула для безраз-

мерной средней нагрузки на пуансон в объекте в виде 
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q q
P M

m m
P MD D

oP oMσ C 2ln σ C 2ln
PP P PM Md d

fP fM

L
PW λ ,β , ,µ

P P P PD
oP .
L

MW λ ,β , ,µ
M M M MD

oM

= == == == =
            
            + ++ ++ ++ +
            
            

    
    
    
    ====
    
    
    
    

  (73) 
Для иллюстрации разработанного метода рассмотрен про-

цесс осесимметричной экструзии через коническую матрицу. 
Из [12, 13, 16] выбрано теоретическое выражение для вычис-
ления давления пуансона и после некоторых преобразований 
оно имеет вид: 

m 1
Dq 1 4 µ Lo1 C 2ln +µ .

σ m 1 sin2β D D3P f o

++++
    

         = += += += +         ++++          

 (74) 

Подставив (74) в (68), получим следующее выражение для 
безразмерного давления пуансона 

(((( ))))
(((( ))))

σ m 1Cq q PM MP
σ σ C σ m 1P P MP M PP P

m 1
PDµ L4 oP1P P1 2ln µ

1Psin2β D D3 P fP oP
.

m 1
MDµ L4 oM1M M1 2ln µ

2Msin2β D D3 M fM oM

++++            
            = ×= ×= ×= ×
             ++++            

++++
        
        + ++ ++ ++ +
        

         ×××× ++++
        
        + ++ ++ ++ +
        

         
  (75) 

В (75) значение давления пуансона в модели (q/σσσσp)M 
определяется из экспериментов. 

Переменные mM, σσσσРМ, ββββМ, LМ, DoM, dfM , mp, σσσσpp, ββββp, Lp, 

Dop и dfP – известные параметры зависимостей (4), (65), (70). 
Геометрические размеры, характеризующих модель и объект, 
также даны. Отметим, что углы матрицы в модели и объекте 
могут быть неодинаковы. 

Коэффициенты трения µµµµ1P и µµµµ2M могут быть получены из 

(74) и измерений величин (q/σσσσp)M при различных положени-
ях пуансона. 

Таким образом, разработанная методика позволяет оце-
нить значение нагрузки, в рассмотренных процессах экстру-

зии, при любых значениях угла матрицы ββββp. 
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Пивник Я., Кульчицкий-Жигайло Р. 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕСТРУКЦИИ ТЕРМОУПРУГОЙ СИСТЕМЫ 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Механизм разрушения механической системы существен-

но зависит от поля напряжений и деформаций, возникающих 
в процессе эксплуатации элементов системы. Поэтому важ-
ным является адекватное математическое моделирование 
процессов, проходящих в механической системе, позволяю-
щее с высокой степенью точности определить характеристики 
напряжённо-деформированного состояния в элементах систе-
мы. В настоящей статье предлагается математическая поста-
новка задачи, моделирующая движение двухслойного цилин-

дра вдоль внутренней поверхности трубы. Характерной осо-
бенностью работы является учёт влияния термических факто-
ров на распределение напряжений и деформаций в рассмат-
риваемой механической системе. Целью работы есть получе-
ние системы соотношений, позволяющих определить напря-
жённо-деформированное состояние во внешнем слое цилин-
дра в момент вылета его из трубы. Полученные результаты 
предполагается использовать для анализа возможного меха-
низма разрушения упомянутого слоя. 
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